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VVEIERSTIIASS.  —  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre.  i  vol.  in-8°; 
287  p.  Berlin,  Springer,  1886. 

M.  Weierstrass  a  réuni  dans  ce  Volume  les  sept  Mémoires 
dont  voici  les  titres  : 

I.  Sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques  uniformes. 

II.  Sur  un  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  relatif  à  la  théorie  des 
fonctions. 

III.  Sur  la  théorie  des  fonctions. 

IV.  Appendice  au  précédent  Mémoire. 

V.  Quelques  propositions  sur  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques de  plusieurs  variables. 

VI.  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  de  plusieurs  va- 
riables. 

VII.  Sur  la  théorie  des  facultés  analytiques. 

La  plupart  de  ces  Mémoires  sont  bien  connus  des  lecteurs 
français,  qui  seront  toutefois  bien  aises  de  les  trouver  réunis  en 
un  seul  Volume.  Il  est  inutile  d'insister  ici  sur  leur  extrême  im- 
portance; chacun  sait  que  les  découvertes  de  M.  Weierstrass  ont, 
sur  plusieurs  points   essentiels,   renouvelé  l'enseignement  de    la 
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théorie  des  lonclions.  Nous  nous  contenterons,  en  annonçant  la 
publication  de  ce  Volume,  de  rappeler  que  le  Mémoire  I  a  été  tra- 
duit par  M.  Emile  Picard  dans  les  Annales  scienlijiques  de 
U Ecole  Normale  supérieure]  que  la  traduction  des  Mémoires  II, 
III,  IV  a  jiaru  ici  même('),  que  les  principaux  résultats  du  INIé- 
moire  V  ont  été  l'objet  d'un  travail  de  M.  Dautheville  inséré  dans 
les  Annales  de  V École  Normale.  Le  Mémoire  M  se  trouve  dans 
les  Monalsberichte  de  l'Académie  de  Berlin,  pour  1876.  Enfin  le 
dernier  iMémoire  est  un  des  plus  anciens  titres  de  gloire  de 
M.  Weiei'strass;  il  a  été  publié,  en  i8j4?  dans  le  Journal  de 
C relie.  J.  T. 


SCIIEEFFEU  (L.)-    —    Tiikoru:  der  IMaxim.v   und  Mim.m.v   eineii  Function 

VON    ZWEI    V.VRIABELN   (2). 

La  recherche  et  la  distinction  des  maxima  et  des  minima  d'une 
fonction  de  deux  variables,  même  développable  par  la  formule  de 
Tajlor,  sont  parfois  délicates.  Ce  sujet  est  insuffisamment  déve- 
loppé dans  la  plupart  des  Traités  classiques  de  Calcul  difTérentiel. 
M.  Scheeffer  fait  ressortir  l'insuffisance  du  procédé  qui  consiste, 
pour  savoir  si  la  fonction  /'(x,  ;')  admet  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum en  un  point,  par  exemple  au  point  j;  ^  o,  j'  =  o,  à  étudier 
la  fonction  ./(/.r,  /  r)  de  la  variable  /;  cette  fonction  peut  très 
bien  admettre  un  maximum  pour  ^  =  o  (ou  un  minimum),  et  cela 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  .r  et  )',  sans  que  la  fonction 

soit  positive  (ou  négative)  pour  tous  les  points  situés  à  l'intérieur 
d'un  cercle  décrit  de  l'oriuine  comme  centre  avec  un  ravon   arbi- 


(')  Je  crois  devoir  signaler  {Bulletin,  a"  série,  l.  V;  i8Si)  une  note  fin  Mé- 
moire IV,  où  une  formule  que  j'avais  eu  l'honneur  de  connnuniquer  à  l'illuslrc 
géomèlre  csl  rcsliluéc  légilinicinent  à  M.  SrhnHlcr,  (jui  l'avait  publiée  dés  iS-(> 
dans  le  Zeitschri/t  de  M.  Schlumiich. 

(  '  )  Ce  travail,  inséré  dans  les  lierichte  dcr  K.  Sachs.  Gesellscltaft  der  Wissen- 
schaften,  a  été  extrait  par  M.  A.  Maycr  dos  papiers  laissés  |)ar  M.  Scliccffcr,  que 
la  miirl  a  récciiiinenl  enlevé  aux  espérances  ([u'il  cl'Minait  à  ses  iiiailres. 
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trairemenl  petit.  L'auteur  cite  à  ce  propos  l'exemple 

déjà  signalé  par  M.  Peano. 

Pour   caractériser   nettement  les  difTérents  cas,    en  supposant 
qu'il  s'agisse   d'une   fonction  y(x,>')  nulle  pour  le  point  x  =  o^ 
y  =  o  et  continue  aux  environs  de  ce  point,  M.  SclieefTer  imagine 
un  petit  cercle  de  rayon  /•  décrit  de  l'origine  comme  centre;  à  cause 
de  la  continuité,  la  fonction  y  (j;,j^)  admet  sur  le  cercle  un  maxi- 
mumy,  (/•)  et  un  minimum  /^(ry^   si  ces   quantités  /\{f'),  f^i'') 
sont,  pour  toutes  les  valeurs  de  /•  inférieures  à  un  certain  nombre 
fixe,  toujours  positives  (ou  toujours  négatives),  la  fonctiony(^,  j) 
présente  un  minimum  (ou  un  maximum);   dans  le  cas  où,  pour 
ces  mêmes  valeurs  de  r,  l'une  des  quantités  ^  (''),/2(/')  est  posi- 
tive et  l'autre  négative,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Le  cas 
que  Ton  doit  regarder  comme  élémentaire  est  celui  où  il  existe 
une  certaine  puissance  positive  ii  de  ;•  telle  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  /•  inférieures  à  une  limite  fixe   "",   les  nombres  y,  (;•), 
/•2{f^)  soient,  en  valeur  absolue,   supérieurs  à  «;•",   en  désignant 
par  «  un  nombre  positif  fixe;  dans  ce  cas  le  développement  en 
série  de  Taylor  permet  de  distinguer  sûrement  si  l'on  a  affaire,  ou 
non,    à   un    maximum    ou   à  un   minimum;   l'objet  essentiel  de 
M.  Scheeffer  est  de  montrer  comment  on  peut  effectuer  cette  dis- 
tinction et  reconnaître  que  la  condition  imposée  est  vérifiée  en 
effet  :  dans  ce  cas  on  peut  substituer  à  la  fonction  /(x,  r)  une 
fonction  entière  G,i(x,y),  obtenue  en  prenant  dans  le  développe- 
ment en  série  un  nombre  limité  de  termes. 

L'existence  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  pour  le  point 
.r=o,j^  =  o  se  manifeste  alors  d'une  manière  particulièrement 
simple  quand  l'ensemble  homogène  des  termes  par  lesquels  com- 
mence le  dévelop|)ement  constitue  une  forme  définie.,  d'ordre  pair 
par  conséquent.  Dans  tous  Tes  cas,  le  problème  revient  à  savoir  si 
la  courbe  algébrique  dont  l'équation  serait  G„(x,j')  =  o  admet 
un  point  isolé  à  l'origine.  L'auteur  montre  comment  on  peut  diri- 
ger l'étude  de  cette  courbe  autour  de  ce  point  pour  arriver  sûre- 
ment au  résultat  par  des  calculs  élémentaires.  J.   T. 
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LAMPE  (E.).   —   ElN[GE   ZVIILENBIÎISPIELE    FUER  DIE  AnZIEHUNG,   WELCIIE   EI\E 
HOMOGENE   M.VSSE    ACF    EIXEN    JlATEftlELLEX    PlNKT    NVCH   DEM  NeWTONSCHEX 

Gksetze  ausuebt.  3  p.  in-8°.  Litterarisclie  Bemerkung  zu  den  Zalilenbei- 
spielen  ueber  Atlraction  (')•  7  P-  im-S"- 

Supposons  qu'une  masse  homogène  M  exerce  une  attraction  A 
sur  un  point  matériel  m  selon  la  loi  de  Newton;  prenons  pour 
unité  (Je  force  l'attraction  avec  laquelle  le  point  est  attiré  par  la 
niasse  M  réduite  en  sphère  homogène  lorsque  m  est  placé  à  sa 
surface. 

i"  La  masse  M  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  aplati  de  révolution; 
soit  sin^  rexcentricilé  de  son  ellipse  méridienne.  Le  point  m, 
placé  sur  un  pôle  de  l'ellipsoïde,  est  attiré  par  ce  corps  avec  l'in- 
tensité 

A  =  Scos^ar  sin-2^(i  —  accota-), 

expression  qui  devient  un  maximum  quand  on  a 

x{ç)  -4-  5tang2jr)  —  tanga"(9  +  2  tang2.r), 

c'est-à-dire  pour  Xq  =  43"59'.  Alors  on  a  An  =  i  ,022i3,  valeur 
très  rapprochée  de  \/i  ,o8  =  i  ,025986  ou  de  la  plus  grande  attrac- 
tion que  M  puisse  exercer  sur  m.  Pour  a:=oon  a  A=i,  mais 
aussi,  pour  X|  =  59"4','''-,  A  devient  j  pour  ^2  =  85**  18'. 

2"  La  même  masse,  réduite  en  ellipsoïde  allongé  de  révolution, 
exerce,  sur  le  point  m  placé  au  polo,  l'attraction 

;;_ 
A  =  3cos^.r  sm-2.7-[ —  i  -|-  sin-'a?  /tang(|:-  -i-^^)]- 

Cette  expression  diminue  lorsque  x  augmente  et  prend  la  valeur  ^ 
pour  X  =  'jS°(y,yG. 

3"  lléduite  en  forme  de  cylindre  droit  à  hase  circulaire,  la 
masse  M  attire  le  point  m  placé  dans  le  centre  d'une  de  ses  bases, 
avec  l'intensité 

'  9 


1/  — V  ('  -t-  ar  —  v/l  -H  ^T'Oî 

y    '2x- 


(')   llxliail  des   Verhandliiiigen  clcr  phvsikalLschen  Gesellschaft  in  Berlin, 
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où  l'on  a  mis  x  =1  j  -,  r  =■  rayon  de  la  base,  li  =  hauteur.  A  atteint 

son  maximum  Aq  =  i  ,00682  pour  Xq  =  {(9  —  y/i^  )  =  0,60961  ; 
A  égale  l'attraction  de  la  sphère  à  sa  surface  (l'unité)  pour 
X,  =0,75  et  pour  X2  =  f  ( —  5  +  v/oa  j  =  0,491 3 56. 

4"  En  forme  de  cône  droit  à  base  circulaire,  la  masse  M  attire 
le  point  matériel  m  placé  dans  le  sommet  avec  la  force 

_i   .  2. 

A  =  12.2    *  sin^ia?  cot^a:", 

OÙ  X  dénote  l'angle  compris  entre  la  hauteur  et  une  génératrice 
du  cône.  Le  maximum  Aq  =  0,82941  de  A  appartient  à 

X  =  arccos( —  \  -f-  yj^J  =  62° 46', 7. 

5°  Si  un  cône  droit  à  base  circulaire  attire  le  point  m  placé  au 
centre  de  la  base  et  au  sommet  avec  la  même  intensité,  on  trouve 
l'angle  x  de  l'équation 

I  =  cosa?  —  sin37  -t-  siii'2vrZ[cot|a7  cot(^7r  —  i-^)], 

c'est-à-dire  x  =  5'j°Zg''j. 

6"  Soit  encore  sina:  l'excentricité  de  l'ellipse  méridienne  d'un 

ellipsoïde  allongé  de  révolution,  et  faisons  tangx=  t.  L'attraction 

de  cet  ellipsoïde  exercée  sur  le  point  m  placé  dans  un  point  de 

l'équateur  sera 

3        ,  

A  =  f i!-3(i 4- r-y^  lt\/i'+-  f^  —  l{t-\-\/i-\-  fi)\. 

Le  maximum  Aq  de  A  se  calcule  de 

9  +  7^' 

On  trouve  Xq  =  38°4^'>  i  »  Aq  =  i  ,00820.  En  mettant  A  =  i ,  on 
obtient  (outre  t  =  o)  Xi  =  02°/\8' ,'5.  A  devient  |-  pour 

.rj  =  87°  3 1'  i",76. 

7"  L'attraction  de  l'ellipsoïde  aplati  de  révolution  sur  le  point 
m  de  l'équateur  a  pour  valeur 

A  =  ^  cos^'of  sLii    -x{x  —  siiijr  cosj"). 
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Celle  fonclion  va  on  diminuant  lorsque  x  augmente;  elle  devient 
ipour  .r  =  82"54'r)3". 

8"  Réduisons  la  masse  M  en  forme  de  parallélépipède  droit  de  hau- 
teur Il  sur  une  base  carrée  avant  le  côté  26.  Posons  sin.r  =  7- r-  ; 

b- -r- li- 
on aura  rattraclion  exercée  sur  ni  placé  au  centime  de  la  base  : 

\    T^\i  —  è\nxJ    \     V       sino;  /sinx -f- /i  +  sinx/ 

La  valeur  x^àc  x,  pour  laquelle  A  devient  un  maximum,  se  lire  de 

/l  —  sin.r         ,  1  -+-  J-i 

Xi/  : =  l , 

\        ?,inx  y^siii^ -f- y/i -H  sin  JT 

De  là   vient   ^0  =  arcsino,22G24  =:  i3"4',55  ;    A  :  6  =  1 ,8439.5, 
Ao  =  1  ,00029. 

I^es  deux  valeurs  pour  lesquelles  A  est  aussi  grande  que  pour  la 
surface  de  la  sphère  (l'unité)  sont 

Xi  =  arcsino,?.  J187  =  i3"59',6;         h:  b  =  1,77080, 
.To  =  arc  sino,'ii  \'2'i.  =  12°  1 1',6  j  ;       h  :  b  =  \  ,g3247- 

Le  premier  géomètre  qui  semble  avoir  traité  ces  sortes  de  ques- 
tions est  John  Playfair;  dans  les  T/rtnsactions  of  tlie  Royal 
Society  of  J'Jdinbufi^k,  Vol.  VI,  11"  Partie  (1809)  il  a  publié  le 
Mémoire  :  Of  Uie  sotids  of  p;reatest  Auraction,  or  those  wJiicli 
arnonii'  (iH-  tf^c  solids  tliat  hâve  certain  properties,  altract 
s,vith  the  f^reatest  force  in  a  given  direction.  Les  questions 
relatives  au  maximum  d'attraction  pour  le  cylindre  (3)  et  le 
cône  (4)  se  trouvent  déjà  résolues  dans  ce  travail.  En  cherchant 
le  maximum  pour  l'ellipsoïde  aplati  sur  le  pôle,  Playfair  a  commis 
une  erreur.  Ayant  trouvé  la  même  équation  que  ci-dessus  (1),  il 
s'est  lromj)é  en  disant  que  celte  équation  transcendante  n'admet 
que  la  solution  exacte  j;=zo,  et  que  toutes  les  valeurs  entre  o 
et  \t:  fournissent  des  solutions  approchées.  Le  même  Mémoire 
contient  la  découverte  du  corps  d'attraction  maxima,  corps  de  ré- 
volution dont  la  courbe  méridienne  a  pour  équation,  en  coordon- 
nées polaires  /•  et  cp,  /-  z=  a'-cos'f.  Dans  son  Mémoire  :  Principia 
genc/a/ia  tltcoriœ  figurer Jluidoruin  in  statu  (cquiliOrii (iS^ci), 
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Gauss  a  énoncé,  dans  une  Note,  cette  proposition  :  Conslal, 
maximam  altractionem,  qucun  massa  homogenea  data  in. 
punciiun  datain  secundum  il.lain  legeni  exercere  poiest,  esse 
ad  allraclioneni,  quain  eadein  massa  in  figuram  sphœricam 
redacta  exercet  in  puncLiim  in  superficie posiiiim^  ut  3  ad'sjrd. 
C'est  pourquoi  on  a  attribué  longtemps  la  découverte  du  corps 
d'attraction  maxima  à  l'illustre  géomètre  de  Gottingue.  Celte  opi- 
nion est  donc  erronée;  la  Note  de  Gauss  donne  le  résultat  des 
recherches  de  Plajfair. 


.1.  CLERK  MAXWELL.  —  Traité  d'Electiucité  et  dk  Magnétisme.  Traduit 
de  l'anglais  sur  la  deuxième  édition,  par  M.  G.  ScUgmann-Lui,  ingénieur 
des  télégraphes;  avec  Notes  et  éclaircissements  par  MM.  Cornu,  de  l'hi- 
stitut,  Potier  et  Sarrau.,  professeurs  à  l'École  Polyteclinique.  i*''  Volume, 
188G.  2^  Volume,  i""  Fascicule,  1887.  Paris,  Gauthier-Villars. 

La  traduction  française  du  Traité  d'Electricité  et  de  Masné- 
tisme  de  J.  Clerk  Maxwell,  dont  le  premier  fascicule  a  'paru  en 
i885,  est  parvenue  déjà  à  son  quatrième  fascicule;  les  trois  pre- 
miers fascicules  parus  forment  le  premier  Volume  de  l'Ouvrage  et 
embrassent  l'ensemble  de  l'Electrostatique;  le  cpiatrième  fascicule 
appartient  au  second  Volume  et  renferme  la  partie  de  ce  Volume 
qui  traite  du  Magnétisme. 

La  renommée  acquise  par  le  Livre  de  INIaxwell  nous  démontre 
l'utilité  de  l'œuvre  entreprise  par  1\L  Seligmann-Lui.  Le  Traité  de 
Maxwell  nous  représente  fidèlement  ce  qu'est  la  Science  électrique 
dans  le  pays  de  Green  et  de  Faraday.  Les  idées  fondamentales  et 
la  manière  de  les  présenter  s'écartent  notablement  de  la  doctrine 
et  du  mode  d'exposition  adoptés  dans  la  patrie  de  Coulomb  et 
d'Ampère  comme  dans  la  patrie  de  Gauss.  Peut-être  le  lecteur  du 
Livre  de  Maxwell  regrettera-t-il  la  clarté  des  phvsiciens  français  et 
la  rigueur  des  géomètres  allemands;  mais  les  méthodes  du  mathé- 
maticien anglais,  en  le  contraignant  à  reprendre  les  principales 
théories  de  l'Electricité  dans  un  ordre  différent  et  parfois  inverse 
de  celui  auquel  il  est  habitué,  l'aideront  dans  la  découverte  de 
conséquences  nouvelles. 

Par  exemple,  en  lisant  la  théorie  des  fonctions  sphériqucs,  c[uc 
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Maxwell  expose  suivant  la  méthode  de  Sir  W.  Thomson  et  de 
M.  Tait,  nous  regretterons  peut-être  l'analyse  si  naturelle  par 
laquelle  Laplace  a  découvert  les  principales  propriétés  de  ces  fonc- 
tions ;  nous  saurons  gré  à  M.  Potier  d'avoir,  dans  une  Note  étendue, 
présenté  l'exposé  de  cette  analvse.  Mais  la  voie  suivie  par  Sir  W. 
Thomson,  par  M.  Tait  et  par  Maxwell,  en  rattachant  plus  direc- 
tement les  propriétés  des  harmoniques  sphériques  à  l'existence 
des  singularités  présentées  par  la  fonction  potentielle,  fait  mieux 
ressortir  la  nature  analytique  de  cette  fonction  et  les  remarquables 
analogies,  si  bien  étudiées  par  M.  P.  Appell,  qui  rapprochent  les 
fonctions  vérifiant  l'équation  AF  =  o  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire. 

La  forme  si  anglaise  du  Traité  de  Maxwell  en  rendait  la  traduc- 
tion fort  difficile;  M.  Seligmann-Lui  s'est  acquitté  de  cette  lâche 
de  la  façon  la  plus  heureuse;  il  a  rendu  l'Ouvrage  aussi  aisé  à 
lire  qu'il  se  pouvait  faire. 

MM.  Cornu,  Potier  et  Sarrau  ont  joint  au  Traité  de  Maxwell  des 
Notes  nombreuses,  destinées  à  combler  les  lacunes  ou  à  corriger 
les  inexactitudes  qui  avaient  échappé  à  l'illustre  physicien.  Parmi 
les  Notes  les  plus  importantes,  citons  une  Note  de  M.  Cornu  sur 
une  construction  géométrique  tracée  par  Maxwell  et  dont  les 
données  n'étaient  pas  définies  d'une  manière  suffisante;  une  Note 
de  MM.  Cornu  et  Potier  relative  au  tracé  des  lignes  de  forces 
dans  le  cas  où  le  champ  électrique  est  symétrique  autour  d'un 
axe  de  rc-volulion;  enfin  la  Note  déjà  citée  de  M.  Potier  sur  les 
sphériques  harmoniques. 

Souhaitons  que  les  derniers  fascicules  de  cette  traduction  ne  se 
fassent  pas  trop  longtemps  attendre.  P.  Duhem. 


Antonio  FAVARO.  —  Cvuteggio  inedito  di  Tico.ne  Brvue,  Giov.vxxi  Ke- 
pleuo,  e  dl  althi  celebiu  astronomi  e  m.vtem.vtici  del  secoli  xvi  k  xvii 
coN    GiovANxM   Antonio    RIagini.     Bolojrnc,    Zauiclielli,    188G,    gr.    in-8°, 

XVl-522   p. 

Magini,  dont  le  nom  reste  attaché  à  l'une  des  taches  de  la  Lune, 
n'est  plus  guère  connu  aujourd'hui  ;  il  n'en  était  pas  moins  con- 
sidéré comme  un  des  premiers  astronomes  de  son  temps.   Né  le 
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i4juin  i555  à  Padoue,  il  publiait  dès  l'ùge  de  vingt-sept  ans  des 
éphémérides  pour  4o  ans,  en  conformité  avec  les  hypothèses  de 
Copernic  et  en  i588  était  nommé  à  une  des  deux  chaires  de  Ma- 
thématiques de  l'Université  de  Bologne,  que  lui  disputait  en  vain 
Galilée,  plus  jeune  que  lui  de  neuf  ans.  Après  vingt-neuf  ans  de 
professorat,  Magini  mourut,  le  ii  février  1617,  en  pleine  activité 
de  travail  et  laissant  inachevé  un  grand  Ouvrage  sur  la  Géogra- 
phie de  l'Italie,  dont  il  s'occupait  depuis  de  longues  années,  et  dont 
l'Atlas  seul  a  été  publié  après  sa  mort. 

Ce  travail  n'était  d'ailleurs  pour  lui  qu'un  délassement  des  cal- 
culs qu'il  ne  cessait  de  poursuivre  pour  compléter  et  corriger  ses 
éphémérides  et  les  autres  Tables  qu'il  leur  avait  ajoutées  ;  car 
Magini,  pour  parler  comme  Tycho  Bralie,  était  un  astronome  de 
cabinet.  Calculateur  exact  et  infatigable,  il  n'observait  guère,  et 
de  là  l'oubli  qui  attendait  devant  la  postérité  un  homme  qui,  aux 
yeux  de  ses  contemporains,  balançait  Kepler  et  Galilée. 

Il  n'est  pas  besoin  d'insister  sur  l'intérêt  que  présente  la  corres- 
pondance d'un  personnage  en  relation  avec  les  principaux  savants 
de  son  temps.  Un  manuscrit  contenant  soixante-deux  lettres  au- 
tographes adressées  à  Magini  par  Clavius,  Tycho  Brahe,  le  dis- 
ciple préféré  de  ce  dernier,  Tengnagel,  par  Kepler,  Adrien  Ro- 
main, Scheiner,  etc.,  avec  cinq  minutes  de  réponses  de  Magini,  et 
actuellement  conservé  dans  les  archives  de  la  famille  des  Mal- 
vezzi  di  Medici,  à  Bologne,  forme  le  fonds  du  Volume  dont  nous 
avons  reproduit  le  titre.  Mais  ce  titre  promet  moins  que  ne  donne 
le  Livre;  car  M.  Favaro,  auquel  le  comte  Nerio  Malvezzo  s'est 
adressé  pour  la  publication  de  ce  manuscrit,  y  a  fait  deux  addi- 
tions excessivement  importantes. 

Tout  d'abord  une  Notice  sur  la  vie,  les  œuvres  et  les  correspon- 
dants de  Magini;  cette  Notice,  qui  n'occupe  pas  moins  de  cent 
quatre-vingt-quatre  pages,  est  un  véritable  Livre,  et  ce  ne  sera 
pas  un  des  moins  intéressants  qu'aura  publiés  l'éminent  professeur 
de  Padoue.  Toutes  les  qualités  de  l'historien  jointes  à  la  science 
du  mathématicien,  et  surtout  l'art  d'intéresser  à  des  questions 
qui  n'attirent  pas  à  première  vue,  il  y  a  là  de  quoi  décourager  le 
critique,  de  quoi  lui  faire  trop  craindre  que  les  quelques  lignes 
qu'il  peut  consacrer  à  l'analyse  de  l'œuvre  n'en  donnent  qu'une 
idée  tout  à  fait  insuffisante. 
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Signalons  cepeiulanl  rapidement  des  détails  précieux  sur  l'en- 
seignement dans  les  universités  italiennes  à  celle  époque;  un  ré- 
sumé très  clair  des  doctrines  astrologiques  nécessaires  pour  com- 
prendre certains  passages  de  la  correspondance,  car  Magini  croyait 
sérieusement,  comme  Kepler,  à  l'Astrologie,  et  ses  prédictions 
étaient  assez  célèbres  pour  que  son  nom  ait  servi  pendant  long- 
temps d'enseigne  à  des  almanachs  publiés  en  France  et  dans  les 
Pays-Bas  (');  une  histoire  très  attachante  des  rapports  de  INIagini 
et  Galilée,  histoire  qui  n'est  guère  à  l'honneur  du  premier  :  car, 
tout  en  alTectant  de  rester  en  bons  termes  avec  son  ancien  con- 
current, Magini  non  seulement  ne  put  s'empêcher  de  le  jalouser 
après  la  découverte  des  satellites  de  Jupiter,  mais  il  paraît  avoir 
excité  sous  main  les  attaques  de  Horky  et  de  Sizzi,  et  même  leur 
avoir  fourni  des  matériaux;  les  détails  sur  les  travaux  accessoires 
de  Magini,  et  notamment  sur  les  grands  miroirs  sphériques  qu'il 
construisait  et  ofifrait  aux  princes  de  son  temps,  sans  pouvoir  tou- 
jours s'en  faire  rémunérer,  comme  cela  lui  arriva  avec  l'empereur 
Rodolphe  II. 

La  seconde  addition  faite  par  M.  Favaro  a  un  autre  caractère; 
il  a  cherché  à  compléter  la  correspondance  publiée,  soit  au  moyen 
de  lettres  déjà  imprimées  dans  les  Ouvrages  de  Magini  et  de 
Tycho  Brahe(-),  soit  avec  les  autographes  conservés  dans  les  ar- 
chives Gonzague  à  Mantoue,  ou  dans  les  Bibliothèques  de  Vienne 
et  de  Florence.  Il  a  ainsi  donné  vingt-quatre  lettres  de  Magini, 
cinq  adressées  à  lui  et,  en  outre,  son  testament  tiré  des  Archives 
de  Bologne. 

Un  second  appendice  donne,  avant  un  index  des  noms  propres, 
la  bibliographie  des  Ouvrages  de  Magini,  qui  ne  comprend  ])as 
moins  de  soixante-cinq  numéros,  correspondant  à  environ  une 
vingtaine  d'œuvres  distinctes  et  la  plupart  considérables.  Les 
autres  numéros  correspondent  à  des  rééditions  ou  à  des  contrefa- 


(')  Son  ('pilaplic,  à  Bologne,  affirme  qu'il  avait  prédit  Tannée  de  sa  iiioil,  cl 
relie  assertion  esi  confirmée  d'ailleurs.  La  léputalion  de  Magini  comme  astrologue 
lit  d'ailleurs,  après  sa  mort,  séquestrer  par  le  Saint-Office  ses  papiers  cl  manu- 
scrits, f|ui  furent  dès  lors  perdus,  sauf  de  très  rares  exceptions,  comme  celle  du 
\01umc  publié  par  M.  P'avuro. 

(-)  Comme  l'élaicnt  au  reste,  plus  ou  uioins  complèlemcnl,  (|uclques-unes  des 
I-etlics  du  manuscrit  des  Malvcz/.i. 


J 
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rons;  mais  le  simple  aperçu  de  celle  bibliographie  témoigne 
assez,  d'une  part,  de  l'aclivité  singulière  que  déployait  Magini, 
de  l'autre,  du  succès  de  ses  Livres. 

Notre  calculateur  ne  s'est  au  reste  guère  préoccupé  des  Mathé- 
matiques qu'au  point  de  vue  de  leurs  applications  ;  mais  ses  efforts, 
pour  abréger  les  tâches  qu'il  entreprenait,  ont  sovivent  été  heu- 
reux. Il  a  notamment  mérité  d'être  cité  par  Chasles  dans  son 
Aperçu  historique  (2*^  éd.,  p.  55)  comme  a\ant  un  des  premiers 
appliqué  et  élucide  les  principes  de  Viète  pour  la  résolution  des 
triangles  sphériques,  mais  il  est  inexact  de  dire,  comme  M.  ]Marie 
(^Histoire  des  Sciences  mathéinaliciues  et pJiysicjues,  t.  III,  p.  91), 
qu'il  ait  écrit  un  commentaire  sur  Viète.  Malheureusement  pour 
lui,  l'emploi  des  logarithmes  allait  bientôt  rendre  inutile  la  plupart 
de  ses  artifices  les  plus  ingénieux,  de  même  que  toutes  les  Tables 
qu'il  avait  construites. 

Magini  ne  s'est  pas  seulement  occupé  de  Trigonométrie  sphé- 
rique,  mais,  sous  les  titres  De  planis  triangulis  ei  De  dimeliencli 
ratione,  il  a  écrit  un  Traité  de  Trigonométrie  rectiligne  appliquée 
le  plus  complet  et  le  plus  scientifique  qui  ait  existé  de  son  temps, 
avec  des  Tables  très  étendues  de  carrés,  de  sinus,  tangentes  et 
sécantes. 

Il  a  inventé  pour  les  opérations  sur  le  terrain  un  quadrant  assez 
ingénieux,  qu'il  a  appelé  planisphère  universel,  et  qu'il  se  pro- 
posait de  décrire,  en  même  temps  qu'un  autre,  le  quadrant  direc- 
teur universel,  et  en  général  tous  les  autres  instruments  mathéma- 
tiques, dans  un  Ouvrage  en  douze  Livres  accompagné  de  planches. 
Il  paraît  avoir  exécuté  ce  projet  et  son  manuscrit  aurait  même 
échappé  aux  revendications  du  Saint-Office;  mais  il  est  aujour- 
d'hui perdu  et  rien  n'a  été  publié.  Il  n'y  a  cependant  pas  d'Ou- 
vrage de  Magini  qui  vaudrait  celui-là,  à  nos  yeux. 

Ce  qui  a  manqué  surtout  à  notre  astronome,  c'est,  comme  le 
dit  très  bien  M.  Favaro,  l'intuition  des  temps  nouveaux.  C'était 
l'époque  où  les  découvertes  de  Neper,  de  Galilée,  de  Kepler  pré- 
paraient une  évolution  décisive;  IMagini  ne  l'a  pas  soupçonnée  ou 
s'est  montré  hostile;  même  pour  Copernic,  s'il  a  adopté  ses  hypo- 
thèses, c'est  uniquement  parce  que  les  Tables  de  Rheinhold 
[Prutenicce)  étaient  pbis  exactes  que  toutes  les  autres  antérieures  ; 
mais  il  a  rojcli'  le  svstème  pour  s'en  forger  un  particulier.  D'autre 
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j)art,  rcludc  du  ciel  n'a  pas  pour  l)ut,  à  ses  yeux,  de  découvrir  les 
lois  de  la  nature  :  c'est  l'astrologie  judiciaire  qui  est  sa  pensée  de 
derrière  la  tête;  c'est  à  en  faciliter  les  pratiques  qu'il  s'applique 
surtout;  c'est  pour  cet  usage  qu'il  cherche  à  calculer  des  éphémé- 
rides  aussi  exactes  que  possibles.  Ajoutons,  pour  être  juste,  que 
c'était  alors  l'Astrologie  qui  faisait  vivre  les  savants  et  leurs  édi- 
teurs, r*-  T. 


MÉLANGES. 

THÉORÈME  SUR  UNE  ÉQUATION  LINÉAIRE  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  i\r.    Ernest  MALO, 

Capitaine  du  Génie. 

L'inlégrale 

/"[(a-  —  rt)(37  —  i)«"-f-  (a'-H  ji'-i-  107  —  y')"'~*~  ^'?'"]j  <i^i 

où  u  est  une  fonction  quelconque,  jk  la  fonction  définie  par  l'équa- 
tion 

{T  —  a){x  —  b)y"-\-  [(a+  ,3  +  i).r  —  7].»-'+  aj^j  =  o, 

et  où  l'on  a  posé 

a' =  1  —  a,  ?'=• — ?>  -{  =  'i.{a -\- h)  —  -,'■ 

est  toujours  exprimable  en  ternies  finis,  sa  valeur  étant 

{x  —  a){x  —  h)rii!  —  \{x  —  a){x  —  h)y'  -\-{'x  -\-  ^  —  i  X  —  '(  -\-  a  +  l))r\ii. 

Ainsi,  pour 

a  =  —  n,  [5  =  «  +  r ,         7  =  0,         (i  —  —  ^  =  i  ; 

fx'  =  n-{-\,       fi  =  —  n,  y'=o        et         y  =  \„, 

1  \{x- —  ])«"-(-  -ixii'—  n{n  +  ])i(  \X,t  dx  —  {x''-  —  \){\,iU  —  X'„  ;/), 

d  où  Ton  peut  assez  facilemenl  conclure,  par  exemple, 

/'"'"    X;„  clx    _     /  1 . 3 ..'»...  9.  «  —  t  \  - 

Celle  propriété  a  son  analogue  dans  Ions  les  ordres   à   l'égard  des 


I 
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solutions  y  de  l'équation 

S*K^)Di.j  =0        (f  =  o,   I,  2,   ...,  n), 
^i{x)  étant  un  polynôme  enliei'en  x  du  degré  /. 


LA  TECHNOLOGIE  DES  ÉLÉMENTS  D'EUCLIDE; 
Par  m.  p.  TANN    RY. 

1.  Après  avoir  délîni  le  sens  des  termes  éléments  et  élémen- 
taire, Proclus  intercale  dans  son  Prologue  im  éloge  de  l'œuvre 
d'Euclide.  Ce  morceau  me  paraît  également  empruntée  Geminus  ; 
je  remarque  notamment  que  l'on  y  parle  de  divers  Traités  élé- 
mentaires faisant  concurrence  à  celui  d'Euclide,  tandis  qu'au  temps 
de  Proclus,  tous  ces  Traités,  dont  nous  n'avons  aucune  trace, 
avaient,  sans  aucun  doute,  déjà  disparu.  Au  reste,  voici  la  traduc- 
tion de  ce  fragment. 

Proclus  (p.  73,1.5-75,3). 

«  Il  est  difficile,  dans  chaque  Science,  de  choisir  et  de  disposer 
dans  l'ordre  convenahle  les  éléments,  d'où  procède  et  où  se  ramène 
tout  le  reste.  De  ceux  qui  s'y  sont  essayés,  les  uns  ont  grossi  leur 
Recueil,  les  autres  l'ont  diminué;  les  uns  ont  employé  des  démon- 
strations abrégées,  les  autres  ont  indéfiniment  allongé  leur  expo- 
sition 5  les  uns  ont  évité  la  réduction  à  l'impossible,  ceux-ci  les  pro- 
portions (  *  ),  ceux-là  ont  imaginé  des  développements  préliminaires 
contre  ceux  qui  rejettent  les  principes;  en  un  mot,  les  divers  auteurs 
d' Eléments  ont  inventé  nombre  de  systèmes  différents. 

»  Dans  un  pareil  Traité,  il  faut  éviter  tout  superllu,  —  c'est  un 
embarras  pour  l'étudiant;  —  réunir  tout  ce  cjui  se  tient  ensemble 
et  embrasse  le  sujet,  chose  essentielle  pour  la  Science;  —  viser 
principalement  et  en  même  temps  à  la  clarté  et  à  la  concision, 
car  leurs  contraires  troublent  l'intelligence;  —  chercher  à  donner 
aux  théorèmes  la  forme  la  plus  générale,  —  carie  détail  de  l'ensei- 


(')  Le  sens  est  douteux;  j'ai  admis  qu'àva),oyîa  était  employé  avec  sa  significa- 
tion technique. 

/Jiifl.  des  Sciences  mathcni.,  ■>.'  série,  t.  XI.  (Janvier  1SS7.)  y 
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gnemcnt  en  cas  parlicullcrs   ne  fait  que  rendre  la   connaissance 
plus  difficile  à  acquérir, 

»  A  tous  ces  points  de  vue,  on  trouvera  que  le  Traité  élémentaire 
d'Euclide  l'emporte  sur  tout  autre;  si  l'on  en  considère  l'utilité,  il 
aboutit  à  la  théorie  des  figures  primordiales  (*);  la  clarté  et  l'en- 
chaînement régulier  sont  assurés  par  la  marche  du  plus  simple  au 
plus  composé  et  par  le  fondement  de  la  théorie  sur  les  notions 
communes  (-),  la  généralité  des  démonstrations  par  le  choiv  du 
point  de  départ  pour  les  questions  à  traiter,  dans  les  théorèmes 
qui  donnent  les  premiers  principes.  Quant  à  ce  qu'il  semble  avoir 
omis,  ou  bien  il  s'agit  de  choses  faciles  à  connaître  par  les  mômes 
movens,  comme  la  construction  du  triangle  scalène  ou  Isoscèle  (•'), 
ou  bien  de  choses  étrangères  à  un  recueil  d'Eléments,  parce 
qu'elles  y  introduiraient  une  complication  infinie;  telles  sont  les 
irrationnelles  non  classées  qu'Apollonius  a  longuement  étu- 
diées ('').  Ou  bien  encore  il  s'agit  de  conséquences  des  causes  ex- 
posées; ainsi  les  diverses  espèces  des  angles  ("')  et  des  lignes;  pour 
toutes  ces  questions  qu'Euclide  a  laissées  de  côté  et  que  d'autres 
ont  traitées  avec  ampleur,  la  connaissance  dérive  des  simples  élé- 
ments.   » 

2.  Après  ce  morceau,  Proclus  consacre  la  fin  de  son  Prologue  (^) 
à  exposer  comment  la  Géométrie  a  d'abord  à  exposer  des  principes, 
sans  avoir  à  en  rendre  raison,  pas  plus  que  toute  autre  Science 


(')  àpx'^wv  <jyri\i.i~(o^ ;  Proclus  entend  par  là  très  proljabiemcnt  les  figures  des 
polyèdres  réguliers,  attribuées  par  Platon  aux  particules  des  éléments  ou  prin- 
cipes reconnus  par  les  anciens. 

(')  Pour  axiomes,  qui  est  le  terme  préféré  par  Proclus. 

(')  Allusion  au  Commentaire  sur  la  construction  du  triangle  équilatéral,  I,  i 
d'Euclide. 

(*)  Sur  cette  suite  au  \°  Livre  d'Euclide,  il  reste  quelques  indications  dans  un 
manuscrit  arabe  analysé  par  Woepckc  {Mémoires  présentés  à  l'Académie  des 
Sciences,  XIV,  p.  ()58-'-ao).  Ce  manuscrit  contient  la  traduction  de  Commentaires 
écrits  sur  le  Livre  X  par  Veltius  Valens,  suivant  la  conjecture  de  Woepcke;  par 
Pappus,  suivant  celle,  plus  probable,  de  Ileiberg. 

(')  Les  anciens  considéraient  les  angles  formés  par  des  lignes  courbes;  en  réa- 
lité, c'est  donc  au  fond  de  la  théorie  des  tangentes  qu'il  s'agit  ici,  en  même  temps 
que  de  celle  des  courbes. 

(°)  Je  fais  abstraction  des  dernières  pages,  où  il  délinil  le  but  du  Livre  I  et  en 
indi(jue  les  grandes  divisions. 
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parlicullèrc,  puis  à  développer  les  conséquences  nvec  les  démon- 
strations convenables. 

Tl  distingue  les  principes  en  trois  sortes  d'après  la  nomenclature 
et  les  définitions  d'Aristote  [Analj't.  posl  ,  \,  5o),  et  sur  ce  point 
s'écarte  évidemment  de  Geminus. 

11  a  d'ailleurs  soin  de  marquer  que  les  stoïciens  appellent  en 
général  hypolJièses  les  principes  de  la  Science,  et  qu'ils  donnent 
simplement  au  mot  axiome  le  sens  général  d'affirmation. 

Mais  en  reprenant  la  tradition  d'Aristote,  Proclus  ne  la  comprend 
plus  guère.  Ainsi,  pour  retrouver  dans  Euclide  les  distinctions 
du  Stagirite  en  hypolJièses,  axiomes  et  postulats,  il  commence 
par  confondre  les  définitions  avec  les  hjpolhèses,  quoique  Aristote 
ait  bien  soin  de  faire  une  différence  (').  En  adoptant  la  distinction 
péripatéticienne  entre  l'axiome  et  le  postulat  suivant  le  degré  d'évi- 
dence, Proclus  ne  s'écarle  pas  moins  de  la  terminologie  d'Euclide. 
On  voit  assez  combien  son  guide  ordinaire  lui  fait  défaut. 

Heureusement,  il  le  retrouve  en  ari'ivant  à  la  distinction  de  la 
double  forme  des  propositions  en  théorèmes  et  en  problèmes.  J'ai 
déjà  rapporté  la  discussion  entre  Speusippe  et  Ménechme  qui  ne 
reconnaissaient  :  le  premier  que  des  théorèmes,  le  second  que  des 
problèmes. 

11  convient  de  remarquer  qu'une  des  raisons  de  cette  discussion 
était  que  les  géomètres  n'avaient  plus  (-)  de  terme  général  pour 
désigner  la  proposition,  soit  théorème,  soit  problème.  Le  mot 
xpÔTaijiç,  auquel  correspond  celui  de  proposition,  signifiait  exclu- 
sivement l'énoncé,  et  c'est  par  abus  qu'il  s'est  étendu  plus  loin.  Au 
reste,  dans  les  manuscrits  géométriques  grecs  les  plus  anciens,  les 
propositions  sont  simplement  numérotées,   et  les  inscriptions  de 


(')  Ce  que  dit  Aristote  de  l'iiypotlièse  doit  s'entendre  principalement  des  pos- 
tulats pi'opres  aux  applications  de  la  Géoméirie,  accessoirement  des  hypothèses 
faites  pour  les  démonstrations  de  la  Géométrie  pure,  au  même  sens  où  nous  l'en- 
tendons actuellement.  Cette  double  signification  a  subsisté  pendant  toute  l'anti- 
quité, comme  elle  subsiste  encore  actuellement. 

(")  Les  pythagoriciens  avaient  employé  le  mot  tx?i!J.«,  dont  le  sens  s'était  des 
lors  restreint  à  celui  de  figure.  C'est  notamment  ce  mot  qui  se  trouve  dans  le 
dicton  de  l'école,  rapporté  par  Proclus  (84,  17-17)  :  o-/'='[J'-*  '""î  pà|j.a,  à),X'  oyaxSfj.a 
xal  TptoiêoXov,  et  qui  signifierait,  d'après  lui  :  «  Un  théorème  et  un  pas  en  avant 
(un  progrès  dans  la  Science),  non  pas  un  théorème  et  le  triobole  (l'argent  né- 
cessaire à  la  vie  journalière).  » 
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r^zi--j.z'.z  1  OEcoor,;;.x  ou  z,;c6"Ar//x,  quand  elles  existent,  sont  récentes 
et  n'appartiennent  certainement  pas  au  texte  primitif  ('). 

Comme  Euclide  n'a  d'ailleurs  pas  l'habitude  de  renvoyer  à  une 
proposition  précédente,  comme,  au  contraire,  pour  s'appuyer  sur  ce 
qui  est  déjà  connu,  il  en  répète  l'énoncé,  on  dirait  qu'il  ignore  les 
mots  de  O£o')pr,;j.a  et  de  zpsêXvjy.a,  ou  qu'il  n'a  pas  voulu  trancher 
une  dispute  de  mots  qui  peut-être  durait  encore.  Mais,  comme 
l'indique  Proclus,  il  marquait  expressément  la  différence  des  deux 
sortes  de  propositions  par  la  différence  des  formules  finales,  zr.t^ 
£0£'.  oîT;a'.  (ce  qu'il  fallait  démontrer),  ou  'drsp  ïzv.  -s'.vj-a'.  (ce  qu'il 
fallait  faire). 

3.  Geminus  (Proclus,  p.  79,  2-81,  4)  reconnaît  d'ailleurs  le 
théorème  comme  plus  général,  en  ce  sens  que  la  démonstration  lui 
appartient  en  propre,  et  comme  pouvant  être  indépendant  de  tout 
problème. 

On  distinguait  le  théorème  elle  problème  en  disant  que,  dans  le 
second,  l'attribut  (to  y.a-r,Y2p2'Ji.»ivov)  donné  à  la  matière  n'était  pas 
seul  possible,  mais  encore  son  contraire:  que,  dans  le  premier,  il 
se  trouvait  seul  possible;  c'était  la  manière  de  reconnaître  un 
théorème  déguisé  sous  forme  de  problème,  ou  un  problème  énoncé 
comme  théorème. 

Ainsi,  proposer  d'inscrire  dans  un  demi-cercle  un  angle  droit 
n'est  pas  parler  en  géomètre,  puisque  tous  les  angles  inscrits  dans 
un  demi-cercle  sont  droits  ;  au  contraire,  inscrire  dans  un  cercle  un 
triangle  équilatéral  est  bien  un  problème,  puiscpi'on  y  peut  inscrire 
un  triangle  qui  ne  soit  pas  équilatéral,  etc. 

D'après  Zénodotc,  qui  appartenait  à  la  succession  d'OEnopide 
et  aux  disciples  d'Andron,  le  théorème  cherche  quelle  est  la  pro- 
priété (sj;j-TO);j.a)  qui  s'énonce  de  la  matière  en  question,  le  pro- 
blème cherche  à  quelle  chose  appartient  telle  propi'iété. 

D'où,  d'après  Posidonius,  on  a  défini  le  problème  une  propo- 


(')  Celles  d'cipoi  (définitions),  al-r^i^tn-tf.  (postulats),  yoival  ëvvoiai  (notions 
comnnunes,  axiomes)  peuvent  également  laisser  prise  à  quelques  doutes.  Mais 
Kuclide  n'aurait  certainement  renié  aucune  des  deux  premières:  la  troisième,  au 
contraire  (voir  Bulletin  des  Sciences  matlivinalicjues,  t.  VIII,  mai  iSS'j),  est 
une  formule  de  répo(|uc  où  dominent  les  stoïciens. 
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silioii  ('  )  où  l'on  cherche  oui  ou  non,  le  théorème  une  proposition 
où  l'on  cherche  ce  qu'est  ou  comment  est  ceci;  la  proposition  théo- 
rétique  n'en  doit  pas  moins  se  formuler  en  affirmation,  la  problé- 
matique comme  en  cherchant;  ex  :  S'il  est  possible  de  consulaire 
un  triangle  sur  telle  droite;  car  il  y  a  différence  entre  chercher 
simplement  et  sans  détermination  s'il  y  a  une  perpendiculaire  à 
partir  de  tel  point  sur  telle  droite,  ou  contempler  ce  qu'est  la  per- 
pendiculaire. 

L'origine  que  j'attribue  à  ce  passage  de  Proclus  n'est  pas  seule- 
ment indiquée  par  les  citations  qu'il  renferme  :  elle  est  confirmée 
parle  rapprochement  avec  le  fragment  de  Carpos  inséré  dans  le 
Commentaire  suri,  4,  fragment  où  l'opinion  de  Geminus  était  con- 
U^edite. 

Fragment  de  Carpos  d'Antioche 
{Proclus,  p.  241,19-243,11). 

«  Carpos  le  mécanicien,  dans  son  Traité  astrologique,  a  soulevé 
la  question  des  problèmes  et  théorèmes;  je  n'examinerai  pas  main- 
tenant s'il  le  faisait  ou  non  à  propos  :  en  tout  cas,  abordant  leur 
distinction,  il  dit  que  le  genre  des  problèmes  précède  dans  l'ordre 
celui  des  théorèmes,  car  c'est  par  les  premiers  que  l'on  trouve 
les  sujets  auxquels  se  rapportent  les  propriétés  à  étudier.  L'énoncé 
du  problème  est  simple  et  n'a  pas  besoin  d'une  intelligence 
exercée;  il  y  est  clairement  demandé  de  faire  telle  ou  telle  chose  : 
construire  un  triangle  équilatéral  {Eucl.,  I,  i)  ou  bien,  étant 
données  deux  droites,  retrancher  de  la  plus  grande  une  égale  à  la 
moindre  (I,  3);  là,  rien  d'obscur,  aucun  besoin  d'une  attention  mi- 
nutieuse. L'énoncé  du  théorème  est  au  contraire  pénible,  il  réclame 
une  grande  exactitude  et  une  critique  savante,  pour  n'être  ni  trop 
étendu,  ni  insuffisant  par  rapport  à  la  vérité,  et  on  peut  le  voir 
même  sur  ce  premier  de  tous  les  théorèmes  (-). 

»  D'autre  part,  pour  les  problèmes,  il  y  a  un  procédé  général, 
celui  de  l'analyse,  grâce  auquel  on  peut  obtenir  la  solution  et 
aborder  les  questions  les  plus  obscures-,  pour  les  théorèmes,  au 
contraire,  il  est  difficile  de  reconnaître  la  façon  de  s'y  prendre,  et 


(')  Le  terme  de  TipôiaT'.:  reçoit  déjà  son  cxlciision  abusive.  Le  texte  intcrverlil 
les  deux  définilioiis;  il  l'uiiL  su|)pfimcr  TrpôÔ/.riixa  introduit  à  tort,  p.  80,  \.  22. 

(")  Eucl.,  I,  4  :  l'^salité  de  deux  triangles  avant  un  angle  égal  compris  entre 
doux  r()tés   éa;iu\. 
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jusqu'à  nous,  dit-il,  personne  n'a  pu  donner  une  méthode  générale 
pour  leur  invention  ;  ainsi,  comme  facilité,  le  genre  des  problèmes 
est  plus  simple.  Après  ces  distinctions,  il  ajoute  : 

»  C'est  la  raison  pour  laquelle,  dans  les  Eléments,  les  problèmes 
précèdent  les  théorèmes  ;  c'est  par  eux  que  débutent  les  Eléments, 
et  le  premier  théorème  n'est  placé  qu'au  quatrième  rang;  ce  n'est 
pas  parce  que  les  problèmes  servent  à  la  démonstration  du  suivant, 
mais  parce  que,  même  quand  il  n'y  a  besoin  d'aucune  proposition 
précédente,  le  théorème  doit  céder  le  pas  aux  problèmes,  parce 
qu'ils  sont  problèmes.  En  fait,  pour  ce  premier  théorème,  il  se  sert 
exclusivement  des  notions  communes,  et  prend  en  quelque  sorte 
le  même  triangle  dans  différentes  situations;  la  coïncidence  et  l'é- 
galité complète  qu'elle  sert  à  démontrer  dépendent  donc  d'une 
conception  sensible  et  immédiatement  claire.  Cependant  le  premier 
théorème,  même  avec  une  pareille  démonstration,  est  justement 
relégué  après  les  problèmes.  Ainsi  on  peut  dire  qu'en  général 
ceux-ci  ont  le  premier  rang.  » 

En  essayant  de  réfuter  l'opinion  de  Carpos  et  de  montrer  qu'il 
n'a  pas  compris  la  véritable  raison  de  l'ordre  d'Euclide,  Proclus 
ajoute  :  «  Il  est  donc  Irivole  d'attaquer  Geminus  comme  ayant  dit 
que  le  théorème  est  plus  parfait  que  le  problème;  car  si  c'est 
d'après  l'ordre  que  Carpos  donne  la  prééminence  aux  problèmes, 
c'est  d'après  le  degré  de  perfection  que  Geminus  l'accorde  aux 
théorèmes  (  '  ).  » 

4.  Il  me  semble  enfin  que  c'est  également  à  Geminus  que  Proclus 
a  emprunté  la  technologie  des  diverses  parties  de  la  proposition, 
technologie  qu'il  a  insérée  dans  le  Commentaire  sur  I,  i .  A  la  vérité, 
il  devait  sans  doute  la  trouver,  par  exemple  dans  le  Commentaire 
de  Porphyrc-Pappus,  mais  Geminus  ne  l'avait  certainement  pas 
omise,  et  d'ailleurs,  dans  Proclus,  elle  suit  une  allusion  à  la  dis- 
tinction   des   tiois    lignes    lioméomères    (-)    (p.    201,^1-202,1), 


(")  Il  est  difficile  de  reconnuilrc  si  ce  passage  est  siif(isanl  pour  considérer 
Carpos  comme  postérieur  à  Geminus,  et  comme  l'ajant  pris  à  partie;  peut-être 
Proclus  visait-il  un  Commentaire  comme  celui  de  Pappus,  où  l'opinion  de  Carpos 
aurait  été  rapportée  et  opposée  à  celle  de  Geminus.  Mais  celle  conjecture  me 
parait  moins  probable. 

(')  La  droite,  la  circonférence  et  riiélicc.   loir  p.  112. 
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ihéoric  favorile  du  stoïcien,  et  une  citation  expresse  de  ce 
dernier  ('). 

En  tout  cas,  cette  technologie  doit  remonter  au  temps  d'Euclide 
lui-même  ;  car  il  en  suit  les  divisions  avec  une  telle  régularité  qu'on 
doit  supposer  que  c'était  dès  lors  une  tradition  consacrée  par  un 
long  usage  ;  les  termes  employés  plus  tard  pour  désigner  les  diverses 
parties  de  la  proposition  devaient  donc  être  déjà  adoptés. 

La  connaissance  de  cette  technologie  est  indispensable  pour 
l'étude  de  la  Géométrie  grecque,  car  c'est  d'après  la  fidélité  avec 
laquelle  les  règles  en  sont  observées  que  l'on  distingue  immédiate- 
ment ce  qui  est  classique  et  ce  qui  ne  l'est  pas. 

Les  anciens  distinguaient  dans  un  problème  ou  théorème  en 
général  six  parties  :  la  protase,  l'ecthèse,  la  condition  (G'.op'.7[xi;), 
la  construction,  la  démonstration  et  la  conclusion.  De  ces  six 
parties,  la  première  et  les  deux  dernières  sont  seules  essentielles, 
les  trois  autres  peuvent  manquer  accidentellement. 

ha.  protase  est  l'énoncé;  ex.,  L  i  .'  Suf  une  droite  limitée 
donnée  construire  un  triangle  équilatéral.  Cet  énoncé  est  tou- 
jours conçu  en  termes  généraux  et  sans  aucune  référence  à  une 
figure  déjà  tracée. 

Mais  toujours  les  théorèmes,  et  aussi  le  plus  souvent  les  pro- 
blèmes, ont  un  énoncé  qui  contient  des  données;  les  géomètres 
répétaient  donc  l'énoncé  en  déterminant  d'abord  les  données  sur 
la  figure  et  en  marquant  ensuite  ce  qu'il  fallait  démontrer  ou 
trouver.  Ex.,  I,  i  :  Soit  h)à  la  droite  donnée  limitée.  — Il  faut, 
sur  cette  droite  AB,  construire  un  triangle  équilatéral. 

Cette  répétition  de  l'énoncé  n'est  omise  que  quand  il  n'y  a  pas 
de  données  à  déterminer,  par  exemple  pour  les  problèmes  :  Con- 
struire un  trian.iile  isoscèle  dont  les  anales  à  la  base  soient 
doubles  de  l'angle  au  sommet  (YV,  lo).  —  Trouver  deux  droites 
commensurab les  en  puissance  seulement  et  dont  le  rectangle 
soit  un  moyen  [=rrunc  racine  quatrième]  (X,  29).  Dans  ce  cas- 
là,  il  n'y  a,  en  effet,  qu'à  passer  à  la  construction. 

Or,  Proclus  distingue  dans  cette  répétition  deux  parties  :  la 
première,  qui   expose  quelles   sont  les  données  et  qu'il  appelle 


(')  Voir  le  premier  fragment  d'Ainiihinome,  que  j'ai  déjà  rapporté. 
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ecthèse ;  la  seconde,  celle  qui  énonce  ce  qu'il  s'agit  de  démontrer 
ou  de  faire,  et  qu'il  appelle  o'.op'.7[xsç. 

La  distinction  de  ces  deux  parties  est  bien  marquée  dans 
l'exemple  donné;  Euclide  commence  d'ailleurs  régulièrement  ha 
seconde  par  ZtX  oy;  (il  faut,  à  savoir  .  .  .)  pour  les  problèmes;  par 
Aeyo)  oTi  (je  dis  que  .  .  .)  pour  les  théorèmes. 

Mais  Proclus,  ou  plutôt  son  guide,  paraît  ici  avoir  abusivement 
employé,  pour  désigner  la  conclusion  de  l'ecthèse,  un  terme  qui 
devait  s'appliquer  à  toute  autre  chose.  Au  moins,  dans  le  langage 
de  Pappus,  le  o'.zç.'.z\).iz  est  exclusivement  l'énoncé  de  la  condition 
nécessaire  pour  qu'un  problème  soit  possible.  Ce  c'.oo'.ff[xéç,  dont 
on  regardait  le  platonicien  Léon  comme  l'inventeur,  devait,  dans 
tous  les  cas  où  il  y  avait  lieu  de  le  considérer,  suivre  immédia- 
tement la  protase.  Ex.,  1,  22  :  (Protase)  Avec  trois  droites, 
respectivement  égales  à  trois  droites  données,  former  un 
triangle.  —  (Condition  ou  Z<.zp<.z\}.iç)  Il  faut  que  la  somme  de 
deux  quelconques  de  ces  droites  données  soit  supérieure  à  la 
troisième.  Naturellement,  dans  Vecthèse  (|ui  suit,  on  marque  que 
la  condition  est  satisfaite  par  les  données  ('). 

Après  la  répétition  de  l'énoncé,  vient  régulièrement  la  construc- 
tion ('Ax-xTAzùr,)  qui  achève  l'explication  de  la  figure,  commencée 
dans  Vecthèse,  et  indique  le  tracé  des  diverses  lignes  nécessaires 
pour  la  solution  du  problème  ou  la  démonstration  du  théorème. 
Cette  partie  peut  manquer,  lorsque  la  figure  est  déjà  complètement 
décrite  dans  Vecthèse. 

La  construction  peut  offrir  différents  cas,  lorsque  les  détermina- 
tions des  données  par  l'ecthèse  sont  susceptibles  de  certaines  va- 
riations. Tantôt  les  géomètres  anciens  traitaient  explicitement  ces 
cas,  lorsqu'ils  donnent  lieu  à  des  démonstrations  différentes; 
tantôt  ils  se  contentaient  de  tracer  les  différentes  figures  auxquelles 
s'appliquaient  la  même  construction  et  la  même  démonstration. 

Sur  la  démonstration  proprement  dite,  Proclus  fait  une  dis- 
tinction entre  le  cas  où  elle  est  faite  d'après  la  cause  même  (nous 
disons  quand  nous  apercevons  la  véritable  raison  de  la  chose)  et  le 
cas  où  elle  s'appuie  sur  ce  qu'il  appelle  t £•/,;;./; p'. a,  c'est-à-dire  des 


(')  L'énoncé  du  5'.opiiTjj.ô;  conunence  par  Ssï  or,  de  mumiip  (|uo  la  ronclusion  de 
rccLlicse  dans  les  problèmes;  celle  ressemblance  grammatiralc  a  pu  ('Ire  l'orifjine 
du, la  dénomination  al)usi\o  adopléc  par  Geminiis. 
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preuves  plus  ou  moins  indirecles  (').  Il  cile  comme  exemple  du 
second  la  démonstration  de  l'égalité  à  deux  droits  de  la  somme 
des  angles  d'un  triangle,  où  l'on  a  recours  à  la  considération  d'un 
angle  extérieur. 

La  conclusion  {a'j[n:ipxz[ix)  consistait,  après  l'achèvement  com- 
plet de  la  démonstration,  à  répéter  l'énoncé  en  y  ajoutant  donc 
(oipx).  Pour  les  théorèmes,  la  répétition  porte  sur  la  protase  qui 
reparaît  intégralement,  si  longue  qu'elle  soit,  après  quoi  vient  la 
formule  consaci^ée  :  ce  qu'il  fa/lait  démontrer.  Pour  les  pro- 
blèmes, c'est  Vecthèse  qui  est  retournée.  Ex.  :  pour  1,  i,  après  la 
fin  de  la  démonstration,  «  donc  les  trois  droites  CA.,  AB,  BG  sont 
égales  entre  elles  »,  vient  la  conclusion  : 

((  Donc  le  triangle  ABC  est  équilatéral  et  il  est  construit  sur  la 
droite  limitée  donnée  AB;  ce  qu'il  fallait  faire.  » 

A  tout  le  moins,  c'est  là  l'usage  d'Euclide;  Proclus  indique  que 
l'habitude  s'était  introduite  de  faire  en  outre  une  seconde  répé- 
tition sur  la  prolase. 

Il  est  à  peine  utile  de  remarquer  combien  ces  répétitions  suc- 
cessives de  la  conclusion,  de  l'ecthèse  et  de  la  protase  alourdis- 
sent la  forme  euclidienne.  La  dernière  est  particulièrement  fasti- 
dieuse, et  elle  a  déjà  disparu  dans  Archimède  et  Apollonius;  elle 
ne  se  trouve  même  pas  dans  les  textes  d'Antoljcus  et  d'Aristarque 
de  Samos,  qui,  à  la  vérité,  ont  pu  être  refondus  lors  de  la  rédac- 
tion de  la  collection  du  Petit  astronome.  Mais,  à  part  cette  sim- 
plification, la  forme  euclidienne  est  restée  absolument  classique 
pendant  toute  l'antiquité. 

5.  Proclus  définit  ensuite  divers  termes  techniques  dont  l'usage 
doit,  en  général,  être  considéré  comme  relativement  récent,  ou 
dont,  au  moins,  nous  ne  sommes  pas  suffisamment  autorisés  à 
regarder  les  définitions  comme  empruntées  à  Geminus. 

Il  y  a  déjà,  à  la  vérité,  des  lemmes  dans  les  derniers  Livres 
d'Euclide;  mais  Tinscription  du  mot  dans  les  manuscrits  ne  nous 
est  pas  une  garantie  suffisante  que  l'auteur  des  Eléments  les  ait 
distingués  comme  tels;  l'existence  des  lemmes  est  d'ailleurs,  par 


(')  Celte  distinction  correspond  à  une  formule  aristotélique,  mais  détournée  de 
son  vrai  sens,  car  elle  s'applique  proprement  à  la  rhétorique.  Rien  n'em pèche 
d'attribuer  à  Geminus  ce  que  dit  ici  Proclus;  cf.  p.  ^9,11  et  365, i. 
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elle-même,  une  infraction  à  la  règle  d'après  laquelle  toute  propo- 
sition invoquée  doit  avoir  été  préalablement  démontrée. 

Dans  le  cours  d'une  démonstration,  on  a  besoin  d'une  relation 
dont  la  vérité  n'apparaît  pas  comme  douteuse,  mais  dont  la  preuve 
romprait  le  fil  que  l'on  suit;  on  aurait  dû  l'établir  auparavant,  on 
la  rejette  plus  loin  «  ojç  £;y;ç  oEiyOr^scTa'.  »  (comme  il  sera  démontré 
ensuite).  Voilà,  dans  une  imperfection  de  la  méthode  suivie,  l'ori- 
gine du  lemme;  comme  forme,  et  en  raison  de  sa  destination 
|)arliculière,  il  apparaîtra  donc  le  plus  souvent  comme  un  théorème 
sans  prolase  et  sans  conclusion  (*). 

Plus  tard,  surtout  sous  la  période  gréco-romaine,  c'est-à-dire 
après  Geminus,  alors  que  l'essor  de  la  Géométrie  fut  arrêté  et 
que  l'on  se  mit,  au  lieu  de  pousser  en  avant,  à  étudier  et  à  éplu- 
cher les  écrits  des  grands  mathématiciens  de  l'âge  précédent,  on 
s'occupa  tout  d'abord  de  rechercher  les  propositions  invoquées 
expressément  ou  tacitement  admises  dans  les  démonstrations. 
Celte  recherche  était,  d'ailleurs,  d'aulantplus  utile  qu'ils  n'avaient 
pas  eu  l'habitude  des  renvois. 

Naturellement,  on  trouva  nombre  de  propositions  de  la  sorte 
qui  restaient  à  démontrer,  soit  que  les  auteurs  les  eussent  négligées 
comme  trop  faciles,  soit  qu'on  ne  retrouvât  pas  les  écrits  du  temps 
où  elles  avaient  été  démontrées.  On  se  mit  donc  à  compléter  les 
démonstrations  anciennes  et  ces  compléments,  qui  furent  appelés 
îcinnies  (-),  servirent  de  point  de  départ  aux  Commentaires 
postérieurs,  comme  ceux.  d'Eutocius.  On  sait  aussi  que  Pappus 
a  fait  un  Recueil  des  lemmes  composés  sur  les  traités  d'Ana- 
Ivse  et  que  ce  précieux  Recueil  (orme  le  A  II''  Livre  de  sa 
Collection  malhcmaliquc.  Enfin,  un  certain  nond)rt;  de  pareils 
lemmes,  la  plupart  inédits,  subsistent  encore  au  nulieu  des  scolies 
marginales  sur  les  traités  du  Pelit  Astronome,  ainsi  (|ue  Hultsch 
l'a  lait  remarquer  (•'). 

(•)  La  question  des  lemmes  dans  Euclidc  ne  pcul,  au  reste,  èlre  Irailce  à  fond 
avant  l'acliùvement  de  l'édition  critique  entreprise  par  Heilicrji. 

(")  Dans  le  fragment  relatif  à  Ménechmc  (p.  73/1)  Gerniiuis  parait  entendre 
/r|(j,|j.a  dans  le  sens  général  de  proposition  einpioyée  pour  une  dénionslralion,  pour 
un  synonyme  de  ),a[j.6avùjj,£vov,  tandis  qu'iei  Proclus  spécifie  que  ce  mot  ne  doit 
se  dire  que  tles  propositions  non  démontrées  d'avance. 

(')  Un  certain  nombre  des  lemmes  (|ui  liguient  dans  le  lexlc  actuel  d'Iùiclid(> 
ne  doit  pas  avoir  une  origine  plus  ancienne.  Ce  qu'ajoulc  Proclus  sur  celle  ques- 
tion des  lemmes  (p.  :Mi,i2-ai2,'i  )  semble  bien  montrer,  d'une  pari,  qu'ilnc  suit 
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Après  les  lemmes,  Proclus  cite  encore  le  c«5  (■k-w^'.ç),  le/;o- 
risine;  V objection  {ha-cxc.ç)  et  la  réduction  (à-xybrfit). 

La  subdivision  d'un  théorème  ou  problème  en  plusieurs  cas  est 
étrangère  à  la  forme  vraiment  classique;  les  anciens  géomètres 
préféraient  multiplier  les  énoncés  quand  il  le  fallait,  mais  il  leur 
arrivait  de  faire  des  omissions;  les  auteurs  de  lemmes  ont  donc  eu 
aussi  à  ajouter  des  cas  qui,  parfois,  sont  passés  dans  les  textes 
eux-mêmes. 

Uobjectio/i  est  une  forme  particulière  de  Icmme  et  correspond 
également  à  une  imperfection  de  la  démonstration.  En  général, 
Vobjection,  qui  donne  son  nom  à  la  réfutation  qui  en  est  faite, 
tend  à  faire  regarder  la  démonstration  comme  ne  s'appliquant  pas 
dans  tous  les  cas;  il  s'agit  de  prouver  contre  elle  que  tel  cas  sup- 
posé ne  peut  avoir  lieu,  ou  que  néanmoins  la  démonstration  reste 
valable. 

L'àTCaY^Y-rp  par  laquelle  on  ramène  une  question  à  une  autre 
qui  ne  sera  traitée  qu'ensuite,  est  plutôt  une  imperfection  de  la 
Science;  en  tout  cas,  quoique  bien  connue  avant  Euclide,  ainsi 
que  le  montre  l'histoire  du  problème  de  la  duplication  du  cube, 
elle  est  aussi  étrangère  à  la  Géométrie  classique  que  les  deux 
formes  précédentes. 

Il  en  est  autrement  du  porisme.  «  On  appelle  ainsi,  dit  Proclus 
(p.  212,  12-17),  certains  problèmes  tels  que  les  Porisnies  écrits 
par  Euclide.  On  emploie  également  ce  terme  dans  un  sens  parti- 
culier lorsque,  de  ce  qui  a  été  démontré,  résulte  un  théorème  qui 
n'a  pas  été  proposé  et  qui  apparaît  donc  comme  un  surcroît  de 
bénéfice  de  la  démonstration  scientifique.  » 

Au  sujet  du  premier  porisme  ('),  sur  I,  10,  Proclus  revient,  en 
d'autres  termes,  sur  la  môme  distinction  ;  la  seconde  signification, 
qui  correspond  à  celle  de  corollaire,  ne  souffre  aucune  difficulté, 
mais  l'emploi  du  mot  porisme  dans  ce  sens  par  Euclide  n'est  pas 
plus  assuré  que  celui  du  mot  lemnie. 

Il  y  a,  dans  le  texte  des  Eléments,  nombre  de  corollaires  accolés 

plus  Geminus,  de  l'autre,  que,  de  son  temps,  la  grande  afTaire  des  géomètres  était 
l'invenlion  (démonstration)  de  ces  propositions  auxiliaires.  On  l'avait  même  l'é- 
duite  en  méthode,  en  y  appliquant  l'analyse,  la  division  des  cas  et  la  réduction 
à  l'impossible.  Proclus  cite  en  revanche  un  de  ses  contemporains,  Kralislos, 
comme  n'employant  que  sa  perspicacité  naturelle. 

(')  Ce  porisme  paraît  d'ailleurs  ne  pas  appartenir  à  Euclide. 
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à  la  conclusion  de  diverses  propos!  lions  et  débutant  parla  formule  : 
ly /^.y  -cj-rsj  o7.V£odv  (il  est  clair  par  là);  mais  il  faut  ajouter  que 
l'authenticité  d'une  bonne  partie  de  ces  corollaires  est  au  moins 
douteuse,  et  que,  pour  la  plupart  des  autres,  loin  de  chercher  à  les 
distinguer  de  la  conclusion,  Euclide  les  intercale  avant  la  formule 
de  clôture  «  ce  qu'il  fallait  démontrer  (faire)  ».  En  somme,  chez 
lui,  le  porisme-corollaire  apparaît  plutôt  comme  une  modification 
de  la  conclusion  régulière  que  comme  une  proposition  détachée  (  '  ). 
Quant  au  porisme-proposition,  c'est  un  sujet  qui  appartient  à 
la  Géométrie  supérieure,  et  que  j'aurai  l'occasion  de  traiter  ulté- 
rieurement. Il  me  suffira  donc,  pour  le  moment,  de  rappeler  ce 
que  j'ai  dit,  à  propos  de  la  discussion  entre  Ménechme  et  Speu- 
sippe,  de  la  nouveauté  du  mot  au  temps  d'Euclide  et  de  mentionner 
la  signification  que  lui  donne  Proclus. 

11  s'agit  dans  le  porisme,  non  pas  de  démontrer,  comme  dans  le 
théorème-,  non  pas  de  construire,  comme  dans  le  problème,  mais 
de  trouver.  Proclus  donne  comme  exemple  :  «  Trouver  le  centre 
d'un  cercle  donné  »,  ou  «  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure 
de  deux  grandeurs  commensurables  données  ».  Logiquement,  dès 
lors,  le  porisme,  ainsi  que  l'a  remarqué  Heiberg,  devait  donc  étie 
un  problème  où  sjpsTv  figurait  dans  l'énoncé  et  dont  z~tp  èjtIv 
cjpevv  (ce  qu'il  fallait  trouver)  terminait  la  conclusion.  S'il  est  vrai 
de  dire  que  les  problèmes  de  ce  genre  se  transforment  plus  facile- 
ment en  théorèmes,  il  faut  néanmoins  avouer  que  la  dislinction 
est  passablement  subtile,  qu'elle  est  probablement  postérieui-e  à 
Euclide,  et  qu'elle  ne  détermine  nullement  la  nature  spéciale  des 
propositions  qu'il  avait  réunies  dans  ses  trois  Livres  de  Pa- 
ris mes  (-). 

Quoi  qu'il  en  soit,  ce  que  dit  Proclus  des  j)orismes  peut  bien, 
exceptionnellement,  remonter  à  Geminus,  car  il  avait  du  s'expli- 
quer sur  ce  terme;  et,  d'autre  part,  Pappus,  dans  son  Commen- 
taire, devait  sans  doute  s'ex[)rimer  comme  dans  sa  Collection  ma- 
illé nialiqiœ,  c'est-à-dire  en  des  termes  tout  différents. 


(')  Jamais,  en  tout  cas,  le  corollaire  classique  ne  doit  être  suivi  d'une  déoion- 
sUalion,  si  brève  qu'elle  soit. 

(")  Ce  serait  donc  une  explication  aprrs  coup  d'un  lilrc  peul-èlre  choisi  parce 
que  le  sens  en  était  plus  ou  moins  vague;  celui  iV Eléments  ne  l'est  guère  moins 

fil  l'ail 
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HALPHEN.  —  Tr/Vité  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  applications. 
Première  Partie.  Théorie  des  fondions  elliptiques  et  de  leurs  développe- 
ments en  séries,  i  vol.  in-S";  vin-492  p.  Paris,  Gauthier-Viilars,  188G. 

En  ouvrant  le  Volume  que  M.  Halphen  vient  de  faire  paraître, 
plus  d'un  lecteur  a  dû  s'écrier  :  Enfin!  voilà  un  Traité  des  fonc- 
tions elliptiques  qui  n'est  pas  une  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  imaginaire,  voilà  un  Livre  où  la  vieille  Analyse  reprend 
ses  droits,  et  que  Lagrange  aurait  lu  avec  plaisir. 

Tous  les  géomètres,  aujourd'hui,  reconnaissent  la  fécondité  des 
doctrines,  la  puissance  des  instruments  que  Cauchy  a  créés,  que 
ses  successeurs  ont  développés  et  perfectionnés;  mais,  si  j'ose  le 
dire,  ces  outils  sont  parfois  trop  puissants  et  les  transformations 
qu'ils  permettent  d'opérer,  trop  rapides;  on  ne  peut  nier  l'identité 
entre  les  conclusions  et  les  prémisses,  mais  on  n'en  a  pas  conscience. 
Or  c'est  la  conscience  de  se  mouvoir  dans  l'identique  qui  fait  la 
joie  de  l'algébriste  et  qui  lui  ôte  toute  inquiétude  dans  la  posses- 
sion d'une  doctrine. 

Il  faut  bien  reconnaître  aussi  que,  à  contempler  des  vérités  très 
générales,  l'esprit  ne  s'habitue  pas  aux  applications  particulières 
et  tend  à  s'énerver  dans  une  sorte  de  jouissance  et  d'engourdisse- 
ment métaphysiques. 

Sans  doute,  on  peut  échapper  à  ce  danger  (les  exemples  illustres 
ne  manquent  pas)  :  il  n'en  est  pas  moins  réel  et  ne  se  manifeste 
que  trop  chez  les  étudiants;  ceux-ci  éprouvent  quelque  ennui  à 
redescendre  des  hauteurs  où  on  les  a  fait  monter,  et  leurs  yeux  se 
troublent  à  regarder  de  près  les  richesses  du  domaine  qu'ils 
croyaient  posséder,  parce  qu'ils  pouvaient  en  embrasser  d'un  coup 
d'œil  l'immense  étendue  :  ces  richesses,  ils  ne  savent  point  en 
tirer  parti  ;  ils  sont  inhabiles  à  les  manier.  Qu'ils  prennent  M.  Hal- 
phen pour  guide,  et  ils  apprendront  à  travailler  véritablement  une 
terre  dont  la  fécondité  est  assurée  et  qui,  sans  doute,  nous  réserve 
encore  bien  des  récoltes  inattendues.  Son  Livre,  en  effet,  est  émi- 
nemment pratique  ;  l'étude  des  formules  est  poussée  jusqu'au  bout^ 
on  connaît  vraiment  l'outil  que  l'on  a  en  main  et  l'on  est  assuré  de 
Bull,  des  Sciences  matliém.,  2"  série,  t.  XI.  (Février  1887.)  ^ 
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l'usage  qu'on  peut  en  faire;  on  voit  comment,  dans  les  dilTérenls 
cas  possibles,  on  devra  réduire  les  formules  en  nombres,  comment 
on  obtiendra  telle  approximation  que  l'on  voudra,  comment,  étant 
donné  un  problème  dans  la  solution  duquel  apparaissent  les  fonc- 
tions elliptiques,  on  pourra  discuter  entièrement  cette  solution.  A 
ces  détails  souvent  minutieux,  mais  nécessaires,  la  théorie  ne  perd 
rien  ;  elle  reprend,  dans  les  derniers  Chapitres  du  Volume,  toute  son 
élévation;  après  avoir  fait  connaître  au  lecteur  ces  éléments  analy- 
tiques dont  quelques  propriétés  contiennent,  pour  ainsi  dire,  toute 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  M.  Halphen  montre  comment 
on  aurait  pu  partir  de  la  considération  de  ces  mêmes  éléments  et 
en  déduire,  en  quelque  sorte  tout  d'un  coup,  les  théorèmes  dé- 
montrés pas  à  pas  dans  les  Chapitres  précédents,  assurément,  il 
serait  très  légitime  d'adopter  un  tel  mode  d'exposition,  au  lieu  de 
l'indiquer;  quelques  lecteurs  regretteront  que  M.  Halphen  ne  l'ait 
pas  fait  et  l'accuseront  d'avoir  poussé  trop  loin  l'esprit  de  réac- 
tion ^  voici  comment,  dans  sa  Préface,  il  répond  d'avance  à  cette 
critique  attendue  :  «  Les  détails  qu'exige  l'unique  considération 
des  intégrales  réelles  sont,  de  toute  façon,  nécessaires;  si,  en  se 
servant  d'abord  des  intégrales  imaginaires,  on  les  évite  dans  la 
théorie  générale,  on  est  tenu  de  les  aborder  ensuite  pour  certaines 
aj)plications.  Sur  ce  point  donc,  je  demande  aux  inalhématicicns 
leur  indulgence  provisoire,  jusqu'à  la  publication  du  second  Vo- 
lume. Ils  pourront  alors  juger  si  le  mode  d'exposition,  adopté 
spécialement  pour  rendre  les  applications  faciles,  répond,  autant 
que  je  le  crois,  au  but  proposé.  » 

Je  viens  aux  matières  contenues  dans  le  Livre  cl  à  Tordre  suivi 
par  l'auteur. 

M.  Halphen  a  adopté,  sauf  des  changements  insignifiants,  les 
notations  de  M.  Weicrstrass.  Je  crois  bien  qu'on  doit  accorder 
qu'il  a  eu  raison,  et  que  ce  système  de  notations  introduit  une  plus 
grande  symétrie  dans  l'exposition  et  dans  les  formules. 

On  sait  que  l'illustre  géomètre  allemand  a  cru  devoir  consacrer 
une  j)artie  de  ses  forces  à  l'établissement  de  ce  système  :  il  a  été 
rendu  compte  dans  le  Bulletin  de  la  belle  et  utile  publication  que 
M.  Schwarz  a  entreprise.  Espérons  que  les  Fonnelii  und  Lclir- 
sâtze  zum  Gebrauch  der  elliptischen  Funclionen  et  le  Traite 
des  fonctions  elliptifjKcs  et  de  leurs  applictitions  fixeront  défi- 


I 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  3i 

nitivenient  ces  notations,  qu'aucun  progrès  ultérieur  n'amènera 
quelque  nouvelle  modification  et  ne  forcera  les  mathématiciens  à 
changer  encore  des  habitudes  parfois  péniblement  acquises. 

L'Ouvrage  contient  quatorze  Chapitres  :  je  vais  essayer  d'indi- 
quer rapidement  les  matières  qu'ils  contiennent. 

Chapitre  1.  —  M.  Halphen  a  pris  pour  point  de  départ  la  con- 
sidération de  la  courbe  obtenue  en  menant  par  un  point  fixe  C 
intérieur  à  un  cercle  fixe  des  cordes  variables  et  en  prenant,  sur 
chacune  d'elles,  à  partir  du  point  C,  des  longueurs  inversement 
proportionnelles  aux  racines  carrées  de  ces  cordes;  à  chaque  point 
du  cercle  correspond  une  corde  passant  par  ce  point  et,  sur  cette 
corde,  le  point  obtenu  par  la  construction  précédente,  situé  entre 
le  point  C  et  le  point  du  cercle;  à  un  arc  du  cercle  correspond 
l'aire  d'un  secteur  de  la  courbe  et  inversement;  si  l'on  prend  cette 
aire  pour  l'argument  ii,  l'arc  correspondant  du  cercle  est,  à  un 
facteur  constant  près,  l'amplitude  correspondante;  de  là  se  dé- 
duisent immédiatement  les  quantités  snw,  cnu^  ànu,  k,  K,  qui, 
toutes,  s'interprètent  géométriquement;  les  fonctions  snii,  cnw, 
dn  u  sont  définies  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  l'argument;  la 
période  réelle  4^.  est  mise  en  évidence.  A*-  est  positif  et  plus  petit 
que  un. 

De  cette  définition  résultent  géométriquement  les  propriétés 
relatives  aux  dérivées,  à  l'addition  de  R  à  l'argument  et  les  for- 
mules relatives  à  l'addition  des  arguments  pour  les  fonctions  sn, 
eu,  dn.  L'auteur  introduit  ensuite  la  fonction  pu  de  M.  Weier- 
strass  par  la  formule 


pu 


3X  ,       , 

A  sn2 


v/>: 


où  "k  est  une  constante  positive  ;  cette  fonction  vérifie  l'équation 
différentielle 

les  racines  du  polynôme  du  troisième  degré  qui  figure  dans  le 
second  membre  sont  réelles,  on  les  désignera  dans  ce  qui  suit  par 
C\,  (^ii  ^3)  en  supposant 

«I  >  ^2  >  es. 
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Inversement,  si  Ton  se  donne  les  quantités  g2-,  g3  satisfaisant  à 
la  condition  de  réalité  des  racines,  on  peut  déterminer  les  quantités 
k,  )^,  et  la  fonction  p  [ou  plus  explicitement  p{ii',  go,  gs)]  peut 
être  regardée  comme  définie  dans  ce  cas  ;  la  période  2  to  est  donnée 
par  la  formule  oj  :=:  1^v/>*m  les  propriétés  relatives  soit  à  l'addition 
de  0),  soit  à  l'addition  des  arguments,  se  déduisent  pour  la  fonc- 
tion p  des  formules  relatives  aux  fonctions  sn,  en,  dn.  Le  théo- 
rème d'addition  de  la  fonction  p  est  donné  sous  la  forme  suivante. 

La  relation 

a  -I-  «1  -H  «2  =  o 

est  traduite  par  ce  fait  que  «,,  «21  i^h  sont  solutions  de  l'équa- 
tion 

a  p  u  -^  h  =  p'  u,  : 

c'est  l'énoncé  même  qui  résulterait  du  théorème  d'Abel. 

Dès  ce  Chapitre,  l'auteur  insiste  avec  soin  sur  la  dégénérescence 
des  fonctions  elliptiques,  c'est-à-dire  sur  ce  qu'elles  deviennenl 
quand  on  suppose  que  k-  tend  vers  zéro  ou  vers  un,  ou  bien  que 
g'i  tend  vers  zéro. 

Chapitre  II.  —  Il  résulte  de  la  définition  de  la  fonction  p 
qu'elle  satisfait  à  V équation  d'homogénéité 

cette  équation  n'a  jusqu'à  présent  de  sens  que  si  \x.  est  positif, 
mais  elle  conduit  à  prendre  la  fonction 

—  ,P(«,  gï,  —  g:i) 

comme  étant  la  définition  de  la  fonction 

ou  la  définition  de  la  fonction  p  pour  les  valeurs  purement  imagi- 
naires de  l'argument;  par  le  changement  de  ^3  en  — g^  dans  les 
formules  précédemment  établies,  k"^  se  change  en  A'-  =  1  —  />-, 
\  reste  inaltéré;  en  désignant  par  K'  l'analogue  de  K,  on  introduit 
la  demi-période  10'  par  la  relation 
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cL  l'on  a 

P(w;  ^2,  ,^3)  =  et,        ,p(w';  ^,,  .^3)  =  63. 

Le  théorème  d'addition,  regardé  comme  vrai  quand  l'un  des  ar- 
guments est  réel  et  l'autre  purement  imaginaire,  permet  main- 
tenant de  définir  la  fonetion  p  pour  un  argument  quelconque,  eu 
supposant  toujours  positif  le  discriminant 

A  =  ^|  — 27^1; 

il  est  ensuite  facile  d'étendre  à  cette  fonction  les  formules  relatives 
à  l'homogénéité,  aux,  dérivées,  à  l'addition  des  arguments,  à  l'ad- 
dition des  demi-périodes  to,  w',  to  +  to';  enfin  la  notion  de  double 
périodicité  est  acquise.  On  prouve  par  une  analyse  directe  que  la 
fonction  p  passe  par  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires;  la 
définition  complétée  de  la  fonction  p  conduit  maintenant  à  la 
définition  des  fonctions  sn,  en,  dn  pour  les  valeurs  imaginaires  de 
l'argument,  à  la  considération  des  six  modules  conjugués  et  aux 
formules  qui  les  concernent.  Le  Chapitre  se  termine  par  une  étude 
détaillée  de  la  façon  dont  varient  g.i  et  ^3  quand  on  fait  varier  k-, 
et  de  la  façon  dont  varient  les  périodes  to  et  w'  avec  i?"o,  ^3,  étude 
que  complètent  les  expressions  asjmptotiques  des  périodes  quand 
le  discriminant  devient  nul. 

Chapitre  III.  —  Les  propriétés  élémentaires  de  la  fonction  p 
sont  maintenant  établies  dans  le  cas  où  le  discriminant  du  poly- 
nôme 

est  positif;  pour  épuiser  le  cas  où  les  invariants  ^o,  g^  sont  réels, 
il  reste  à  considérer  le  cas  où  les  racines  du  polynôme  f{y)  sont 
l'une  réelle,  les  deux  autres  imaginaires  conjuguées;  on  convient 
alors  de  désigner  par  Co  la  racine  réelle,  par  e,,  e-i  les  racines 
imaginaires,  et  l'on  suppose  que,  dans  C),  le  coefficient  de  la  partie 
imaginaire  est  positif;  si  l'on  pose 

,,  -  r  '^y 

Je,  ^f(y) 

la  fonetion  pu  est  alors  définie,  pour  toutes  les  valeurs  de  u  coni- 
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prises  dans  l'inlervalle  (o,  to^)  par  la  formule 

puis,  pour  loulcs  les  valeurs  réelles  de  «,  par  l'cqualion 

J3  (  2  /?l  OJ2  =t  «<  )  =  J3  U , 

où  m  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  posiliC  ou  négatif. 
L'équation  d'homogénéité  subsiste  encore,  en  sorte  que,  si  Ton 
pose 

fxiy)  =  ^y  —  giy-^  gz^ 


on  est  amené  à  définir  la  fonction  _p,  pour  les  valeurs  purement 
imaginaires  de  la  variable,  par  la  relation 

Le  théorème  d'addition  subsistant  pour  la  fonction  p  (à  discrimi- 
nant négatif),  dans  le  cas  des  variables  réelles,  permet,  au  moyen 
de  la  même  convention  que  dans  le  Chapitre  précédent,  de  définir 
la  fonction  p  pour  une  valeur  imaginaire  quelconque  de  l'argu- 
ment; toutes  les  questions  traitées  dans  le  Chapitre  II  sont  alors 
reprises  à  nouveau;  il  suffira  de  signaler  la  difl'ércncc  essenliclle 
entre  les  deux  cas  :  les  quantités  qui  jouent  le  même  rôle  dans  le 

cas  que  les  quantités  co,  (o  ,  10  =  dans  le  premier, 

sont 

(02  —  w',,                                           COo  -+-  10', 
(Ol   =   -"  ,        0^2,       C03   ^^     -^ , 


en  sorte  que,  dans  le  cas  du  discriminant  négatif,  les  infinis  de  la 
fonction  p  sont  donnés  par  la  formule 


?/  =  2/;?,  (Oi  -i-  2/» 2^2 


où  nif,  //!.,  sont  des  nombres  entiers,  comme  dans  le  cas  du  déter- 
minant positif,  par  la  formule 


u  =  2  m  (0  -r-  2  m  M  : 
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on  a,  dans  l'un  des  cas, 

et,  dans  l'autre, 

en  sorte  que,  pour  une  demi-période  quelconque  oj,,  Wo,  cog,  ou  to, 
to',  co",  la  dérivée  p'w  de  la  fonction  pu  est  nulle. 

Chapitre  IV.  —  Ce  Cha|)itre  traite  de  propriétés  où  il  n'y  a 
pas  lieu,  en  général,  de  s'occuper  du  signe  du  discriminant;  w, 
to',  to"  y  désignent  en  général  trois  demi-périodes  quelconques. 
On  s'y  occupe  d'abord  de  la  multiplication  de  l'argument  pour  un 
nombre  entier  ji;  après  avoir  établi  l'existence  d'une  fonction 
àn{u)  qui  s'annule  quand  on  prend  pour  u  la  /i»'-'"^  partie  d'une 
période  et  qui  est  un  polynôme  entier  en  pu  si  n  est  impair,  un 
tel  polynôme  multiplié  par  p' u  si  n  est  pair,  l'auteur  établit  la 
formule 


p(nu)  —  pu 


Hil^) 


et  donne  divers  procédés  pour  le  calcul  des  fonctions  <];,;. 

La  partie  la  plus  intéressante  de  ce  Chapitre  concerne  le  pro- 
blème de  l'inversion.  M.  Halphen  a  exposé  d'une  façon  magistrale 
la  belle  métliode  dont  on  doit  le  principe  à  M.  Bruns  et  qui  permet 
de  ne  pas  résoudre  le  polynôme  du  quatrième  degré  dont  on  veut 
exprimer  la  racine  carrée  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  :  cette 
méthode  repose  sur  ce  fait  que  l'on  vérifie  l'équation 

en  posant 

Y  =  pa  —p{u-i-ç), 

I    p'  u  —  n'(> 

y  =  -  •'- ^ 

•2    pu  —  pç 

M.  Halphen  montre  comment  cette  méthode  permet  d'obtenir 
l'expression  des  quatre  racines  d'un  polynôme  quelconque  du 
quatrième  degré,  comment  se  manifeste  la  réalité  ou  la  non-réa- 
lité de  ces  racines,  comment  enfin  on  peut,  sur  les  expressions 
des  racines,  reconnaître  leur  ordre  de  grandeur. 
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Chapilie  y .  —  Ce  Chapitre  est  consacré  à  la  fonction  que 
M.  Halphen  désigne  par  Ç»,  sans  doulc  en  raison  de  la  liaison 
étroite  (|u'clle  présente  avec  la  fonction  Zi(«)  deJacobi;  elle  est 
d'abord  définie  comme  ayant  pour  dérivée  — pzf  et  comme  s'an- 

nulant  pour  u  =  o,  quand  on  en  a  préalablement  retranché  — • 

L'extension  au  cas  où  la  variable  est  imaginaire  est  ensuite 
obtenue  par  la  voie  précédemment  décrite  pour  la  fonction  j3W.  A 
cette  nouvelle  fonction  se  rattachent  les  deux  constantes  r,,  r/, 
définies  par  les  égalités 

et  liées  par  la  relation 


M.  Halphen  s'occupe  ensuite  de  la  recherche  d'une  fonction  de  la 
variable  réelle  u  qui  admette  pour  dérivée  jj(;^  —  f  ),  v  étant  une 
constante.  La  quantité  que  l'on  a  à  intégrer,  pour  répondre  à  la 
question,  est  différente  suivant  les  valeurs  de  v  et  les  limites  de 
l'intégration,  car  il  ne  faut  pas  que  la  quantité  sous  le  signe  f  de- 
vienne infinie  ;  cette  étude,  faite  avec  le  plus  grand  soin,  permettra 
d'éviter  toute  ambiguïté  dans  les  applications;  l'auteur  porte  en 
particulier  son  attention  sur  la  combinaison 

où  a  et  a  sont  des  nombres  réels;  cette  combinaison  se  rencontre 
continuellement  quand  on  a  à  considérer  des  intégrales  elliptiques 
de  troisième  espèce;  à  ce  titre,  elle  méritait  qu'on  s'y  arrêtât;  mais, 
en  outre,  son  étude  est  indispensable,  du  point  de  vue  où  s'est 
placé  M.  Halphen,  pour  étendre  aux  variables  imaginaires  la  notion 
de  la  fonction  du. 

Cliapilre  \  J.  —  Celte  fonction  d u  \o\iQ,  comme  on  sait,  un  rôle 
central  dans  la  doctrine  de  M.  Wcierslrass;  M.  Halphen  la  définit 
pour  les  variables  réelles  par  l'équation  dillérenliellc 

— —  =lu 
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cl  par  la  condition  do  =  i  ;  la  propriété 

:f{u  -4-  v)  a'(u  —  ç) 

résulte  alors  immédiatement  du  théorème  d'addition  pour  la  fonc- 
tion p;  la  définition  de  la  fonction  rf  pour  les  valeurs  purement 
imaginaires  de  la  variable  résulte  encore  de  l'équation  d'homogé- 
néité; mais  l'extension  de  cette  définition  aux  variables  imagi- 
naires quelconques  est  un  peu  plus  compliquée  :  on  y  arrive  au 
moyen  des  deux  équations 

:^(a  -+-  iy.)  a'{a  —  ta)  =  j^a  3'ia(pja  —  p«), 

^{a  —  i'x)  ' 

OÙ  a,  a  sont  des  nombres  réels,  et  l'étude  antérieure  de  la  fonction 
0(a,  a)  permet  d'établir  l'extension  des  théorèmes  démontrés 
pour  les  arguments  réels  ou  purement  imaginaires,  ainsi  que  les 
formules  relatives  à  l'addition  d'une  demi-période. 

Jetant  ensuite  un  coup  d'œil  en  arrière,  M.  Halphen  montre 
comment  les  propriétés  de  la  fonction  a*  engendrent  en  quelque 
sorte  les  propriétés  de  la  fonction  p  :  la  façon  dont  la  fonction  d 
se  comporte  par  rapport  aux  périodes,  la  possibilité  de  développer 
cette  fonction  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières  de  u,  le  théorème 


:j(u  -h  v)  :j'{it  —  v) 

d'  Icj^jM 

d-  \o^:iv 

G"-  u  j  2  f 

~             ^«2 

dV^ 

et  l'équation 

pu  =- 

f/2  logS'K 

du'- 

interviennent  seuls  et  pei^mettent  d'établir  en  particulier  la  rela- 
tion entre  pu  et  p' u.  D'un  autre  côté,  l'avant-dernière  équation 
conduit  à  l'identité  suivante,  dite  équation  à  trois  termes, 

^(a  —  b)7{a-{- b)a'{c  —  d)a'{c  -\- d) 
-r-  c^(b  —  c)  a'{b  -+-  c)  a'{a  —  d)  ^(a  -\-  d ) 
-+-  a'(c  —  a)  a'{c  -h  a)  a'(ù  —  d)  a'{b  -\-  d)  =  o, 

et  cette  équation,  jointe  à  la  condition  d'[o)  ■=  i ,  caractérise  entière- 
ment la  fonction  d. 
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Les  formules  relatives  à  l'addition  d'une  demi-période  conduisent 
à  adjoindre  à  la  fonction  impaire  3*  les  trois  fonctions  paires 

0'  (  CO  -^  II.  ) 


'.,  u  = ; — '■■  e-'O-'-l'''', 

j  (  M    -^  U) 


les  quantités  \^pu  —  e^  (a=i,  i,  3)  s'obtiennent  en  divisant 
s'a  M  par  du. 

CJiapllre  Vil.  —  Ce  Chapitre  se  rapporte  à  la  décomposition 
en  éléments  simples  et  en  facteurs.  I^'auteur  établit  tout  d'abord 
les  deux  formes  fondamentales  sous  lesquelles  on  peut  mettre  une 
fonction  rationnelle  de  J3/^  et  de  ]^ a  : 

1°  Une  telle  fonction  peut  être  mise  sous  la  forme  d'une  somme 
de  termes  L  -h  P,  à  savoir  : 

L  =   /,  r  (  «  —  Pi  )  -f-  /2  C(  "  —  <'2  )  -1-  ^3  ^  (  «  —  t^3  )  -*- •  •  .  , 

P  —  c  +  S  m//>'''(  ?{  —  (')  ; 
les  coefficients  /,  /;«,  c  sont  des  constantes,  et  l'on  doit  avoir 

/]  -I-  ^2  +  ^3  +•  •  •=  o. 

2"  On  peut  aussi  mettre  une  telle  fonction  sous  la  forme 

^  a'ju  —  l'i)  :f(H  —  p.,). .  ■  :r(u—  v,,)  ^ 

j{U  —  l>\)  o  (  «  —  f  2  ) .  .  .  o  (  £<  —  V'„  ) 

en  supposant 

(V)  t^l  -f-  f  2  +  •  •  •  -H  ^n  =  V\  -{-  V'o  -^  .  .  .  ■+-  l>',i  ; 

réciproquement,  l'expression  précédente,  sous  la  condition  qu'on 
vient  d'écrire,  est  une  fonction  rationnelle  de  pu  et  de  p' ii.  On 
déduit  de  là,  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  de  l'expression 
(cj)  est  nulle,  une  relation  très  générale,  entre  2n  arguments 
i'i,  v-y,  >••>  ^n]  <^,  >  '-'.7  •  •  •  t  %  liés  par  l'écpiation  ((')  :  c'est  de 
cette  relation  que  M.  Halphen  déduit  la  formule  de  décomposition 
en  éléments  sinq)les  des  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce,  fondions  dont  l'élude  termine  le  Chapiirc. 
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Chapitre  VIII.  —  Ce  Chapitre  se  rapporte  aux  séries  S;  voici 
comment  elles  sont  introduites  :  Si  l'on  cherche  un  mode  de  déve- 
loppement qui  mette  en  évidence,  pour  une  fonction  :iu,  les  pro- 
priétés que  définissent  les  équations  suivantes  : 

on  voit  sans  peine  que,  en  posant 

le  problème  revient  à  déterminer  une  fonction  impaire  de  z-  qui 
jouisse  de  la  propriété 

o{qz)  =—  — -;o(^); 
q  ^- 

cette  équation  suggère  l'idée  d'un  développement  en  une  série 
procédant  suivant  les  puissances  entières  positives  et  négatives 
de  z^i  développement  que  la  méthode  des  coefficients  indéterminés 
permet  de  réaliser  aisément  et  qui  est  convergent  pour  toute 
valeur  de  ^,  si  la  valeur  absolue  de  q  est  plus  petite  que  un.  On 
est  amené  ainsi  à  considérer  la  série 

7H  =z  +  ao 

en  posant 

sous  cette  forme,  l'identité 

F(a  — 6)F(a  +  6)F(c  —  rf)F(c  +fO 
-^¥{b  —  c)Y{b  ^  c)¥{a  —  d)¥{a-hd) 
H^F(c  —  a)F(c-ha)F(6  —  d)¥{b-\-d)  =  o 

apparaît  assez  facilement  par  la  simple  multiplication  des  séries; 
dès  lors,  si  l'on  définit  la  fonction  du  par  la  relation 

1  ■/]»-  _  1 

tf»  =  e2    w    ^■i,icq    *F(«), 

et,  si  l'on  choisit  les  constantes  r, ,  c  de  manière  que  le  dévelop- 
pement de  ia  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  commence 
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par  le  terme  ii  et  manque  de  terme  en  m^,  on  aura  une  fonction 
qui  jouira  des  propriétés  essentielles  de  la  l'onction  d  et  pourra 
être  identifiée  avec  elles  :  ces  résultats  acquis,  l'introduction  des 
quatre  fonctions  S  et  l'établissement  de  leurs  relations  avec  les 
fonctions  d  ne  souffrent  aucune  difficulté.  Les  notations  adoptées 
sont,   ici   encore,  celles  de  M.   Weierstrass,  c'est-à-dire  que,  en 

posant  T=  — j  les  quatre  lonctions  sont  représentées  par  les  sym- 
boles 

'^y.V,      Sa((^,  ^r),      ?jy,{v\'.)  (a  =  i,2,  3,  o), 

dont  chacun  doit  être  emplo}'é  selon  les  variables  que  l'on  veut 
mettre  en  évidence,  et  que  l'on  a 

&it>  =  ■i2;(— i)"'-ig4  -"'~  '   sin(2/n  — i)7:(-- =  H,(2Kr), 
&2t^  — ■->.  ^7*  cos(2/?t  —  \)t.v  =^\\{i.Kv), 

S^ot'  =  I  -r-  '2X(—  i  yq'"^'  cosa/n-f  =  (-)  (aKt^); 

-,  ^  ^3 1^  1  _,  27,1  i> 

dans  ces  dcrnici'es  formules,  on  a  fait,  pour  aljrégcr. 


1  •JW'; 

2  W 


2  tO 


et  l'on  a  désigné   |)ar  ^\,  ."rJo,  ^n,  ."c?,,  ce  (jue  deviennent,   pour 
p  =  o,  les  fonctions 

d^i^        C  Or  C 

—y—  ,     ^iV,     ^iV,     ^0^'' 

On  trouvera  dans  ce  même  Chapitre  les  formules  relatives  à 
l'addition  des  périodes  et  demi-périodes  dans  les  fonctions  ."^a^')  et 
toutes  les  relations  élémentaires  qui  relient  entre  elles  les  diverses 
fonctions  et  (juantités  précédemment  introduites.  La  théorie  de  la 
transformation  est  touchée  pour  ce  qui  concerne  le  changement 
des  périodes  to,  to'  en  (.),  m  -\-  to',  ou  en  to'  et  —  to,  ce  qui  fournit 
le  tableau  des  formules  relatives  au  changement  de  t  en  -:  -1-  1 ,  ou 

(h"  V  et  T,  en  -cl  —  -,  formules  si  essentielles  pour  la  théorie  et  si 
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imporlanles  pour  le  calcul  numérique.  De  même  que  dans  les 
Formeln  und  Lehrsâtze,  tous  les  détails  qui  concernent  les  appli- 
cations numéi'iques,  pour  le  cas  où  les  invariants  g-2i  g'3  sont  réels, 
sont  donnés  avec  le  plus  grand  soin,  en  sorte  que  le  lecteur  est 
véritablement  en  mesure  de  traiter  ces  applications  par  la  voie  la 
plus  courte.  Enfin  M.  Halphen  signale,  en  terminant,  l'extension 
des  résultats  thé.oriques  précédemment  obtenus  au  cas  où  les  inva- 
riants g2j  gi  sont  imaginaires.  Arrivé  là,  le  lecteur  peut  se  regarder 
comme  étant  vraiment  en  possession  des  éléments  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

Chapitre  IJC.  —  M.  Halj^hen  y  donne  d'abord  l'expression  des 
dérivées  partielles  de  la  l'onction  pu  par  rapport  aux  invariants 
g2-)  g^  •  il  est  aisé  d'en  déduire  les  dérivées  de  "C^ii  et  de  du  par 
rapport  à  g^,  g^'i  on  arrive  ainsi  en  particulier  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

t)''a'«  d:fu        1     ^  ôcfu         i 

——, l'igi-, 77  ^1  1 1 g^u^-^u  =  o, 

ôu^-  °     dgi         3         dgi         l'i.  "^ 

qui  permet  de  calculer  facilement  les  coefficients  du  développement 
de  du  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  u.  Les  ques- 
tions analogues  sont  traitées  pour  les  autres  fonctions  a*;  puis 
viennent  les  expressions 


9 

— 

3  ^2  ■'■h 

agi  ~ 

-\gl- 

-+- 

C) 

ig^'n 

'^gz 

-gl^ 
4 

— 

9 

3 

-  -^gtg-i 

w  -4- 

4 

des  dérivées  des  quantités  co,  'i\  ;  les  équations  hypergéométriques 
d''-x        i  dx         1 


\i  l'HEiMlEllIÎ   l'ARTIK. 

où  J  désigne  l'invariant  absolu. 


^=T 


cl  ((lie  véiificnt  les  quantités 


t 


a?  =  co  A  '  ^ ,         y  ^=  r^\    '  - . 

La  première  de  ces  équations  a  été  donnée  par  M.  Bruns.  Les 
formules  qui  précèdent  permettent  d'obtenir  les  dérivées  par  rap- 
port aux  périodes  oj,  w';  puis,  pour  les  fonctions  homogènes  et  de 
degré  zéro  par  rapport  à  a,  co,  to',  les  dérivées  par  rapport  à  log^, 
et  l'on  retombe  ainsi  sur  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^  _  /    •'     '^^      - 

que  vérifient  les  fonctions  3,  et  qui,  inversement,  permet  de 
retrouver  le  développement  en  série  Irigonométrique  de  la  fonc- 
tion du  et  pourrait,  ainsi,  être  prise  comme  le  chemin  qui  conduit 
de  la  fonction  d  à  la  fonction  2r.  Notons  encore  dans  le  même  Cha- 
pitre un  paragraphe  concernant  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles, signalée  par  M.  Kiepert  et  par  M.  Klein,  qui  permet  de 
calculer  les  fonctions  4'«('0  ^[^^  se  rencontrent  dans  la  théorie  de 
la  multiplication,  et  un  autre  paragraphe  relatif  aux  équations 


dt 

d{x-s  -^ Xx) 
'dt 


X\Xiy 


vérifiées  en  posant 


dt 
"ot  =  T^ui  +  f'aw'^         (a  =  i.2,  3), 


Cliapitre  u¥.  —  Les  équations  du  type  hypergéométrique 
signalées  plus  haut  fournissent  à  M.  Halphen  l'occasion  d'indiquer 
à  grands  traits  la  théorie  de  ces  équations.  Il  étudie  ensuite  avec 
délai]  les  développements  des  périodes  en  fonction  de  l'invariant 
absolu  .T,  dans  le  cas  du  discriminant  positif  et  dans  celui  du  dis- 
criminant négatif. 
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Chapitre  XI.  —  C'est  sculcnienl  dans  ce  Chapilre  que  M.  Hal- 
phen établit  les  formes  qui  mettent  en  évidence  la  vraie  nature  des 
ionctions  pu.,  ^u,  <ju;  la  fornude  fondamentale 


P  "  =  —  +  ^      / ^ :A 

U^  Jia^\_{u  —  W)-  (V^J 


OÙ  (V  doir  prendre  toutes  les  valeurs  qu'on  obtient  en  donnant 
dans  2mto-\-  2/?i'(o'  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives à  ni  et  à  m'  (sauf  toutefois  la  combinaison  i}i=zm'=o), 
est  obtenue  en  décomposant  en  éléments  simples  l'expression 
p(nu),  qui,  pour  n  entier,  est  une  fraction  rationnelle  en  pu, 
puis  en  faisant  croître  n  indéfiniment.  Celte  formule  permet  ensuite 
d'obtenir  les  suivantes  : 


I         V7^  /        I  I  ;/ 


1 


a  JbbU  \U  — ■   KV  KV  iP- 

//  1      IL- 


n 


1  giv        2   iv- 

(V. 


M.  Halphen  montre  alors  comment  on  peut  prendre  ces  formules 
pour  point  de  départ  de  la  théorie,  et  comment  elles  manifestent 
les  propriétés  relatives  à  la  périodicité;  puis,  considérant  la  fonc- 
tion 

^,    .        :^{ii  —  a'):i{u  — b').  .  .:f{u  —  t') 

<!> (  u)  = — ^ j ' , 

a'(u  —  a)j'{u  —  b). . .  Cj  [u  —  t) 

où  l'on  suppose 

a'  -\-  h'  -^  .  .  .-^  t'  =  a-\-  b  -^ . .  .-\-  (, 

il  remarque  que,  en  vertu  de  la  nouvelle  définition  de  la  fonction 
(j,  elle  s'écrit 

^  (u  —  a')(u  —  b')...(u  —  t') 


{il  —  a){u  —  b). .  .{u  —  () 
(V  —  u  -t-  a')(ix'  —  u 
( IV  —  u  -^  a){iv  —  u  -\-  b).  .  .{w  —  u  -h  t) 


n(  (i>  —  u  -t-  a')({X'  —  u  -\~  b'). .  .((P  —  H  -+-  t')    A 


OÙ  Ton  suppose 

■ii>   —  a'2  -I-  ^^'2  +...-+-  /'2  —  (  «2  H-  ^;2  _|_  .  .  .  _)_  /2  )  ; 
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S!  on  limite  les  valeurs  de 


iv  =  iniM 


on  a,  dans  le  seeond  membre,  une  fraelion  rationnelle  en  ii]  si  l'on 
clFectue  la  décomposition  en  éléments  simples,  et  que  Ton  fasse 
croître  indéfiniment  m  et  m',  on  retombe  sur  la  formule  générale 
de  décomposition  en  éléments  simples  de  la  fonction  ^{u)  obtenue 
dans  un  Chapitre  précédent  :  on  obtient  ainsi,  comme  cas  particu- 
lier, la  formule 

— — =  Y>v  —  p  u  ; 

et  l'on  a  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires  pour  recon- 
struire à  nouveau  la  théorie. 

Chapitre  XII.  —  Les  expressions  obtenues  précédemment 
pour  les  fonctions  d  permettent,  en  groupant  les  facteurs  et  en 
tenant  compte  des  formules  relatives  à  la  décomposition  des  fonc- 
tions circulaires  en  produit  infini,  d'obtenir  les  expressions  de 
ces  fonctions  sous  formes  de  produits  infinis  simples;  l'étude  du 
polynôme  limité 

(y?  =  jx,  [jL  —  1,  ]}.  —  -.1,  .  .  .,  —  [jl4-  I,  —  l^)  conduit,  en  faisant 
croître  p  indéfiniment,  aux  séries  S. 

Chapitre  A 111.  —  Ce  Chapitre  se  rapporte  aux  développements 
en  séries  trigonométriques.  Le  point  de  départ  est  la  formule  sui- 
vante, obtenue  d'une  façon  très  élémentaire. 


;(«-f^)^-o- 


ir.  /  \   z -{-  z- ^        £  /  -\-  <-'  \ 

a>  \  a  z  —  z-^        1  I  —  <-'  / 

_  2;^2n«!(22«^2/«  _  2-2«^-2;7J)^ 

où  /?,  m  doivent  prendre  les  valeurs  i,  2,  3,  . .  .,  où  l'on  a  posé, 
pour  abréger, 

I  71  II  l'Ui' 

-  _  gYST^  t  =  (.20)^ 

et  où,  enfin,  on  suj)|)Ose  que  les  valeurs  absolues  de  z  et  de  t  soûl 
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comprises  entre  les  valeurs  absolues  de  ^  et  de  -;  de  cette  formule 

s'en  déduisent  beaucoup  d'autres,  en  particulier  les  développe- 
ments trigonométriques  de  ^u,  pu,  logs'w,  des  douze  quotients 

c'a  î/  :  CT-p  ?/  : 

Chapitre  AI)  .  —  Enfin  on  peut  encore /aire  reposer  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  sur  la  notion  de  double  périodicité  et  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire;  sans  développer 
cette  méthode,  M.  Halphen  a  voulu  en  indiquer  les  points  prin- 
cipaux. 

L'intégration  d'une  fonction  doublement  périodique  le  long  des 
côtés  du  parallélogramme  des  périodes  montre  que  la  somme  des 
résidus  est  nulle;  et  ce  résultat,  une  fois  qu'on  est  en  possession 
de  l'élément  simple,  conduit  immédiatement  à  la  formule  de  dé- 
composition due  à  M.  Hermite. 

L'auteur,  dans  le  cours  de  son  Ouvrage^  avait  montré  trop  de 
fois  le  rôle  essentiel  que  cette  formule  doit  jouer  dans  toute  expo- 
sition de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  pour  négliger  de  la 
tirer  de  sa  vraie  origine  :  il  ne  pouvait  manquer  non  plus  de 
signaler  le  parti  qu'on  peut  tirer,  pour  une  telle  exposition,  de  ce 
théorème  de  Liouville  :  Toute  fonction  tianscendante  entière 
doublement  périodique  est  une  constante  ;  il  indique  en  particu- 
lier comment  ce  théorème  pouvait  conduire  à  la  formule  de 
M.  Hermite. 

Enfin,  ce  dernier  Chapitre  se  termine  par  l'exposé  des  beaux 
résultats  dus  à  M.  Appell  dans  la  théorie  des  fonctions  de  troisième 
espèce. 

J'ai  essayé,  en  suivant  pas  à  pas  l'auteur,  de  donner  une  idée 
de  l'ordre  qu'il  a  adopté  dans  son  Livre  et  des  riches  matières 
qu'il  a  traitées;  je  ne  puis  que  signaler  la  perfection  et  le  fini  des 
détails  :  c'est  une  œuvre  achevée,  dans  toutes  ses  parties. 

J.  T. 


Bull,  des  Sciences  mathéin.,  >.'  série,  t.  XI.  (Février  1887.) 
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EXEMPLE  D'UNE  FONCTION  QUI  N'EXISTE  QU'A  L'INTÉRIEUR  D'UN  CERCLE; 
Par  T.-J.  STIELTJES. 

La  notion  d'une  fonction  d'une  variable  imaginaire  pour  laquelle 
le  domaine  de  la  variable  est  nécessairement  restreint  par  la  nature 
même  de  la  fonction  est  d'une  si  grande  importance  qu'il  ne 
semble  pas  inutile  de  donner  un  exemple  d'une  telle  fonction, 
même  dans  un  Cours  où  il  serait  impossible  d'exposer  les  re- 
cherches de  MM.  Weierstrass,  Miltag-Lefflcr,  l^oincarc  sur  ce 
sujet. 

Peut-être  trouvcra-l-on  l'exemple  suivant  assez  simple  pour 
remplir  ce  but. 

I.   Soit  a  une  quantité  dont  le  module  est  égal  à  l'unité.  On  a 

z  z        z''        z^ 

a  —  z         (i        (i-        a-^ 

La  série  est  convergente  sous  la  condition  mod^  =  p  <<  i ,  et  le 
cercle  de  convergence  est  un  cercle  C  décrit  de  l'origine  comme 
centre  avec  un  ra_)on  égal  à  l'unité. 

En  remplaçant  chaque  ternie  de  la  série  par  son  module,  on  voit 
que 

..,.,1      -      <      P     . 


a  —  z       I  —  p 
l^renons  maintenant  une  suite  infinie  de  quantités 

f'i-        «2,        «3,         ■••;        «H! 

dont  le  module  est  égal  à  l'unité,  et  posons 


(0 


^^^^-ÎH^) 


I 
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En  supposant  mod^  =  p  <;  i ,  la  série  est  évidemment  conver- 


gente  et  l'on  a 


Développons suivant  les  puissances  croissantes  de  ^,  il 

vient 


/(^')  = 


...) 


a,  a\        a\ 

\  [  z  z''-        z^ 

^  l  z  z'^         z^ 

33  \a3  a'I  ~^  al 


La  série  double  restant  convergente  quand  on  remplace  chaque 
terme  par  son  module,  on  peut  prendre  les  termes  dans  un  ordre 
quelconque.  En  particulier,  il  est  permis  d'ordonner  suivant  les 
puissances  de  -s  ;  la  fonction  ,/(:;)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

00 

(2)  f{z)=^c„z", 

1 

et  le  rayon  de  convergence  de  cette  série  est  égal  à  l'unité.  Il  est 
clair  aussi  que  le  module  d'un  coefficient  quelconque  c^  ne  peut 

surpasser  la  constante  ^  -^3  =  i  j  lo'?.. 

2.  Nous  allons  étudier  maintenant  la  manière  dont  varie  la 
valeur  de_/(s)  lorsque  ;:  s'approche  d'une  certaine  manière  de  la 
circonférence  du  cercle  de  convergence  C. 

Mais  il  faut  d'abord  préciser  les  valeurs  des  constantes 

«1,     a2,      ....     a,i. 
Si  l'on  représente  ces  quantités  dans  le  plan  par  des  points 

Fl,        P2,         .  .  .,        V 11: 

ces  points  se  trouvent  sur  la  circonférence  du  cercle  C. 
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JNous  prenons  a,^  a-i  de  manière  que  Pj  et  Pj  se  trouvent  aux 
extrémités  d'un  diamètre  du  cercle. 

Nous  choisissons  ensuite  «:,,  r/-,  de  manière  que  la  circonférence 
se  trouve  divisée  en  quatre   parties  égales  par  les  points  P< ,  Po, 

P3,  P.. 

En  continuant  ainsi,  on  choisira  «5,  a^^  «7,  «g,  de  manière  que 
les  points  P<,  P2,  .  . .,  P»  sont  les  sommets  d'un  polygone  régu- 
lier de  huit  côtés  inscrits  dans  le  cercle. 

GénéraleiTient,  pour  /.•  =  2""',  on  devra  prendre 

«Am-I,       «'/.•+2,        ••••        «2A-5 

de  manière  que  la  circonférence  G  se  trouve  divisée  en  j.k  |)arlies 
égales  par  les  points  P,,  Po,  .  .  . ,  P^a. 

Ayant  défini  de  cette  manière  la  suite  infinie 

«1,     «2,     «3,     ••-,     ««,     ..., 

il  est  chiir  qu'on  trouvera  toujours  un  nombre  infini  de  points  Pa 
sni-  un  arc  (pielconque  de  la  circonférence,  si  petit  qu'on  voudra 
le  choisir. 

Il  importe  de  trouver  une  limite  inférieure  de 

mo(:l(rt;.  —  rt,ç)  (r>5). 

Le  nombre  a,-  doit  se  trouver  dans  une  des  suites 

«/.  +  ),       «A+2,        •••,       «2/1»  (/k=2"->), 

et  il  est  évident  qu'on  peut  prendre  alors  pour  celte  limite  infé- 
rieure le  côté  du  polygone  régulier  de   ik  côtés  inscrits  dans  le 

cercle, 

77 
niod(«,.  —  «ç)  ^  2  pin  — ■? 

et,  par  conséquent, 

ino(l(«,.  —  a.)  >  2  sin 

2  /• 

Pour  simplifier,  nous  remarquons  que  l'on  a 

2  sina"  >  ar, 


I 
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tant  que  x  ne  surpasse  pas  -;  donc 

(3)  mocl(a,.  —  a,.)  >  —  (/•>.?). 

3.   Envisageons  maintenant  un  nombre  a/t  quelconque  et  posons 

z  =  a/^u, 

u  étant  réelle  et  positive.   Le  point  P  qui  représente  z  se  trouve 
alors  sur  le  rajon  OPa.  En  faisant  tendre  u  vers  l'unité,  en  croissant 
continuellement,  le  point  P  s'approchera  indéfiniment  du  point  P/t 
de  la  circonférence  C. 
On  a,  d'après  (i). 


ou  bien 

(4) 

en  posant 


^  ^  ^  n^  \  Un  —  «A-  Il  j 

1 

-^  n?  \  an  —  «/,-  u  I 
1 


Dans  l'intervalle  o^u^\,  la  fonction  F,(f/)  est  évidemment 
finie  et  continue;  nous  allons  voir  qu'il  en  est  de  même  de  ¥.,{u). 
Remarquons  pour  cela  d'abord  que 


mod 


a/,.  IL 


a,i  —  a/^  u  I      mod  (  a,i  —  «^  ) 

Pour  le  mettre  en  évidence,  joignons  par  des  droites  le  point 

P„  qui  représente  a„  avec  O,  P  et  P/,  et  posons  PaOP,,  =  'f . 
A  cause  de  ?<  ^  i ,  on  a 

.{«2  sin|'^2  l(i  -i-  f<)2  sin{»-  H-  {\—iCf-  cosvo2  =  1  --  2 M  coscp  +  k^; 
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donc 


Mais  cela  revient  à  la  limitation  indiquée,  car 
moda/,u  =  OP    =  u, 


mo(l(a,j  —  a/,- II)  =  PP„    =  /i  —  q.u  cos«f  -+-  u^, 
mod(rt„  —  a/.)     =  P,;P/,  =  2  sin-^o- 

Dans  la  série  ¥.2(11),  l'indice  n  est  plus  grand  que  k,  et,  à  l'aide 
de  (3),  on  trouve,  par  conséquent. 


.    ,        a/,u       \     .     2 
mod  —     — <  — 

"  i  —  rt/,  11/       un 


et  cela  dans  tou  t  l'intervalle  o  <  ?^  <  i ,  La  série  7   — -  étant  conver- 

gente,  on  en   conclut,   d'après  un   théorème  de  M.  Weierslrass 

(t>oi/' Taknkry,  Théorie  des  fonctions  d' une  variable,  p.  i35), 

que  la  série 

•^  j_  /      g/,  u      \ 
Ad  n^  \ a„  —  a/,uj 

est   absolument   et  uniformément   convergente   dans   l'intervalle 
G  ^  if  <  I  . 

La  fonction  ¥2(11)  est  donc  finie  et  continue  dans  le  même 
intervalle,  et  lorsque  u  tend  vers  l'unité,  ¥\{u)  et  F2(«)  tendent 
vers  les  valeurs  finies  F,  (i)  etF2(i).  En  posant  F,  (i)  -1-  F2(i)  =  \, 
l'équation  (4)  nous  montre  donc  que 


'■■"[/"■'•") -/Mv^)],-=''- 


On  voit  par  laque,  lorsque  la  variable  z  s'approche  indéfiniment 
de  la  valeur  a^  en  conservant  constamment  le  même  argument 
que  ajt,  alors  la  partie  réelle  de 

fiz)=:y^C„Z" 
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est  positive  et  croît  au  delà  de  toute  limite.  Au  contraire,  la  partie 
purement  imaginaire  de  /(:•)  tend  vers  une  limite  fixe. 

4.  Soit  maintenant  (zq,  Pq)  un  point  quelconque  à  l'intéiieur 
de  C  ;  on  a 

/(-)  =/(--o)  +/'(-'o)(^  -  --o)  +  4^\-  -  --o)^  +•  •  -, 

et  le  domaine  de  convergence  est  un  cercle  Cq  décrit  de  P„  comme 
centre  avec  un  rayon  au  moins  égal  à  i  —  mod:;Q. 

Mais  il  est  impossible  maintenant  que  ce  rayon  soit  plus  grand 
que  1  —  mod::(,,  de  manière  que  l'intérieur  de  Co  tomberait  en 
partie  en  deliors  du  cercle  C. 

En  effet,  dans  cette  supposition  une  partie  de  la  circonférence 
de  G  se  trouv(>rait  à  l'intérieur  de  Co-  Prenons  un  point  (o;,-^  P^) 
sur  cette  partie  de  la  circonférence  C  (il  y  en  a  une  infinité).  La 
valeur  de  /(z)  devrait  être  finie  pour  z  =  «^  et,  lorsque  le  point  z 
s'approche  de  P^  suivant  le  rayon  vecteur,  la  valeur  dey(^)  devrait 
tendre  vers  cette  valeur  finie  de  /(a/i). 

Mais  nous  savons  que  cela  n'a  pas  lieu,  la  valeur  de  _/'(^)  ne 
lcr)d  pas  vers  une  limite  finie,  parce  que  sa  partie  réelle  croit  au 
delà  de  toute  limite. 

En  considérant  la  fonction  y(::),  le  cercle  G  forme  donc  bien  la 
limite  naturelle  pour  le  domaine  de  la  variable  :;.  Il  est  impossible 
de  continuer  cette  fonction  en  dehors  de  ce  cercle. 


SUR  LES  LOGARITHMES  A  UN  GRAND  NOMBRE  DE  DECIMALES  ET  EN  PARTI- 
CULIER SUR  LES  TABLES  DE  M.  STEINHAUSER  (•); 

Par  m.  J.  PEROTT. 

Il  y  a  deux  systèmes  principaux  de  logarithmes  en  usage  :  les 
logarithmes  naturels  et  les  logarithmes  vulgaires.  Les  premiers  se 


(')    Voir  un  compte  rendu  de  rcl  Ouvrage  au  Diillclin,  ^'^^^,  p.  ii3. 
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présentent  naturellement  dans  les  recherches  théoriques,  les  se- 
conds sont  plus  commodes  comme  auxiliaires  pour  les  calculs  nu- 
mériques. Comme  les  Tables  de  M.  Steinhauser  servent  au  calcul 
des  logarithmes  vulgaires  à  20  décimales,  il  est  clair  que  c'est 
à  des  usages  pratiques  que  l'auteur  les  destine.  S'il  s'agit  d'une 
simple  multiplication  de  deux  nombres  de  vingt  chiffres,  on  aura 
tort  d'avoir  recours  aux  Tables  de  M.  Steinhauser.  En  effet, 
pour  effectuer  cette  opération,  il  faudrait  trouver  deux  logarithmes 
et  le  nombre  correspondant  à  la  somme  de  ces  logaiithmes  :  nous 
dirons  qu'il  y  aurait  trois  recherches  de  logarithme  ou  nombre  à 
faire,  et  le  travail  serait  beaucoup  plus  long  qu'une  multiplication 
abrégée  pure  et  simple.  Mais  ce  n'est  pas  toujours  sous  cet  aspect 
défavorable  aux  logarithmes  à  20  décimales  que  se  présente  la 
question. 

Supposons  que  l'on  connaisse  à  20  décimales  les  sept  racines 
réelles  d'une  équation  du  septième  degré,  et  que  l'on  veuille  cal- 
culer la  troisième  fonction  symétrique  élémentaire  de  ces  racines, 
c'est-à-dire  la  fonction  symétrique  qui  est  égale  à  la  somme  des 
produits  des  racines  de  trois  à  trois.  Pour  calculer  cette  fonction 
sans  logarithmes,  il  y  a,  comme  on  le  voit  facilement,  cinquante-six 
multiplications  à  faire.  Pour  effectuer  le  même  calcul  à  l'aide  de 
logarithmes,  il  faut  d'abord  chercher  les  logarithmes  des  sept  ra- 
cines, puis  les  nombres  correspondant  aux  logarithmes  des  trente- 
cinq  produits  :  il  y  a  donc  en  tout  quarante-deux  recherches  de 
logarithme  ou  nombre  à  faire.  On  voit  que,  tandis  que,  dans  le 
premier  exemple,  i!  correspondait  à  chaque  multiplication  trois 
recherches  de  logarithme  ou  nombre,  ici  il  n'y  a  que  trois  recher- 
ches semblables  pour  quatre  multiplications.  Dans  le  dernier 
exemple  nous  croyons  qu'il  y  aurait  lieu  de  recourir  aux  loga- 
rithmes de  M.  Steinhauser.  Il  en  serait  de  même,  s'il  s'agissait 
d'une  élévation  à  une  puissance. 

Voici  maintenant  comment,  à  l'aide  des  Tables  de  M.  Stein- 
hauser, on  obtient  le  logarithme  vulgaire  à  20  décimales  d'un 
nombre  quelconque.  On  divise  le  nombre  donné  par  le  nombre 
formé  par  ses  quatre  premiers  chiffres  significatifs  et  l'on  obtient 
ainsi  le  premier  quotient;  ce  premier  quotient,  divisé  par  le  nombre 
formé  par  ses  huit  premiers  chiffres  significatifs,  donne  le  second 
quotient;  ce  second  quotient,  divisé  par  le  nombre  l'ormé  par  ses 
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douze  j)reniiers  chiffres  significatifs,  donne  le  troisième  quotient; 
enfin,  en  divisant  le  troisième  quotient  par  ses  seize  premiers 
chiffres  significatifs,  on  obtient  le  quatrième  quotient. 

Ajoutons  qu'il  n'y  a  que  les  deux,  premières  divisions  à  faire 
effectivement,  les  autres  se  font  à  vue.  J^a  seconde  division  peut 
aussi  se  faire  à  l'aide  de  logarithmes  à  lo  décimales,  si  l'on  se  sert 
d'une  petite  transformation  qu'il  est  facile  d'imaginer. 

Le  nombre  donné  se  trouve  ainsi  décomposé  en  cinq  facteurs 
dont  les  logarithmes  sont  donnés  immédiatement  (sans  interpo- 
lation) par  les  Tables  de  M.  Steinhauser.  M.  Steinhauser  a  donc 
tabulé  les  logarithmes  des  nombres  de  la  forme  suivante.  Soient, 
d'une  manière  générale,  a'  un  nombre  entier  à  quatre  chiffres  et  a 
un  nombre  entier  de  quatre  chiffres  tout  au  plus.  On  trouve  dans 
les  Tables  de  M.  Steinhauser  à  21  décimales 

loga',  donné  par  la  Table  A; 

\o"  (  I  -{ ;  1  >    donné  par  la  Table  B  ; 

log  (  (  H Y'i  )  '  donné  par  la  Table  G  ; 

log  l  I  H —  )  >  donné  par  la  Table  D. 

A.vec  une  approximation  suffisante,  on  peut  poser 

''V        lo'v       10000    ""V        lo'V 

On  voit  bien  qu'il  y  avait  là  de  quoi  remplir  un  volume  de 
trois  cents  pages,  tel  que  celui  de  M.  Steinhauser. 

Avant  l'apparition  du  Recueil  de  ce  savant,  il  existait  déjà  des 
Tables  construites  sur  un  principe  analogue,  dues  à  Briggs,  Flower, 
Leonelli,  etc.;  mais,  dans  les  Tables  antérieures,  les  facteurs 
étaient  soit  un  nombre  d'un  ou  de  deux  chiffres,  soit  un  nombre 
commençant  |)ar  1 ,  suivi  de  plusieurs  zéi'os,  et  se  terminant  par  un 
ou  deux  chiffres  significatifs  ('). 

Il  est  vrai  que,  dans  les  Tables  antérieures,  on  avait  l'habitude 

(')    Voit-,  pur  excinpic,  la  Table  V  du  llccucil  du   regretté  M.  Iloiicl. 
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de  remplacer  la  division  par  la  mulliplicalioii,  ce  qui  esl  un  grand 
soulagement;  mais,  malgré  cela,  nous  n'hésitons  pas  à  dire  que 
l'emploi  des  Tables  de  jM.  Steinhauser  présente  un  avantage  incon- 
testable. Toutefois,  si  nous  attribuons  cette  supériorité  aux  Tables 
de  M.  Steinhauser,  c'est  en  leur  supposant  une  grande  exactitude. 

Les  Tables  antérieures  étaient  renfermées  dans  une  seule  page 
et  leur  vérification  était  facile,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  du  volume  de 
trois  cents  pages  que  nous  avons  sous  les  yeux. 

Nous  avons  surtout  examiné  la  Table  A,  la  |)lus  importante  du 
Recueil,  qui  peut  d'ailleurs  servir  aussi  à  des  usages  diflérenls  de 
celui  auquel  l'auteur  la  destine.  Voici  d'abord  quelques  erreurs 
que  nous  avons  renconirées  :  le  neuvième  chiffre  de  log  1 153  doit 
être  un  7  et  non  un  (j;  log  1088  doit  terminer  par  -26  et  non  par  23  ; 
les  arguments  de  la  page  54  doivent  tous  commencer  par  un  6  et 
non  par  un  3,  comme  cela  est  indiqué  en  différents  endroits  par 
erreur.  De  plus,  en  dehors  de  ces  erreurs  isolées,  une  circonstance 
nous  révéla  bientôt  l'existence  d'autres  erreurs  d'un  caractère  plus 
chronique.  Dans  l'intention  de  nous  rendre  compte  de  l'exacti- 
tude du  Thcsaïu-us  logarilJiinorum,  qui  est  à  10  décimales, 
comme  on  sait,  nous  nous  étions  mis  à  coUationner  les  logarithmes 
du  Thésaurus,  de  dix  en  dix  naturellement,  sur  ceux  de  M.  Stein- 
hauser, et  comme  nous  avions  rencontré  des  divergences  fréquentes 
dans  la  dixième  décimale,  nous  étions  disposé  à  les  attribuer  à 
Vega,  mais,  vérification  faite,  c'était  toujours  M.  Steinhauser  qui 
était  en  défaut.  Par  exemple,  log3748,  log388G,  log4>8-  doivent 
avoir  respectivement  2,  :>.,  8  comme  dixième  décimale  et  non   1, 

> ,  6. 

Quelle  peut  être  la  source  de  ces  erreurs,  assez  fréquentes  d'ail- 
leurs? Que,  dans  une  Table  des  logarithmes  à  10  décimales, 
l'erreur  porte  plutôt  sur  la  dixième  décimale,  cela  n'a  rien  que  de 
très  naturel.  Mais  que  le  même  fait  se  présente  dans  une  Table  à 
21  décimales,  cela  semble  déjà  extraordinaire. 

Voici  sans  doute  quelle  est  la  source  de  telles  erreurs. 

L'auteur  a  obtenu  les  logarithmes  des  nombres  à  quatre  chiffres 
décomposables  en  facteurs  premiers  inférieurs  à  1100  par  une 
simple  addition  des  logarithmes  de  Sharp,  qui  sont  les  logarithmes 
vulgaires  à  Gi  décimales  de  tous  les  nombres  premiers  inférieurs 
à  I  100.  Quand  il  s'agissait  d'un  nombre  premier  supérieur  à  i  100^ 
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il  fallait  avoir  recours  auK  logarithmes  de  Wolfram,  qui  sont  les 
logarithmes  naturels  à  48  décimales  de  tous  les  nombres  premiers 
jusqu'à  10009  inclusivement.  Pour  convertir  les  logarithmes  na- 
turels de  Wolfram  en  logarithmes  vulgaires,  l'auteur  avait  fait 
construire  par  M.  Siavvik  une  Table  des  multiples  du  module  par 
tous  les  nombres  jusqu'à  loooo. 

Or,  toutes  les  fois  que  nous  rencontrions  une  divergence  entre 
M.  Steinhauser  et  Vega,  l'erreur  portait  sur  des  logarithmes  de 
nombres  décomposables  en  facteurs  premiers  inférieurs  à  11 00. 
C'est  donc  soit  en  additionnant,  soit  en  transcrivant  les  loga- 
rithmes de  Sharp  que  M.  Steinhauser  commettait  FeiTcur.  Or, 
l'auteur  semble  avoir  pris  les  logarithmes  de  Sharp  dans  Callet. 
L'espace  ayant  manqué  à  Callet  pour  imprimer  dans  une  seule 
ligne  un  logarithme  à  61  décimales,  il  supprime  les  dix  premières 
décimales,  qu'il  faut  chercher  dans  les  logarithmes  à  20  décimales 
qui  précèdent. 

M.  Steinhauser  semble  avoir  pris  d'abord  les  dix  premières  dé- 
cimales dans  la  Table  à  20  décimales,  puis,  tout  en  écrivant  les  dix 
premières  décimales,  il  feuilletait  son  Callet  à  la  recherche  des 
décimales  suivantes.  Mais,  pendant  celte  opération,  la  mémoire  a 
dû  lui  faire  défaut  quelquefois,  et  il  est  facile  de  voir  pourquoi 
l'erreur  portait  plutôt  sur  la  dixième  décimale  que  sur  les  autres. 

n  y  a  d'ailleurs  à  cet  égard  moins  de  différence  dans  les  facultés 
mnémoniques  de  différentes  personnes  qu'on  ne  le  pense  d'habi- 
tude. Tout  le  monde  retient  sans  peine  un  logarithme  à  7  décimales, 
bien  peu  le  feront  facilement  pour  un  logarithme  à  10  décimales. 

Il  en  est  de  même  d'une  faculté  analogue,  celle  de  voir  le 
nombre  des  objets  sans  les  compter  effectivement.  Gauss  semble 
avoir  possédé  cette  faculté  à  un  degré  plus  qu'ordinaire. 

C'est  ainsi  qu'on  trouve  chez  lui  des  notations  comme  a"""^  tandis 
que  la  plupart  des  personnes  seront  obligées  de  compter  les  in- 
dices ('  ). 

Nous  ouvrons  encore  une  fois  au  hasard  le  Recueil  de  M.  Stein- 
hauser et  nous  nous  trouvons  à  la  page  78.  Nous  collationnons  les 


(')  Voir  à  ce  sujcL  tin  intéressant  article  sur  le  célèbre  calculateur  ailcinanrl 
Dase,  dans  le  premier  numéro  de  la  Gartenlauhe  de  cotte  année  (18S6). 
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logarlLlimcs  de  celle  page  sur  ceux  du  Thésaurus  :  log86oo, 
Iog86oi,  log86o2,  Iog86o3,  Iog86o4,  log86o5,  log86o6,  logSôoj, 
log86o8.  Voici  déjà  un  désaccord.  M.  Sleinhauser  donne  (') 

logSGoS  =  3, 9349022582223139  5Gij6 — , 

tandis  (ju'on  lit  dans  Vega 

log86o8  =  5,9849022  583. 

Vérification  faite,  on  trouve 

log86o8  =  3,9349022583223i395Gi5G — . 

C'est  donc  M.  Sleinhauser  qui  se  trompe  dans  la  dixième  déci- 
male. 

Mais,  quoi  qu'il  en  soit  de  notre  hypothèse,  nous  conseillons  à 
l'auteur  un  collationnement  sur  le  Thésaurus.  Ce  qui  vaudrait 
encore  mieux,  ce  serait  un  collationnement  sur  des  Tables  ana- 
logues à  celles  de  M.  Sleinhauser,  et  il  semble  qu'il  en  existe  deux 
en  manuscrit;  celle  du  Cadastre  (-)  et  celle  que  M.  Sang  (')  a 
construite  à  son  propre  usage.  Ces  deux  dernières  Tables  ont 
d'ailleurs  l'avantage  d'être  indépendantes,  tant  des  logarithmes  de 
Sharp  que  de  ceux  de  Wolfram. 

Mais,  en  dehors  d'un  collationnement,  il  existe  un  autre  moyen 
de  vérifier  au  moins  les  dix-neuf  premières  décimales  des  loga- 
rithmes de  la  Table  A  de  M.  Sleinhauser. 

C'est  de  sommer  les  logarithmes  d'une  page,  par  exemple,  et  de 
calculer,  d'autre  part,  celte  même  somme  par  les  méthodes  connues. 
En  effet,  si  la  page  qu'on  veut  examiner  contient  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  depuis  £c  jusqu'à  y,  la  somme  des  logarithmes 
de  cette  page  sera  égale  à 


(')  Le  signe  —  vciil  dire  que  le  vingt  et  unième  cliiiïrc  a  élé  forcé. 
(')  M.  Liîi'OUT,  ^ur  les  grandes  Tables  du  Cadastre  {Annales  de  l'OOscn'a- 
toire  de  Paris,  l.  IV,  p.  10  du  tirage  à  part). 
(')  Table  of  logarilhins,  p.  vi.  London;   i883. 
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et  l'on  a,  avec  une  approximation  suffisante, 

Î\I  M 


log^!  =  /  -3  H —  1  log-s  -+-  logv/'2Tt:  —  M  2  H 


3iJoz'-^        1260^5 


où  M  est  le  module  des  logarithmes  vulgaires.  Nous  avons  ainsi 
examiné  la  page  64  qui  contient  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  depuis  7200  jusqu'à  7299.  Le  calcul  a  donné 

1057299!  —  1057199!  =  386, o3o46ii33i68  449419098, 

tandis  que  la  somme  des  logarithmes  de  la  page  64  est  égale  à 

386,o3o46i53  3iG84494 19099^. 

Voilà  donc  un  désaccord  dans  le  septième  chiffre.  Un  collationne- 
ment  sur  les  premières  Tables  venues  à  7  décimales  a  montré 
que  le  septième  chiffre  de  log-249  doit  être  un  o  et  non  un  4, 
comme  M.  Steinhauser  l'a  imprimé  à  tort.  Il  est  à  regretter  que 
l'auteur  n'ait  pas  pris  des  précautions  pour  éviter  des  erreurs 
qu'un  simple  collationnement  sur  des  Tables  à  7  décimales  aurait 
fait  disparaître.  Voici  enfin  quelques  erreurs  que  nous  avons  ren- 
contrées dans  les  autres  Tables  du  Recueil  :  la  dix-septième  déci- 
male de  log  1000  0000  0000 4291  doit  être  un  5  et  non  un  2;  dans 
le    log  1000000000008790,    le    groupe    817    doit    remplacer    le 

(3)       (11)     (7) 

groupe  178;  page  263,  l'en-tête  10,  10,   10  doit  être  remplacé  par 

(:t)       (7)    '(11)  ^ 

10,  lo,  10;  l'en-tête  q  de  la  page  285  est  retourné.  Mais,  si  nous 
nous  sommes  appesanti  sur  les  erreurs  de  l'Ouvrage,  nous  n'avions 
aucunement  l'intention  d'en  atténuer  le  mérite.  Bien  au  contraire, 
nous  nous  plaisons  à  reconnaître  que  l'auteur  a  fait  une  œuvre 


(')  Nous  avons  tenu  compte  de  ce  fait  que  M.  Steinhauser  fait  suivre  ses  loga- 
rithmes du  signe  —  quand  la  vingt  et  unième  décimale  a  été  forcée.  Nous  avons 

donc   ajouté    autant    de   fois qu'il  v  a  de  logarithmes  qui  ne  sont   suivis 

4-  'o" 

d'aucun  signe  et   nous  avons  retranché  autant    de    fois  -, qu'il  y  a  de  loga- 

rithmes  suivis  du  signe  — .  C'est  à   tort,   selon  nous,   que  M.  Steinhauser  fait  un 
autre  usage  de  son  signe  dans  un  exemple  à  la  page  vm. 
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très  utile  et  qu'il  a  rendu  possibles  les  calculs  sui\hs  à  20  déci- 
males. 

Mais,  tout  en  reconnaissant  l'utilité  des  Tables  de  M.  Stein- 
liauser,  nous  dirons  franchement  qu'il  ne  nous  semble  nullement 
utile  d'aller  au  delà,  c'est-à-dire  de  construire  des  Tables  auxi- 
liaires analogues  pour  le  calcul  des  logarithmes  vulgaires  à  plus 
de  '^.o  décimales. 

La  question  change  tout  à  fait  de  face  quand  il  s'agit  des  loga- 
rithmes naturels.  Ici,  il  n'est  guère  possible  de  poser  une  limite. 
La  fonction  e^  et  son  inverse  jouent  un  rôle  capital  dans  la  théorie 
des  nombres,  et  il  est  à  désirer  qu'on  calcule  des  Tables  de  cette 
fonction  aussi  étendues  que  possible,  à  100  décimales  par  exemple. 
Ce  qu'il  faudrait  comme  Table  auxiliaire,  c'est  une  Table  des  loga- 
rithmes naturels  à  100  décimales  de  tous  les  nombres  premiers 
jusqu'à  une  certaine  limite  qu'on  choisirait  aussi  grande  que  pos- 
sible. Une  fois  qu'on  possède  une  telle  Table,  la  méthode  dont  on 
se  sert  pour  le  calcul  des  logarithmes  naturels  à  un  grand  nombre 
de  décimales  est  très  simple  en  théorie  et  même,  au  point  de  vue 
pratique,  elle  l'emporte  sur  toutes  les  autres  quand  le  nombre  des 
décimales  est  très  grand. 

Supposons  donc  qu'on  possède  une  Table  des  logarithmes  (' ) 
de  tous  les  nombres  premiers  inférieurs  à  T  et  soit  A  le  nombre 
dont  on  veut  le  logarithme.  On  cherche  un  nombre  a  différant 
peu  de  A  et  décomposable  en  facteurs  premiers  inférieurs  à  T. 
Le  logarithme  de  rr  s'obtient  alors  par  une  simple  addition,   et 

log-  par  une  série  très  convergente.  Les  Tables  des  facteurs  que 

nous  possédons  aujourd'hui  vont  jusqu'à  neuf  millions;  on  peut 
donc  d'habitude  prendre  pour  a  le  nombre  formé  parles  sept  pre- 
miers chiffres  significatifs  de  A.  Si  le  nombre  «  ainsi  choisi  n'était 
pas  décomposable  en  facteurs  premiers  inférieurs  à  T,  il  faudrait 
le  modifier  de  manière  à  obtenir  un  nombre  qui  le  fut.  Après 
quelques  essais,  on  parvient  toujours  à  trouver  un  nombre  a  con- 


(')  La  Table  de  Wolfram  donne  les  logarillimcs  naturels  à  48  décimales  de 
tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  loooy  inclusivement.  On  ne  possède  pas  de 
Table  donnant  les  logarithmes  naturels  à  un  plus  grand  nombre  de  décimales. 
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venubic.  Les  méthodes  enseignées  dans  la  sixième  Section  des 
Disqidsiliones  arithmeticœ  permettent  d'aller  beaucoup  plus 
loin  et  de  décomposer  les  dix  premiers  chiffres  significatifs  du 
nombre  A,  par  exemple.  Nous  reviendrons  un  jour  sur  ce  sujet.  Le 
lecteur  cuz-icux  trouvera  des  exemples  de  calculs  de  ce  genre  aux 
pages  426-432  du  troisième  Volume  des  Œuvres  de  Gaiiss. 

Voici  comment  on  pourrait  s'y  prendre  afin  de  calculer  une 
Table  des  logarithmes  naturels  de  tous  les  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  100  (  '  ). 

On  calculerait  d'abord  (-) 


a 

= 

Iao-729 

h 

= 

^  2400 

c 

= 

100.4^75 

d 

= 

,   6656 
'°8  6655  ' 

c 

= 

,   10648 
'°S  10647' 

r 

,^^ I2320I 

12 3 200 


et  1  on  en  tirerait 


log  2  =  270a -h  224^ -•-  472c -H  ^i^d-{-  585  e -t-  5i3/, 
log  3  =  428a  +  3556  H-  748c -t-  656<r^-!-  927^-1-  8i3/, 
log  >  =  627a -)- 5206 -t-  1096c -1-  961  <^-4-  i358e  H- 1191/, 
log  7  =  758  a  -t-  6296  -1-  i325c  -H  I  i62<i  4-  1642  e  -+-  1440/, 
logi  I  =  934  «  +  7756  -H  i633c  -H  i432fl?  -1-  2024  e  -)-  1775/, 
log  1 3  =  999  a  -h  829  b  -\-  i747c-i-  i532<i-i-  2i65e-f-  1 899/. 


C)  M.  Parkhurst  a  calculé  une  Table  des  logarithmes  vulgaires  à  100  déci- 
males de  tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  109  {Astronomical  Tables.  New- 
York;  1881).  Nous  ignorons  l'usage  e^ec/t/ auquel  celle  Table  pourrait  servir. 

{-)  L'idée  de  Iransformalions  de  ce  genre  apparlienl,  croyons-nous,  au  grand 
géomèlrc  néerlandais  qui  semble  avoir  laissé  l'empreinle  de  son  puissant  génie 
sur  loules  les  parties  des  Malliémaliques  {Opéra  varia,  p.  4^7-  Lugd.  ;  173/1). 
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Une  fois  en  possession  des  logarithmes  des  nombres  premiers 
2,  3,  5,  ^,  II,  l'i,  on  calculerait  les  logarithmes  des  nombres  pre- 
miers suivants  à  l'aide  des  nombres  qui  se  trouvent  aux  pages  5o2 
et  jo3  du  deuxième  Volume  des  Œuvres  de  Gauss. 

Joseph  Pekott. 
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COMPTES  RENDUS  ET   /ANALYSES. 


ByrAEBT).  —  06inia  ocHOBania  iicnwcAcmA  E[(p(:r)]  ci.  oAHUM-b 
HeaaBiiciiMfaiMi)  nepeM.tHHbiM'b.  —  Bougaieff.  Principes  géné- 
raux du  calcul  E[cp(a?)]  avec  une  seule  variable  indépen- 
dante; Moscou,  i885.  Gr.  in-8",  268  p.  Dédié  à  la  mémoire 
de  Leibnitz.  Extrait  dvi  Mathématischesky  Sbornik,  t.  XII 
et  XIII. 

L'auteur  propose  de  donner  le  nom  du  calcul  E(cpa:)  à  l'expo- 
sition systématique  des  propriétés  et  des  applications  du  symbole 
E,  dans  le  cas  où  E(©a;)  désigne  la  partie  entière  de  la  fonction 
o{x). 

Il  propose  aussi  de  donner  le  nom  du  calcul  E(.r)  à  l'exposition 
systématique  des  propriétés  et  des  applications  du  symbole  E  dans 
le  cas  où  E(.t)  représente  le  plus  grand  nombre  entier  non  supé- 
rieur à  X. 

Autant  le  calcul  E(x)  est  nécessaire  pour  l'étude  des  propriétés 
des  fonctions  discontinues,  autant  le  calcul  Y.[(ox)  est  utile  pour 
l'étude  des  fonctions  analytiques. 

En  désignant  par  0[fQx)  la  partie  fractionnaire  de  la  fonction 
'^{x),  nous  avons 

(i)  œ(a7)  =  E(cp.r)  +  0|cp(a7)], 

ou  l'équation  symbolique 

1  =  E  +  0. 

Les  formules  des  deux  calculs  ^{ox)  et  0(ax)  se  trouvent  dans 
une  complète  correspondance. 

L'Ouvrage  se  compose  de  quatre  Mémoires. 

PiiKMiEK  Mé.mouuo.   —    Théorèmes  fondamentaux  du  calcul 
E(cpa;),  66  p.  —  Les  propriétés  principales  du  calcul  E(cp.r)  sont 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  ?.'  série,  l.  XI.  (Mars  1887.)  3 
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exprimées  par  les  égalités 

(2)  E{'jix±<\>x)  =  E{(ox)dzE{'3^x), 

(3)  E(a<ox)  =  aE(!ST), 

(4)  E{E'^T)  =  E{'3x),     0{0ox)  =  0{^x),     E(0c5^)z=o,     0(Eu:r)  =  o, 

(5)  E['f(r)4/(:ï-)]  =  E(9EJ;)-f-E(^Eo)-E(o)E((];), 

(6)  E((5")  — «E(ç«~iEo)+  ^^^~')  E(,j/i-2E2ç)— ...+  (— ,)«  E"((p)  =  o. 
où  E"(o)^(Ec5)«. 

L'auteur  détermine  aussi  les  expressions  E-j- 5  Ey/'-p,  -T-(E».r) 

L'auteur  déduit,    comme  une   conséquence  immédiate   de    ces 
théorèmes,  les  égalités  analogues  à 

(7)  EH'^)  =  3E{o^)-^E^-^  ^. 

L'auteur  donne  le  moyen  de  calculer  les   expressions  E('J^'), 
E{x 'fx),   .  .  .,  E[.z:'"  cp(j:)]  en  connaissant  l'expression 

E[(rto-t-  «l'Z'  +. .  •+  a,iX'^)ox] 

et  traite  en  passant  la  question  de  la  transformation  des  variables 
dans  le  calcul  E(cp^). 

Dans  le  cas  où  la  fonction  o(.r)  peut  être  exprimée  par  la  série 

o(x)  =  h{(Ox)-{ 1 -+...H h..., 

'  ^  X         x^  x"^ 

le  coefficient  a„  peut  être  déterminé  par  les  égalités 

(8)  a„—  E(j-"o)  — j-E(iF"-io), 

(9)  «"=/  E(.r"ç), 

où  /  est  le  signe  connu  de  la  substitution. 

Les   théorèmes  du   calcul  E(cû.r)  se   rap[)ortenl    aux   fonctions 
algébriques  ou  holomorplies. 
L'auteur  déduit  les  expressions 

OX                           OX                                        OX                                                                 OX 
P        '  li"  ■ p  I 1,^  ; 

X — a        \x  —  a)V-         '' {.c  —  a){^x  —  b)         "  {x  —  ai){x  —  ai)...{x — a^)' 

?^                   „    (<P^)«        „              'f-  ,,     o{x)^{x) 

'■' ^ '. —  '     ''■'  / '     '*•' r} r  '      '"^ 


{x  —  af-{x—b)\>-         (x  —  ci)         {x—a)(x—0)  (x  —  a){x  —  b} 
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Voici  quelques-unes  de  ces  expressions  : 

/  (ftx  çx  o.r 

[  E-^ =El-  +aE^  +... 

}       X  —  a  X  X- 

(lo) 

oa  cpa  oa 

E-i h^E-i-  H-x2E-^-+..., 

ox                   a>x                       ox                                  rax 
(II)  E  ! =.  E—  +  U-l^E-^  +(a-M),E-î^ 

„,^  „     _  t^(^t  — i)--.(n  — n  +  i) 

ou  U,. > 

'  ion 


(12) 


E =  cp(a)t};(a)E^^^^-^ 

{x  —  a)  ^^    '  ^^    '     X  —  a 


+  cp(a)x(^)E-^+4;(^)X(^)E    '^-^^ 


X  —  a  >^      '     ^  —  ^ 


^t \-< 7^=      ?(«)E 


(i3) 


{x  —  a){x  —  b)  '  {x-~a)i^x^b) 

(a7  — a)(a;  — 6)  a^  —  a       x—h 


cp(6)E 


(j:  —  «)(a7  —  6) 


(a;  — a)(,r  —  o)  X  —  b       x  —  a 

Les   formules    les   plus    importantes  qui  représentent  les  pro- 
priétés de  la  fonction  O(cp^)  sont  les  suivantes  : 


(.4)  Ol 


cp(.r)  I  dV-i     j     ox 


{x  —  a)¥-  n([j.  —  i)  daV--^  \x  —  a 

\  \J(x—a) 
((5) 


j  U (^cc  —  a^ix  —  b)[>-  "       11(1^^  —  1)  dbV-i  l (b  —  a)^  x  —  b\ 
(  ~^  U{l  —  i)  da'f^-'  Ix  — a  {a  —  b)\>'\ 


(i6) 


f\ "ïl =.      —- r_E— 

yy{x  —  aj>^{x—b)[>-  n((x  — i)  rf6[A-i      {b  —  a)>^ 


E        ' 


n(X  — i)  ^a>^-i  [(a:-  — «)(■/■  — 6)P-J' 
Toutes   ces  formules  peuvent  être   déduites    de  deux   égalités 
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générales, 

(I)     E[F(ç,-Ecpi,cj;2-Eo.,...,Oj;-EOu.)]  =  E[F(Ocpi,  Oo,, .  .  . ,  Oo,x)J, 
(Jl)     0[F(oi-0o,,o2-0oo,...,Oj,-0oj,)]  =  0[F(Ecp,,  Ecp^, . . . ,  Ecpj,)]. 

L'aiilcnr  déduit  seulemealles  conséquences  des  formules  (I)  el 
(11).  Il  a  laissé  encore  sans  invesligation  quatre  formules  géné- 
rales, analogues  à  la  formule  (I)  et  à  la  (II). 

Deuxièmk  Mémoiiu:.  —  Les  plus  simples  applications  du 
calcul  E{ox),  (67-98  p.).  —  L'auteur  déduit  deux  expressions 

(le  la  formule  E '■ ;  et  lait  une  application  de  ces  expres- 

x'^ —  aa;  —  0  '  '  * 

.         ,        „  ,  ,      cosrto         sin  ncs 

sions  à  la  déduction  des  lormules  connues  de et  — ; — -  sui- 

coso  sino 

vant  les  puissances  de  coso. 

En  passant  il  reçoit  une  égalité  assez  générale  : 

sinrto        rns/«cs         cos(7i  — 1)0         cos{n  —  9.  )o                    coso 
(17)        —. '-  = ~. 5 1 ~ -^-i-...H '-• 


En  appliquant  le  calcul  E(c5.r)  au  développement  de  la  fraction 

■^^         F(.r)         (^_a)a(:r  — /^)?...(3?  — /)>' 

il  reçoit  la  relation  générale 

_     1 

L'auteur  fait  application  de  la  l'oriniile  (18)  aux  fractions 


f 


(Uii  se  rencontrent  dans  TOuNrage  de  Ilermile. 
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Le  résida  de  la  fraction  (i8)  s'exjDrime  parla  formule 


65 


('9) 


iE/W  =  p"E[i/(«H-^) 


--,/("+' 


I 


En  désignant  par  V  la  série 


/(')    ,    /(•-») 


f(n) 


-A'-j)} 


on  a 


(20) 


E['];(«)V»^' 


({;(X,-t-  X,-(-...-l-  X/)n(Xi-t-  X2- 


X,) 


n(X,)n(X2)...n(X,-) 


/(i)>../(2)>....(/o>-.. 


De  même,  en  désignant  par  K/(/',r)  le  coefficient  de  x'  dans  le 
développement  de  la  l'onction /(a:;)  suivant  les  puissances  de  x, 
pour  la  série 


C    J;(m)W« 

~^  n(Xi)n(X2)...n(X,- 


h) 


f(iM(2)K..{fir': 


Dans  les  formules  (20)  et  (21) 

Xi -t-  2X2-1-. .  .H-  «X/  =  i, 

nin)  =  1.2. .  .71,      n(o)=:i,      n(i)  =  i. 

L'auteur  fait  application  des  formules  (20)  et  (  21)  à  l'expression 
de  la  somme  s,i  des  puissances  de  degré  de  toutes  les  racines  de 
l'équation 

(a)  a?'»-f-/)i.r«-' 4-.  ..  +  /»„=  o, 

à  l'expression  de  p,i  suivant  s„,  à  la  détermination  de  Spi  somme 
de  toutes  les  fonctions  symétriques  de  l'ordre  [x  de  toutes  les 
racines  de  l'équation  (a),  à  l'expi'ession  de  la  dérivée  de  l'ordre  [^ 
de  la  fonction  composée,  etc. 


TuoisiÈME  Mémoiuk.  —  Rapport  entre  le  calcul  ]i('fx)  et  le 


66  PREMIÈRE   PARTIE. 

calcul  différentiel  et  le  calcul  de  dérivation.  (98-196  p.).  — 
L'auteur  montre  que  le  théorème  de  Tajlor  est  une  simple  con- 
séquence de  la  formule  (i4)' 

L'introduction  d'un  symbole  particulier  J  a  une  grande  signi- 
fication pour  l'exposition  ultérieure. 

Le  rapport  des  symboles  J  et  E  peut  être  représenté  par  l'équa- 
tion symbolique 


(22 


où  les  grandeurs  w  et  6  sont  liées  par  l'équation 

(22')  3"  =  O)  -i-  0. 

Les  grandeurs  oj  et  0  jouent  un  rôle  analogue  aux  clefs  algé- 
briques de  Gauchy. 

L'équation  (22')  montre  que,  pour  co  =  x,  on  a 

0  =  0. 

L'auteur  montre  que  les  propriétés  du  symbole  J  peuvent  être 
exprimées  par  les  égalités 

(23)  J[4;(a))]  =  4;(^), 

(24)  J[cp(io)t};a7]  =  cf(ip)<];(a7), 

{x  —  w)^       «   o2         2  '  2     ax- 

) 

Jo{x)  T  ?'^  I  I       dV-fi^x 

{x  —  io)V-  ""  J   ô7  ^  Il([Ji)  "P'^'^-^)  =  ÛJ^)    dxV-  ' 
(28)        J[cpa7(j7  — co)iJ-]  =  J[cp,ro!J-]  =  0, 
,      ,      ■      ,     ,        ^x  '        4>,r        o{x)^^V-^{x) 

(  2()  )  J  es  (  tO  ) =  J   Ç  (  CO  )  -^—    =    — ? 

^     •"  '^      '  {X  ~  (xi)V-  ^^      '    0[^  II(|J.) 

JO  (  10  )  T  COU) 

^  =  J  (.r-cu)!^  =  "• 

En  introduisant  les  quantités 

«0  =  «?(w). 


(3i) 


«1  =tp'(a)), 
cp"(w) 


«M.    =      -^ 


I 


et 


;3-2) 
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Ao=  Jao  =  ^{^): 
Ai=  Jai  =^'(37), 

A.9  =  J  Cil)  =  5 


A|i,  =  J  ajj.  =  -!—   - 


on  peut  représenter  le  théorème  de  Taylor  par  les  formules 

I(f(x)  =  aQ-^-ai(x  —  tu)  -i-  «jC^  —  tù)--h . .  .-^-  a^X^  —  aj)!^-)-.  .  . 
<\i(x)  =  bo-h  bi{x  —  w)  -1-.  .  .  =  6o-T-  61  0  -H  ôjO^M-.  .  . , 
et  les  relations  entre  les  quantités  Ao,  Ai ,  .  .  . ,  Ajj.  par  les  égalités 

dAi  . 


Les  propriétés  du  s_ymbole  J  représentées  par  les  équations 
(23,  24,  ...,  34)  avec  les  formules  (20)  et(2i)  peuvent  résoudre 
beaucoup  de  questions  du  Calcul  diiTérentiel. 

Comme  exemple  de  cette  application,  l'auteur  déduit  la  formule 
de  Leibnitz. 

On  trouve  immédiatement 


n([^)  J- 


dx\>-  ^^'^  O      o\>- 


~    ^'^^[ïiOjÔ   dxv-  '^  n(ix  —  i)dx'    dxii-    +•••]■ 
L'auteur  déduit  immédiatement  les  formules  qui  représentent 

J-^ ,  -; (t        '  —, (P'^^l 
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Il  déduit  aussi  l'expression  de  la  fonction  sphérique 

n  —  0 


<«'  ^-^    S  ^[nc./noL.»)'"'-""""-"-- 


Pour  montrer  l'application  du  symbole  J  au  développement  des 
fonctions  en    séries,   il  trouve    le  développement    de  la  fonction 

o(x) 


X 

En  effet, 


(36)       E-^  =   I  -L_  =    I  _i_^  =    I  i__  _   I  _^  _t_   I 


Suivant  la  formule  (29)  on  a 


<^x        dv>  X    d'^  ^  x'^      d^o 

(37)  El-  =  ^ -r^,  ^ ^-Tl----' 

^    '  '  X         dx        1.2  aa?^         i .  2 .  j  dx^ 

d'où  l'on  trouve  la  formule  de  BernouUi. 

L'auteur  donne  le  développement  des  fonctions 

OX  fX  _,  (fX  <sx 

E  ■^-  j      E  — -  7      E  — i  >      E  -T —  7      •  •  •  • 

x^  x['-  x^ — ax — 0  ^x 

Le  développement  de  la  fonction  sphérique  par  les  méthodes 
du  calcul  Ecpa:  donne 

(38)  +{^  +  ,),a.«E[^(^-i)''] 

I  I      /  I    \  t"- 

d'où  l'on  a  le  développement 

i 


2lAXpi=  [1+  |X-t-([JH-l)2-h(lJl-+-2)3  +  ...-f-(2  1X  —  l)p.]a7lJ- 

—  |X    [H-  [X-t-(îJH-l)2  +  ...-4-(2Ii.  —  3)(j.-2]^l*-- 


(39) 

-H  1^2  [  l-t-  |X  -H- .  .  .  +  (  2  [X  —  5  )[j,_4  ]  a;H--* 
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La  fonction  sphérique  satisfait  aussi  à  l'équation 

1  2  X  x^ 

(40) 

/  -)-  [[JL^»  —  ((X  —  l)a7[J--l]  E 


xV- 


Pour  toutes  les  fonctions  liolomorphes  la  formule  (27)  donne 
aussi  les  relations 

d  /  d         \  9^  9^  927 

(4.)  -^E,.=  e(^Tx)=eÎ^+xE|,+.'EÎ^+..., 

(42)         ^Eox=e(  ^ox)  =E^  +  7.xE^  ^..., 


dj:'^      '  V  c/.r^  '      /  x"^ 


(43) 


-^ —  Ecaa;  =  E  (  -^ —  ox 


xV-        '  x[>-+^       ^^        '  a7H-+2 


L'auteur  indique  aussi  le  rapport  entre  le  calcul  E(cp^)  et  le 
calcul  des  dérivations  d'Arbogast. 
Ayant  donné  les  séries 

^^X^)  =  hfi  ^  b^x  -^  h.^x'^  + .  .  .^  h,^x\^-\-.  .  ., 


et  en  désignant  par  4  l'opération  de  la  dérivation  qui  satisfait  aux 
relations 

/    /[cio  =  «1,  4*0  =  bi, 


(44) 


/  4«(ji  =  (|-t-+-i)«!x+i,        4*!J.  =  (l-^  +  O^p.+i- 


l'auteur  donne  la  formule  générale  suivante  du  développement  des 
fonctions  composées  en  séries 

/  F['\ii(x),  '\i2{^),  4'3(^)]  =  F(ao,  bo,  Cq)  h-  xA  ^i<^o,  *o,  Co)  -h. .  . 
(45)     {  ^IJ. 


1 . 2 ...  p. 


4[AF(ao,  *o,  Co)+. 


où,  en  faisant  l'opération  4?  il  faut  suivre  les  règles  de  la  différen- 
tiation  et  prendre  en  même  temps  en  considération  les  équations 
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(44)-  I-^a  formule  (4^)  peut  cire  représentée  s^ymboliqucaicnt  par 
l'équation 

(46)  F[.},(.r),  ^,{x),  .|3(-/.)]=  «^^F(«„,  b„  c«). 

De  même  a  lieu  une  formule  plus  générale 

(i7) 


=  e^^F[ao,  ai,  ll(2)a2,  •••,  n(jJL)ap.,  -^o,  *^i,  ■■•,  ll(v)6v]. 


L'auteur  démontre  les  relations  générales  suivantes  entre  les 
fonctions  symétriques  des  racines  de  l'équation 

(48)  poX"'-^PiS^"'-'^-^--  .  +  /?/»  =o, 

(49)  4^!!=  F-^ix+iT 

(50)  ,,,  =  -_J__  4,.,  ,„,/,,, 

OÙ  5(1,  représente  la  somme  des  degrés  ^a  des  racines  de  l'équa- 
tion (48). 

L'équation  (49)  donne  immédiatement  le  moyen  de  déterminer 
.v,;,^,  suivant  s^,. 

L'auteur  détermine  aussi  l'expression  de  ^lla^b^cy  et  trouve 
les  différentes  relations  générales  différentielles. 

Comme  exemple  de  ces  relations  générales  peut  être  donnée  la 
relation 

\  '^  dxV-\(f>)  ~^  ^ dxV--^  \cp  dx)  ~  ^''  dxV--^  \ cp  'dx^^  } 

(  5 1  )      - 

A  la  fin  de  ce  Mémoire  l'auteur  indique  la  loi  de  dualité,  suivant 
laquelle  chaque  loi  générale  entre  les  fonctions  symétriques  peut 
être  transformée  en  une  loi  générale,  qui  expiùme  la  relation 
différentielle  entre  les  fonctions  et  inversement. 


(')  A  présent  celle  ideiililé  n  clé  dénionlréc  diiecleinenl  par  Posse,  professeur 
fie  Malhématiqiies  à  l'Universilé  de  Sainl-Pclersbourg. 
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Quatrième  Mémoire.  — ■  Rapport  du  calcul  E(cp^)  au  calcul 
des  différences  Jî nies  et  à  la  théorie  des  résidus  (197-258  p.). 
—  L'auteur  déduit  les  relations  suivantes  : 


EMî-)=j3^=J, 


E 


X  —  (0  —  I 


(52) 


E 


T-, î, =  T 

0(0  —  i)(o  —  2)        J 

J 
Ji 


1.2  U    (0  l)(0  2)  »    [X  —  {là  -\-  l)'\[x  —  {tii  -\~  l)\ 

A"<a 


n(n)        J  (0  — i)(o  — 2)(o  — 3)...(o  — n) 


[x  ~{iù  -\-\)\...[x  —  {oi-\-  n)] 

On  peut  pour  les  fonctions  holomorphes  remplacer  l'expression 
EAî^cp  par  l'expression  A"cp. 

Les  expressions  (52)  donnent  les  relations 

(53)  Acû=E^    +(a-  +  i)E  ^,  +(^  +  i)2E^,  +..., 

iA^Cp  CD  CD  CP 

— ^  =E-!-,  +(2^H-3)E-4  -t-(3^2  +  9:r-f-7)E--Ç  +... 

f              H-[(37-i-2)!^-i  — (a7^-I)[J--l]E-^• 
L'auteur  donne  l'expression  ï—  sous  la  forme 

'  1 .2. .  ./i 

A"  co  ca  o  (û 

(55)  ]_  =E—  +SiE— ^  -h...+  S„E  ^-  +..., 

OÙ  Sjj^  peut  être  déterminée  par  l'équation 

(56)  fxEj;,   =5iS5;,_l   +52^:^1-2  +...-f-([J.    -l)Si-+-S[j. 

et  où  ' 

u  =  n  u:=n  11  =  n 


u  =  i 


Une  autre  forme  de  l'expression  A"cû  dépend  des  nombres  de 
Morgan  et  a  la  forme 


(58) 


A«ro(o+a7)«+i|E — ! h  \'i\o(o-hx)'i+^E  — =—  +.  . 
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Les  coeffîcienls  de  cette  formule  sont  les  expressions  symbo- 
liques qu'on  peut  trouver  par  la  formule 

(5q)     • 

(  -h-  (n-h  2)2A«o"+'a72  +  (/i  +  2)3A«o«:r3, 

et  où  A^o"*  est  le  nombre  connu  de  Morgan. 

L'auteur  déduit  les  développements  des  fonctions  -,  --■>  ••-,  — 

suivant  les  fonctions  factorielles  de  degré  négatif  et  résout  le 
problème  général  du  développement  de  la  fonction  0{'.sx)  suivant 
ces  fonctions. 

Comme    résultats    les    plus    simples    de    ces    développements 
peuvent  être  données  les  formules 

(Go)     E-yi  =  R^  +^E-— -î^ -+^(;r+r)E— '- r^-..., 

ax  X  x{x-\-  ])  X (X  -{-  i){x  -\-  ■i) 

I    E  -  =  A'i  —  ■  A2  co 

(6ij    ; 

J  (.r+i)(a:-t-2)  (.r+i)(.r+a)(^-+-3)  , 

f  H A'^o — A*o-f-..., 

\  1.2.3  '  1.2.3.4 

(62)     E    '     -       '      A!--.  ^^'-^''^    A'---'-    :    ^-('"■  +  ''"-)A!-^-^2>r 

où  C([Jt.,A)  désigne  la  somme  des  produits  de  toutes  les  combi- 
naisons de  \x  nombres  naturels,  où  chaque  produit  est  composé  de 
k  nombres.  L'auteur  applique  aussi  la  méthode  des  fonctions  indé- 
terminées au  calcul  \L[ox). 

Comme  résultat  de  celte  méthode  peut  être  donnée  la  formule 

A'j  =  E-^  -+-(:r-i-i)E  — — ' 

'  X  x(x  -\-  l) 

(63) 

-\-{x  ^  i){x  -1-2)E 


X{X  -+-  l)(x  -T-  2) 


L'auteur  finit  son  Ouvrage  en  indiquant  le  rapport  du  calcul 
E(cp;r)  avec  la  tliéorie  des  résidus  de  Cauchj. 

Comme   exemple  d'une  des   formules    de  ce   genre  peut   être 

donnée  la  formule 

'  \  \  l  /  I 


(64)  E[^zE{^z)]  =  y  -A—/ j  r 


<^  I  —  zu' \  C^  u{u'  —  u)i 

II'  =0  »i  =  0 
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L'auteur  laisse  de  côté  l'application  du  calcul  E(<p.2;)  à  la  théorie 
des  fonctions  algébriques,  des  fractions  continues,  le  rapport  du 
calcul  E(«5^)  avec  le  calcul  K[x)  et  le  Calcul  intégral.  Il  n'a  pas 
aussi  étudié  Tapplication  du  calcul  E(cpx)  aux  fonctions  avec  deux 
variables  indépendantes. 

L'auteur  consacre  son  Ouvrage  à  la  mémoire  de  Leibnitz  en 
commémoration  de  l'anniversaire  des  deux  cents  ans  écoulés 
depuis  l'invention  du  Calcul  infinitésimal  par  Leibnitz. 


REINHOLD  VON  LILIENTHAL.  —  Untersuchungen  zur  allgemeinen  Théorie 

DER    KRUMMEN    ObERFLACHEN   UNO    GERADLINIGEN   StRAHLENSYSTEME.    Bonil, 
1886. 

La  courbure  d'un  élément  régulier  d'une  surface  est  déterminée 
quand  on  connaît  les  rayons  de  courbure  principaux,  ainsi  que 
la  situation  des  lignes  de  courbure,  laquelle  peut  être  fixée  par  un 
angle  convenablement  choisi.  On  peut  se  demander  s'il  existe  une 
surface  telle  que  ces  deux  rayons  et  cet  angle  aient  des  valeurs  ar- 
bitrairement données. 

M.  Lipschitz  (*)  a  résolu  cette  question;  M.  Reinhold  von  Li- 
lienthal  la  reprend  en  donnant  à  la  solution  une  forme  plus  géné- 
rale: c'est  l'objet  de  la  première  Partie  de  son  travail.  Dans  la  se- 
conde Partie,  il  traitera  la  question  analogue  pour  les  systèmes  de 
droites. 

Considérons  une  surface  non  développable.  Soient  X,  Y,  Z  les' 
cosinus  directeurs  de  la  normale  au  point  {^,y,  z)-^  pt,  02  les  rayons 
de  courbure  principaux;  A,,  B,,  C,  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  à  la  ligne  de  courbure  à  laquelle  correspond  p,;  A2,  Bo, 
C2  les  quantités  analogues  pour  la  seconde  ligne  de  courbure  ;  re- 
gardons toutes  ces  quantités  comme  des  fonctions  de  deux  para- 
mètres /?,  q  et  introduisons  les  angles  a-,  cp  définis  par  les  formules 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin,    i^  dccemhrc  iSS.?,   8   février 
i883. 
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suivanlcs,  que  le  lecteur  interprétera  sans  peine 


cosa  = -= — 

op              Op             âp 
sina= ^ ^ 

^    dX       ^   dY       ^  ()Z 
cos(.-o)=  ^- 


.  dX  ^  dY  ^  àZ 
A2 -r-  H- B2 -T-  +  G2 -1- 
_         oq  oq  dq 


sin(a-,)-  ^_ 

On  a  posé 

(ôxy     /dYy-     /àzy 

ÔX  f)X       àY  ÔY        ()Z  ùZ 
dp    ùq         op  ùq         dp  oq 

/ôxy     /dYy     (ùzy 

le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  menée  par  la  tangente 
à  la  direction  définie  par  les  deux  différentielles  dp,  dq  est  donné 

par  la  formule 

_  E  dp'-  -^iFdpdq  ^Gdq"^ 
P  ~  &dp^-h  i&dp  dq  -f-  &'dq^  ' 

où  les  coefficients  des  deux  formes  binaires  en  dp,  dq,  qui  figurent 
au  numérateur  et  au  dénominateur,  sont  des  fonctions  de  p  et 
•de  q\  si  l'on  fait  la  substitution  qui  change  simultanément  ces 
deux  formes  en  une  somme  de  deux  carrés,  on  a 

_    ?lSri-4-p2^2. 
p-         S.  +  &2        ' 

en  posant,  ainsi  qu'il  résulte  d'un  calcul  facile, 

3r,  =  pi[/Lcos(jrfp  -f-  /N  cos(<t  —  <:>^dq\- 
2r2=  p2[v/LsinTf//?  -h  v^N  5in(j  —  oU/</ l'- 
on  déduit  de  là    des  expressions    très   simples    pour     les   quan- 
tités  E,  F,  G;  W,  (-)',  B",  expressions  où  ne  (igurciil  plus  que  les 
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quanlilés  t,  '^,  p,,  p^i  L,  N,  et  l'on  parvient  ainsi  aux  formules 

dx  =  —  Pi  A]  [/L  cosi  dp  -h  v^N  cos(a  —  ?)  rf^'J 

—  P2  A2  [v/L  sina  <i/)  H-  yN  sin(cr  —  cp)  f/^' J, 
df  =  —  pi  Bi  [ \/L  cos (t  c/p  -I-  y/N  cos (cj  —  <ji)  dq\ 

—  P2B2  [y/L  sincT  dp  -+-  /N  sin(cy  —  es)  <^g  J, 
r/^  =  —  pi  Cl  [y/L  C0SC7  dp  -+-  \/N  cos  (a  —  <ù)  dq  \ 

—  p2  G2  [  \/L  si  11  a  dp  -+-  \/N  sin(a  —  cp)c?g]. 

Observons  enfin  que  les  formules  qui  donnent  cos  a-,  cos((7  —  ci), 
sin  (7  et  sin(o-  —  cp)  permettent  d'obtenir  A,,B<,G)5  A2,  B2,  Co 
au  moyen  de  L,  N,  o-,  cp;  la  résolution  est  en  effet  toujours  pos- 
sible, puisque  l'on  suppose  LN  —  M- =  sin- '^  différent  de  zéro. 
Dès  lors,  si  dans  les  formules  qui  donnent  dx,  dy,  dz  on  regarde 
X,  Y,  Z;  p(,  P2,  3"  comme  des  fonctions  arbitrairement  données 
de  p  et  de  rj,  les  seconds  membres  pourront  être  écrits  explicite- 
ment et,  si  les  conditions  d'intégrabilité  sont  vérifiées,  on  pourra 
obtenir  par  intégration  les  coordonnées  ^,  j',  z  d'un  point  d'une 
surface  répondant  à  la  question.  Quant  à  ces  conditions  d'intégra- 
bilité, elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante,  qui  équi- 
vaut à  deux  équations,  obtenues  en  égalant  à  zéro  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  : 

^  [/L(P,  +  p2  )  +  (  Pl  -  P2)  C-2'^] 

.pi-hp,H-(pi  — p,)e-2'o-/(^v/N  ôi/L 

—  i' ■ } '— 1  — coscp— 

sinç  \    àp  '    dq 

=  ^~'''^J~  [/'"^(pi-l-  p2)  +  (Pi—  p2)e--'''^-¥'] 

+  ie-r-?  P'  +  P^+(P'-P^)^~^"^-^'  (VJ~      cos'^  ^ 
sin  cp  \   '^'J  '     <^P 

Les  formules  de  M.  Lipschitz  s'obtiennent  en  supposant  dans 
celles  qui  précèdent 

X  =  cos/),         Y  =  sinyj  cos<7,         Z  —  s\npsïnq. 

L'étude  des  surfaces  minima,  celle  des  surfaces  aux  normales 
parallèles  fournissent  des  applications  intéressantes. 

Passons  maintenant  à  la  seconde  Partie  du  travail  de  M.  liein- 
hold  von  Lilicnthal. 
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Chaque  rayon  d'un  système  est  défini  par  un  de  ces  points  x, 
y,  z  que  l'on  peut  supposer  décrire  une  surface,  et  par  les  cosi- 
nus \,  r,,  ^•,  en  supposant  que  toutes  ces  quantités  dépendent  des 
deux  paramètres  /?,  q  et  en  faisant 

d\    d\         dr,   dr,         r)^    d^^ 
<I>  =  — —  — —  -|-  — -  — -  -+-  -— ■  — —  1 
dp  dq         dp  dq         dp  dq 


-(!)'- (I)*-(I 


on  étudie  le  cas  où  la  quantité  HW  —  <ï>-  n'est  pas  nulle. 

Chaque  point  d'un  rayon  est  défini  par  sa  distance  (affectée 
d'un  signe  )  au  point  (x,  y,  z).  Si  l'on  désigne  par  /•  cette  distance 
pour  le  point  où  le  rayon  (x,y^  z\  ç,  r,,  ^)  défini  par  les  deux 
paramètres/?,  rj  est  rencontré  par  la  perpendiculaire  commune  à 
ce  rayon  et  au  rayon  infiniment  voisin  défini  par  les  deux  para- 
mètres p -{- dp,  q-i-dq,  on  aura,  en  employant  les  notations 
de  M,  Kunimer  ('  ), 

_       e  dp-i  +  (/  +/'  )  dp  dq  -^  g  dq-^ 


f 


Hdp^-^ 

2^  dp  dq  -^W  dq^ 

dx  c)i 
dp  dp 

dy  dfi        dz    diC. 
dp  dp         dp  dp  ' 

dx  dl 
dq  dp 

dy  dq         dz    d^ 
dq  dp         dq  dp 

dx  d^ 
dp  dq 

dy  di]        dz    dt 
()p  dq        dp  dq 

dx   di, 
"~  dq  dq 

dy  dr,         dz  <)Ç  _ 
dq  dq        dq  dq  ' 

en  désignant  par  /■,,  /■■,  le  maximum  et  le  minimum  de  /•  cl  en 
faisant  la  substitution  qui  transforme  les  deux  formes  binaires  en 
une  somme  de  deux  carrés,  on  a 


(')  Journal  de  C relie.  1.  57.  p.   i8i). 
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si  1  on  introduit  ensuite  les  angles  ',  6  définis  d'une  part  par  les 
formules 

■/.    ^    '    X   ^       X   '^ 
()[)  '  âp        '  "  dp 


00s  T   = 


cos(-  —  <];  ) 


v/iT 

'  ôcj  '  dq  dq 


y/^^ 


OÙ  x_.,  ).25  1^-2  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  perpendiculaire 
commune  qui  répond  à  /-o,  de  l'autre  par  les  formules  analogues 
où  dans  les  seconds  membres  Xo,  )..j,  jjlo  sont  changés  en  x,,  Xi,  [j.,, 
et  dans  les  premiers  les  cosinus  en  sinus,  on  trouve 

H?!  =  [y/ïî  cosT  dp  -f-  \J^V  cos(t  —  ']^)  dq  \- , 
S,  =  [/h  sinTf//»  -H  v/*ï^sin(-  —  (l;)^/^]^; 

ces  formules  permettent  d'obtenir  les  expressions  de  e,  f  -\- /' ■,  g 
au  moyen  de  H,  W,  t,  -i;,  /,,  /o.  On  en  déduit,  pourvu  toutefois 
que  la  surface  {x^y^  z)  ne  soit  pas  une  surface  caustique  du  sys- 
tème de  rayons  considéré,  un  système  de  formules  telles  que 

d.r  =  -l,]  dp  -+-  -1-2  dq, 
dy  =  tllii  dp  -\-  1)1)2  dq, 
dz  =  S|  c//?  -t-  ©2  d'il 

où  les  expressions  de  oi,,  .1,0,  i)!),,  l'îjo,  S|,  So  au  moyen  de/?,  ^ 
pourront,  quand  les  deux  quantités  H^'  —  $-,  eg — ff  sox\l  diffé- 
rentes de  zéro,  être  obtenues  explicitement  si  l'on  connaît,  en  fonc- 
tion de  />,  q,  les  quantités  X,Y,  Z;  i,  Tj,  (^5  /•, ,  /'o,  t,  et  en  outre 
l'expression  au  moyen  de  ces  dernières  quantités  de  l'une  des  quan- 
tités y,  f'-^  cette  dernière  expression  se  déduit  en  général  d'une 
relation  qui  existe  entre  e^f^f'^  g  et  dont  les  coefficients  ne  dé- 
pendent que  de  X,  Y,  Z;  ^,  ti,  ^. 

Si  donc  on  se  donne  arbitrairement  X,  Y,  Z^  ç,  r,,  (^  ;  /•,,  z'^,  t 
en/?,  <y,  pourvu  toutefois  que  les  conditions  précédenimenl  im- 
posées soient  vérifiées  et  qu'il  en  soit  de  même  des  conditions 
d'intégrabilité  pour  les  seconds  membres  des  formules  qui  don- 
nent ^/.r,  c//,  clz^  on  obtiendra,  par  simple  intégration,  en  fonction 
liull.  des  Sciences  malliéin.,  ■>.'  série,  l.  XI.  (Mars  1SX7.)  'i 
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cle/?,  ry,  les  coordonnées  x,y,  z  des  points  d'une  surface  qui,  avec 
les  quantités  ^,  r,,  u,  détermineront  un  système  deravons-,  ce  sys- 
tème se  réduit  aux  systèmes  de  normales  à  une  surface  {x,  y,  z) 
déterminée  comme  il  a  été  expliqué  dans  la  première  Partie  quand 
on  suppose  X  =  ;,  Y  =  y,,  "L^='C\  /-i^p,,  /■2=p2,  -='7\  la 
condition  eg — //'<_o  signifie  alors  que  la  surface  n'est  pas  déve- 
loppable;  on  voit  ainsi  bien  nettement  que  le  problème  traité 
dans  la  seconde  Partie  est  la  généralisation  directe  de  celui  qui 
avait  été  résolu  dans  la  première.  L'étude  des  conditions  d'inté- 
grabilité  donne  lieu  à  un  examen  approfondi.  Enfin  l'auteur  ter- 
mine son  travail  en  indiquant  diverses  applications. 


LAMPE    (E.).     —     (jrKOMUTniSCIlE    L'NU    MECIIAMSCUE    AUFG.VBEN    ZL'R    MMERI- 

sciiEN  AuFLOESUNG  vox  Gi.EiciiuxGiîN  HoEiiERER  Grade.  Wissonscliafllichc 
Beilage  ziim  l'ro;2;rainm  der  LuiscnsLaedlischcn  Oberroalschulc  zu  Berlin. 
Berlin,  i885;  à^  [>•  in-4°. 

Le  titre  ne  correspond  pas  exactement  au  contenu.  Quoique 
l'auteur  ait  eu  l'intention  de  publier,  après  les  problèmes  de  Géo- 
métrie, une  seconde  Section  comprenant  des  problèmes  de  Méca- 
nique, il  fut  forcé  de  renoncer  à  ce  projet,  |)arce  que  la  première 
Partie  avait  déjà  épuisé  l'espace  disponible  de  trois  feuilles. 

En  i8-^,  le  même  auteur  a  publié  un  petit  Livre  |)orlant  le 
titie  :  GeometriscJœ  Aufgaben  zu.  clen  kiibischrn  Gleichungcn ; 
alors  il  avait  en  vue  de  donner  une  suite  de  problèmes  propres  à 
être  discutés  par  les  élèves,  eu  égard  aux  propriétés  générales  de 
la  question;  il  les  puisait  de  préférence  dans  le  champ  restreint 
de  planimétrie  ou  de  stéréométrie.  Ayant  observé  que  la  plupart 
des  Recueils  d'équations  algébriques  n'exigent  que  le  calcul  nu- 
mérique des  racines  d'équations  cubiques,  il  insista,  avant  tout, 
sur  la  discussion  générale  des  équations  cubicpies  auxcjuelles  con- 
duisent les  problèmes  de  Géométrie.  Après  avoir  trouvé  l'équation, 
on  est  toujours  tenu  d'examiner  séparément  les  racines  cl  de  dé- 
cider si  elles  représentent eUectivement  les  solutions  du  problème 
pi'oposé.   Celle   reclierclie  détaillée   pcul  servir  de  préparation  à 
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l'étude  des  l'onclions  et  fait  ressortir,  avec  une  facilité  remar- 
quable, le  maximum  ou  minimum  des  quantités  qui  forment  les 
coefficients  des  équations  à  résoudre.  Ainsi,  les  équations  cubiques 
entrent  dans  le  cadre  des  objets  qui  servent  à  élargir  et  aiguiser 
l'intelligence  des  étudiants.  Enfin  l'auteur  n'a  pas  omis  d'ajouter 
à  chaque  problème  plusieurs  exemples  numériques  destinés  à  il- 
lustrer la  discussion.  Le  Recueil  comprend  64  numéros  de  pio- 
blèmes  sur  les  équations  cubiques  et  1  i  sur  les  équations  biqua- 
dratiques;  un  supplément  développe  la  rectification  et  la  quadra- 
ture élémentaires  des  épicycloïdes  et  des  hjpocycloïdes. 

Tandis  que,  dans  cette  première  collection,  on  demande  surtout 
de  trouver  les  résultats  généraux  qui  découlent  des  équations  de 
degré  supérieur,  le  nouveau  Recueil  donné  par  l'auteur  comme 
suite  de  la  publication  antérieure,  se  contente,  en  général,  de  cal- 
culer le  résultat  numérique  qui  se  tire  des  équations  du  problème, 
soit  algébriques,  soit  transcendantes.  L'arrangement  des  pro- 
blèmes ne  se  règle  plus  sur  le  degré  des  équations  qui  conduisent 
aux  solutions  :  c'est  la  nature  même  des  questions  qui  a  décidé  sur 
la  formation  des  groupes  placés  ensemble.  Les  premiers  douze 
numéros  se  rapportent  aux  polygones  inscrits  et  circonscrit?  à  un 
cercle  :  «  Étant  donnés  les  côtés,  trouver  le  rayon  du  cercle  ».  Les 
polygones  circonscrits  dépendent  d'équations  faciles  à  former,  d'où 
l'on  déduit  quelques  propositions  générales.  Les  équations  pour 
les  polygones  inscrits,  étudiées  par  Mobius  (^Journal  de  Crelle, 
t.  3),  montent  à  des  degrés  très  élevés  et  n'ont  été  formées  jus- 
qu'à ce  jour  que  pour  les  cas  élémentaires  des  triangles  et  qua- 
drilatères. Cependant,  sans  même  développer  ces  équations,  on 
parvient  rapidement  à  calculer  les  valeurs  numériques  et  à  décider 
sur  le  nombre  des  solutions.  Des  questions  de  goniométrie  (iS-i:")) 
viennent  s'ajouter  à  ces  problèmes  circulaires.  Les  numéros  16- 
23  demandent  de  partager  certaines  surfaces  ou  volumes  suivant 
une  loi  donnée  et  mènent  à  des  équations  tantôt  algébriques, 
tantôt  transcendantes.  Enfin,  les  n"'*  34-39  sont  empruntés  à  la 
Géométrie  analytique  et  à  la  Trigonométrie. 

Comme  méthode  élémentaire  et  générale  de  solution  des  équa- 
tions, l'auteur  propose  d'emplover  la  refoula  fa  Isi  énoncée  comme 
suit  :  «  La  variation  Ay"(.r)  d'une  fonction  f{x)  de  x  est  propor- 
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lionnelle  à  la  variation  A/;  de  la  variable  indépendante,  si  ceile 
variation  est  assez  petite  ».  Cette  (orme  accoutume  l'élève  à  cin- 
plo_yer  les  notions  de  l'analyse  d'où  elle  dérive  et  fait  voir  que 
cette  règle  de  fausse  position  n'est  pas  essentiellement  différente 
de  la  règle  de  Newton. 
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MOEBIUS.  —  Gesammelte  Werke.  Herausgegeben  auf  Veranlassung  der 
KôNiGLici!  Sachsischex  Gesellschaft  DER  Wissenschaften.  Zweiter  Band. 
herausgegeben  von  F.  Klein;  708  p.  in-8°.  Dritler  Band,  herausgegeben  von 
V\  Klein;  58o  p.  in-S".  Leipzig;  Hirzel,  1886. 

La  publication  des  OEuvres  complètes  de  Mobius  se  poursuit 
rapidement;  le  deuxième  et  le  troisième  Volume,  que  nous  annon- 
çons, ont  reçu  les  soins  de  M.  Klein. 

Le  deuxième  Volume  contient  les  Mémoires  de  Géométrie  qui 
ne  se  rapportent  pas  au  calcul  barycentrique  ;  ces  Mémoires  concer- 
nent en  particidier  la  Trigonométrie  et  la  Géométrie  sphériques, 
l'étude  des  formes  des  cubiques,  l'étude,  présentée  d'ailleurs  d'une 
façon  toute  géométrique,  de  la  transformation  dans  un  j)lan  qui 

résulte  de  la  relation 

a  a'-i-  b 

ou  5  et  x;' sont  les  affixes  de  deux  points  correspondants^  la  théorie 
de  la  symétrie  avec  des  applications  aux  systèmes  de  cristaux,  etc. 
Il  convient  de  signaler  en  outre,  et  d'une  façon  particulière,  le 
Mémoire  intitulé  :  Théorie  devElementar-Verwandschaft;  Mo- 
bius désignait  sous  ce  nom  tout  mode  de  transformation  qui  fait 
correspondre  un  point  à  un  point  et  tel  que,  si  deux  points  de  la 
première  figure  sont  infiniment  voisins,  il  en  soit  toujours  de 
même  des  deux  points  correspondants  de  la  seconde  figure.  Ce 
Mémoire  et  le  suivant  {Leber  die  Bestimmung  des  InhaUs  eines 
Polyeders)  contienhent  les  résultats  les  plus  essentiels  d'un  tra- 
vail présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  en  i(S6i,  pour 
le  Grand  prix  de  Mathématiques.  Diverses  parties  de  ce  travail, 
demeuré  inédit,  sont  d'ailleurs  publiées  à  la  fin  du  \  olume,  ainsi 
([ue  quelques  recherches,  inédites  aussi,  sur  la  symétrie. 

Quant  au  troisième  \ olume,  il  contient  la  Statique  et  quelques 
Mémoires  se  rapportant  au  même  sujet.  Le  Lehrbuck  der  Statik 
demeurera  assurément  un  des  principaux  titres  de  gloire  de  Mo- 
bius ;  on  sait  assez  rinHuence  qu'a  eue  la  publication  sur  l'ensei- 

IhiU.  (les  Sciences  nwthem.,  2'  srrie,  t.  \[.   (Avril  188-.)  G 


Si  IMU- AllKUl-:   PAUTIE. 

gnemenL  cl  le  développement  de  la  Mécanique,  el  il  esl  sans  doulc 
inutile  de  parler  d'un  Livre  qui  restera  classique;.  J.  T. 


MANNHEIM  (A.).  —  Coins  de  GÉOiMiiiTRiK  dkscriptivii:  de  l'École  Polytech- 
nique, CONTENANT  LES  ÉLKMKNTS  DK  LV  GÉOMKTRIK  CrNli.M  VTIQLE.  —  2*  édi- 
tion; I  vol.  in-S";  xi-480  p.  Paris,  (jaiitliier-Viilars;  iSSfi. 

Le  public  savant  ne  pouvait  manquer  de  faire  bon  accueil  au 
Cours  de  Géométrie  descriptive  de  M.  Mannheim  ;  ce  Livre  était 
suffisamment  recommandé  par  la  grande  situation  scientifique  de 
l'auteur,  qui  avait  su  y  résumer  les  principaux  résultats  de  ses 
belles  et  ingénieuses  recherches  sur  la  Géométrie  cinématique; 
aussi  la  première  édition  s'est-elle  rapidement  épuisée.  La  seconde 
édition,  que  nous  sommes  heureux  d'annoncer,  et  où  quelques 
perfectionnements  de  détail  ont  été  introduits,  sans  que  l'éco- 
nomie générale  du  Livre  ait  été  changée,  est  assurée  du  même 
succès.  J-  T. 


MÉLANGES. 

NOTE  SUR   UN   PROBLÈME   DE  STEINER 
(  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  P. -H.  Schoute  )  ; 

Pau  m.  \\.-V,.  ZKliTIIEN. 

•T'espère  que  vous  me  permettrez  de  venir  ici  ajouter  un  petit 
supplément  à  votre  intéressante  étude  sur  un  problème  de 
Steiner  (  '  ). 


(')  Voir  h  la  p.  ■.>.'\).  du  Ihillclin  des  Sciences  mathématiques,  1'  série,  I.  X. 
Le  problème  s'énonce  ainsi  :  Par  an  point  ()  situé  dans  te  plan  d'une  courbe 
atgébrique  C",  de  l'ordre  n  et  de  la  classe  m  on  mène  une  sécante  l  à  la  courbe 
ri  nii.r  II  points  où  celle  sécante  I  rnuiic  ta  courbe  :  on  trace  les  tanv:entes  à  la 
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Quant  à  la  question  générale,  vous  vous  bornez  à   déterminer 

l'ordre  /?i:=  ^ — du  lieu.  Mon  supplément  contiendra 

la  détermination  de  son  genre  /J>,  et  d'un  autre  nombre  pliickérien, 
et  il  pourra  servir  d'exemple  d'une  méthode  qui  est  applicable  en 
général  à  la  détermination  de  lieux  (ou  d'enveloppes). 

La  détermination  du  genre  se  fait  immédiatement  par  la  géné- 
ralisation du  ihéoi'ème  sur  la  conservation  du  genre,  que  j'ai 
donnée  dans  le  t.  III  des  Mathematlsche  Annalen.  J'en  citerai 
ici  la  forme  due  à  M.  Halphen,  qui  la  rend  immédiatement  ap- 
plicable aussi  au  cas  de  coïncidences  multiples  ('  )  ;  car  la  question 
actuelle  peut  en  présenter  dans  les  cas  où  la  courbe  donnée  a  des 
singularités  supérieures,  ou  le  point  fixe  a  des  positions  particu- 
lières. 

Soit  donnée  une  correspondance  entre  les  points  de  deux 
courbes  C,  et  C2  des  genres  p^  et  /?2,  et  désignons  par  [jl,  le  nombre 
des  points  de  C|  qui  correspondent  à  un  point  donné  de  Go,  et 
par  1JL2  celui  des  points  de  C2  qui  correspondent  à  un  point  donné 
de  G).  Je  désigne  encore,  pour  un  couple  quelconque  de  points 
correspondants  P,  et  Po,  par  v,  le  nombre  de  points  correspondant 
à  Po  et  coïncidant  avec  Pi,  et  par  Vo  le  nombre  de  points  corres- 
pondant à  P|  et  coïncidant  avec  Po  ;  toutefois,  dans  cette  dernière 
énumération,  je  ne  regarde  comme  coïncidents  que  les  points  qui 
appartiennent  à  une  seule  branche  complète  (cycle  de  M.  Puiseux). 
Alors  on  aura,  en  étendant  la  somme  S  à  tous  les  couples  de 
points  correspondants  où  v,  Jîv^, 


,  r,,  ,  ,   .  ,  .  ,  H     {    Il     --      \)  ■         .  ... 

courue.  / roiH'ei-  le  lieu  engendre  par  les  point.f  a  inlerscction  mu- 
tuelle de  ces  n  tangentes  quand  la  sécante  l  tourne  autour  du  point  O. 

L'autre  problème  clonL  iraile  AL  Schoutc  n'est  que  relui  ([ui  y  correspond  selon 
le  principe  de  dualité. 

I"^n  adoptant  ici  les  notations  de  M.  Sclioute,  je  désiiinerai  encore  par  /•  le 
nombre  de  points  cuspidaux  de  la  courijc  donnée,  et  son  genre  par  y?. 

J'appellerai  homologues  des  tangentes  à  celle  couri)e  dont  les  points  de  con- 
tact se  trouvent  sur  la  même  sécante  /. 

(')  f'oir  à  la  p.  181  de  mon  Mémoire  :  Sur  an  groupe  de  thcorèntes,  etc., 
dans  le  premici'  \idume  dos  Aria  n)al lirnialira. 
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En  appliquant  celle  formule  à  la  correspondance  du  lien 
cherché  (G,)  cl  du  faisceau  (C2)  des  droites  l  par  le  poinl  fixe  O, 
on  aura,  dans  les  cas  où  O  n'a  aucune  position  particulière  par 
rapport  à  la  courbe  donnée  et  où  celle-ci  n'est  douée  que  de  sin- 
gularités plùckériennes, 

et,  par  conséquent, 

2(/j,  — I)  =  (  m  -1-  r)!/?.  —  a)  —  n(/i  —  I)  =z  9, (/)  —  i,l(/î.  —  2  )-t-  n^n  —  3). 

On  obtiendrait  le  même  résultat  en  considérant  la  correspon- 
dance du  lieu  cherché  avec  la  courbe  donnée. 

Si  l'on  attribue  à  O  des  positions  particulières,  ou  à  la  courbe 
donnée  des  singularités  supérieures,  ce  résultat  n'est  plus  immé- 
diatementapplicable,  mais  l'application  de  notre  formule  générale 
de  correspondance  à  ces  cas  n'est  pas  moins  simple  que  celle  que 
je  viens  de  faire.  En  effet,  il  ne  s'agit  que  d'une  simple  énumé- 
ration  de  points  coïncidents  sans  qu'on  ail  besoin  d'une  évalua- 
lion  des  ordres  de  quantités  infiniment  petites.  Une  droite  par  O 
rencontrant  en  s  points  coïncidents  une  seule  branche  de  la  courbe 
donnée  donnerait,  par  exemple,  occasion  aux  termes  suivants  de 
la  somme  i](v,  —  Vj  )  : 

—  (■«  —  s  \{ s  —  \). 


l\)ur  déterminer  complètement,  dans  le  sens  de  Pliickcr,  le  lieu 
cherché,  nous  chercherons  encore  ses  points  cuspidaux,  ou  plutôt 
tous  ses  points  multiples  formés  d'une  seule  branche  complète. 
Aucun  de  ces  points  ne  nous  échappera  si  nous  cherchons  les 
tangentes  de  la  courbe  donnée  qui  rencontrent  une  branche  cor- 
respondante du  lieu  cherché  en  des  points  coïncidant  entre  eux. 
Ola  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans  les  deux  cas  suivants  :  i"  si  la 
droite  joignant  le  poinl  de  contact  au  point  fixe  O  rencontre  une 
branche  de  la  courbe  donnée  en  deux  ou  plusieurs  points  coïnci- 
dant entre  eux,  ou  2°  si  la  tangenle  a  un  contact  d'ordre  supérieur 
.'i\ec  la  courbe  donnée. 

Si  l'on  se  borne  ;iu  (M'^  pour  l('(picl  nous  ;i\()n'»  donné  l'expression 
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complète  de  p^  on  ne  trouvera  de  ces  façons  aucune  branche  mul- 
tiple du  lieu  cherché.  On  le  voit,  dans  chacun  des  cas  qui  peuvent 
se  présenter,  par  la  circonstance  que  d'autres  droites  (l'autre  tan- 
gente à  la  courbe  donnée  qui  sert  à  déterminer  le  point  dont  il 
s'agit,  ou  la  droite  joignant  ce  point  à  O)  ne  rencontrent  la  branche 
formée  qu'en  un  seul  point.  Le  nombre  /■,  des  points  cuspidaux 
du  lieu  cherché  devient  donc  égal  à  zéro. 

Si  la  courbe  donnée  a  des  singularités  supérieures,  ou  O  une  po- 
sition particulière,  l'étude  des  branches  multiples  du  lieu  cherché 
pourra  demander  des  évaluations  des  ordres  de  quantités  infini- 
ment petites;  mais  celles-ci  ne  seront  guère  difficiles  si  seulement 
les  singularités  de  la  courbe  sont  bien  définies.  Si,  par  exemple,  la 
courbe  donnée  a  un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce 
(de  la  forme  la  plus  simple)  dont  la  tangente  ne  passe  pas  par  O, 
cette  tangente  rencontrera  les  n  —  i  tangentes  homologues  en  des 
points  cuspidaux  ordinaires  du  lieu  cherché.  Le  point  de  rebrous- 
sement lui-même  n'en  sera  qu'un  point  simple. 

Les  nombres  «,,  p^  et  /•,  étant  trouvés,  on  peut  en  déduire  les 
valeurs  des  autres  nombres  pliickériens  du  lieu  cherché  ;  mais,  pour 
un  de  ces  nombres,  il  y  a,  dans  le  cas  actuel,  encore  une  distinction 
à  faire.  Le  nombre  total  des  points  doubles  comprend  :  i°les  points 
doubles  propres  formés  par  deux  couples  de  tangentes  homo- 
logues, et  2"  trois  fois  les  points  triples  formés  par  l'intersection 
de  trois  tangentes  homologues.  Pour  avoir  les  valeurs  distinctes 
des  nombres  de  ces  deux  classes  de  points,  il  suffit  d'en  déterminer 
directement  le  dernier  Xi-  Cela  peut  se  faire  par  le  principe  de 
correspondance.  Dans  cette  détermination  nous  nous  bornerons 
au  même  cas  pour  lequel  nous  avons  trouvé  les  expressions  de  «1, 
Pi  et  /■,. 

Commençons  par  déterminer  l'ordre  N  du  lieu  des  points  où  une 
droite  joignant  O  à  un  point  P  du  lieu  (C|  )  dont  nous  nous  occu- 
pons jusqu'à  présent  rencontre  une  troisième  tangente  homologue  à 
celles  qui  déterminent  P.  Ce  lieu  rencontre  une  droite  par  O  en 
ll^  [n  —  2)  points  différents  de  O,  et  le  point  O  en  est  évidemment 

un  point  m — •  11  est  donc  de  l  ordre 

( n  —  2)(n  —  3  I 
iitt  n  —  ?,)-{-  ni  • 
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(Ici  oiclre  ûLaiil  Lioiivé,  ou  voit,  par  le  principe  de  correspon- 
dance de  Chastes,  qu'il  existe 


Ui  (  n  —  ')■)  -^  m \-x-  iii<  n  —  -i) 


coïncidences  de;  droites  joignant  un  point  lixe  A  à  des  points  P 
et  Q  qui  se  correspondent  sur  le  lieu  (Ci)  et  sur  le  nouveau  lieu  ; 
l*  et  Q.  se  trouvant  aussi  sur  une  droite  par  O,  coïncideront 
entre  eux  en  même  tenq)S  c[ue  AP  et  AQ  s'ils  n'appartiennent  j)as 
aux  /i,  (/«  —  •»)  couples  qui  se  trouvent  sur  la  droite  AO. 

Trois  coïncidences  de  P  et  Q  ont  lieu  en  chacun  des  .r  points 
triples  que  nous  cherchons,  une  seule  en  chacun  des  i\ii  —  -i) 
points  d'intersection  des  tangentes  aux  points  cuspidaux  de  la 
courbe  donnée  avec  leurs  tangentes  homologues,  el,  selon  nos  res- 
trictions, il  n'en  existe  pas  d'autres.  On  trouve,  par  conséquent, 


(n 
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LES  CONTINUATEURS   D'EUCLIDE; 
Pau  m.   r.  TANNKin. 

1 .  [^esÉlénients  d'Iùiclide,  et  surtout  le  premier  Livre,  n'avaienl, 
à  vrai  dire,  nul  besoin  d'èlre  commentés,  si  par  commentaire  on 
entend  l'explication  des  endroits  obscurs;  le  travail  que  Proclus  a 
consacré  à  ce  Livre  n'offre  donc  quelque  intérêt,  en  dehors  des 
minces  renseignements  historiques  qu'il  renferme,  quepai'ce  qu'il 
permet,  jusqu'à  un  certain  point,  d'apprécier  les  tentatives  faites 
dans  l'antiquité  pour  améliorer  les  Kl.éments,  soit  par  d'autres 
tours  apportés  aux  démonstrations,  soit  par  l'adjonction  de  nou- 
velles propositions  plus  ou  moins  intéressantes. 

Mais,  avant  d'aborder  l'analyse  du  commentaire  proprement  dit 
de  Proclus,  avant  de  chercher  à  préciser  le  caractère,  la  date  et  les 
auteurs  des  lenlalivcs  en  question,  il  ne  sera  pas  inutile  de  consi- 
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dérer  celles  qui  ont  été  faites,  non  |)as  pour  simplifier  ou  pour 
grossir  les  Eléments^  mais  pour  les  continuer,  notamment  en  dé- 
veloppant davantage  la  théorie  des  polyèdres  réguliers,  qui  fait 
l'objet  du  Livre  XIII. 

Euclide  se  borne,  en  fait,  dans  ce  Livre,  à  construire  les  cinq 
polyèdres  réguliers,  inscriptibles  dans  une  sphère  donnée,  et  à  com- 
parer, entre  eux  et  au  diamètre  de  la  sphère,  les  côtés  de  ces  cinq 
polyèdres. 

Déjà  un  géomètre  qui  fut  probablement  son  contemporain  (  '), 
qui,  en  tout  cas,  doit  avoir  vécu  à  Alexandrie,  Aristée,  écrivait  un 
Livre  intitulé  :  Comparaison  des  cinq  figures,  dans  lequel  il 
énonçait  ce  théorème  :  que,  pour  le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre  inscrits 
dans  une  même  sphère,  la  sphère  inscrite  est  aussi  la  même,  que 
par  suite  le  rapport  des  volumes  des  deux  polyèdres  est  égal  à 
celui  de  leur  surface.  Il  n'est  pas  à  douter  qu'il  ne  démontrât  de 
même  le  théorème  analogue  pour  le  cube  et  l'octaèdre  inscrits 
dans  la  même  sphère  et  qu'en  général  il  ne  fît,  pour  les  volumes 
et  les  surfaces,  la  comparaison  qu 'Euclide  s'était  borné  à  donner 
pour  les  côtés. 

Les  démonstrations  d' Aristée  pour  les  deux  solides  les  plus  com- 
plexes étaient  probablement  assez  pénibles,  puisque  Apollonius 
de  Perge  crut  devoir  reprendre  le  même  sujet  en  écrivant  une 
Comparaison  du  dodécaèdre  et  de  l'icosaèdre  i/iscrits  dans  la 
même  sphère;  et  lui-même  ne  fut  pas  bien  satisfait  de  son  premier 
travail,  puisqu'il  en  donna  une  seconde  édition  améliorée. 

Enfin  cette  même  question  spéciale  est  l'objet  du  Livre  d'ilyp- 
siclès  d'Alexandrie,  qui  compte  comme  XIV*"  dans  la  vulgate  des 
Eléments  ;  c  est  dans  la  dédicace  de  ce  Livre  (-),  adressée  à  un  cer- 
tain Protarque,  géomètre  et  ami  du  père  d'Hypsiclès,  que  celui-ci, 


(')  Si  du  moins  il  s'agit  de  celui  que  Pappus  appelle  Vancien  (6  upscrpÛTEpo;  ) 
cl  qui  écrivit  cinq  Livres  sur  les  Lieux  solides  ;  mais,  comme  Hypsiclès  ne  désigne 
pas  davantage  celui  dont  il  parle,  ce  peut  être  l'Aristée  plus  jeune  (6  vswxepoi;). 
dont  on  n'a  pas  d'autres  traces.  Il  est  assez  curieux  que,  vers  la  même  époque,  il 
y  a  eu  aussi  à  Alexandrie  deux  mathématiciens  d'un  nom  très  voisin,  connus 
d'ailleurs  seulement  comme  astronomes;  'Apio-TyXXo;  [A£Y«ç,  'Apîo-ruXXoç  [JLixpô; 
(Arislyllc  le  grand  et  le  petit).  Uranologion  de  Petau,  p.  267  (Catalogue  des 
commentateurs  d'Aratus). 

(')  Et  aussi  dans  l'énoncé  de  la  proposition  II. 
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évidemment  encore  assez  jeune,  nous  fournit  les  indications  qui 
précèdent.  Il  ajoute  que  son  père  (déjà  mort  quand  il  écrit)  avait, 
en  commun  avec  un  Basilide  de  Tyv,  travaillé  sur  la  première  édi- 
tion du  Traité  d'Apollonius  pour  l'améliorer;  il  reconnaît  que  la 
seconde  édition  ne  laisse  pas  prise  à  la  critique  comme  la  pre- 
mière; il  présente  toutefois  sa  méthode  comme  nouvelle  en  ce  qu'il 
part  de  cette  proposition  que,  pour  le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre 
inscrits  dans  la  même  sphère,  les  faces  sont  inscriptibles  dans  un 
même  cercle.  Enfin  il  donne,  comme  expression  du  rapport  des  vo- 
lumes ou  des  sui-faces  du  dodécaèdre  et  de  l'icosaèdre,  le  l'apport 
des  côtés  du  cube  et  de  l'icosaèdre  inscrits  dans  la  même  sphère. 

2.  Il  est  assez  clair,  d'après  ce  qui  précède,  qu'PIvpsiclès  devait 
appartenir  à  la  génération  qui  suivait  immédiatement  celle  d'A- 
pollonius, et  vivre  par  conséquent  vers  le  commencement  du 
n"  siècle  avant  J.-C.  Nous  connaissons  d'ailleurs  en  outre  cet 
Alexandrin  : 

i'*  Par  une  citation  de  Diophante  (S/tr  les  nombres  poly- 
gones) qui  donne  la  définition  ordinaire  de  ces  nombres  en  l'at- 
tribuant à  Hypsiclès.  On  doit  en  conclure  seulement  que  ce 
dernier  avait  écrit  sur  ce  sujet,  et  sans  doute  sous  la  forme  géo- 
métrique, un  Traité  qui  était  classique  au  temps  de  Diophante;  ce 
Traité  peut,  au  reste,  être  aussi  considéré  comme  une  continuation 
des  livres  arithmétiques  d'Euclide; 

2°  Par  un  Opuscule  très  court,  qui  fait  partie  de  la  collection 
des  petits  écrits  astronomiques,  et  qui  est  intitulé  'Avascp-.y.i;  ('). 

Je  m'arrête  un  moment  sur  cet  Opuscule  peu  connu,  et  dont 
l'importance  historique  dépasse  de  beaucoup  la  valeur  intrin- 
sèque (-). 

Il  s'agit  (le  calculer,  pour  le  climat  d'Alexandrie,  les  ascensions 


(')  Acliille  (Tatius),  éd.  Pelau,  p.  i.lfi,  cile  encore  Hypsiclès  comme  ayant 
écrit,  après  Aratiis  et  Eratosthène,  sur  l'harmonie  des  splières. 

(")  Il  a  été  publié  en  grec  latin  par  Jacques  Mente!  en  1657  (Paris,  Cramoisy) 
à  la  suite  de  VOptique  de  Damien,  éditée  par  lîartholin;  mais  le  texte  est  passa- 
blement incorrect  et,  pour  apprécier  la  traduction,  il  suffira  de  dire  que  l'omicron, 
rrnpioyé  comme  zéro  dans  la  nolalion  scxagrsjmale,  c^t  couramment  rendu  par 

If     IKlIillnC     -11. 
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obliques  correspondant  aux  diffcrenls  degrés  de  longitude  sur 
l'écliptique.  Le  problème  est  résolu  avec  une  grossière  approxi- 
mation et  de  telle  sorte  qu'il  est  impossible  de  supposer  qu'Hip- 
parque  (')  ait  eu  quelque  précurseur  pour  l'invention  de  la 
Trigonométrie.  Mais  en  même  temps  le  Traité  d'Hvpsiclès  nous 
donne  le  premier  exemple  de  la  division  du  cercle  en  36o°  et  en 
fractions  sexagésimales,  minutes,  secondes,  tierces.  Il  marque 
donc  le  moment  où  cette  division  s'introduit  dans  la  science 
grecque,  mais  où  l'idée  de  dresser  une  Table  des  cordes  n'est  pas 
encore  venue. 

La  solution  d'Hvpsiclès  consiste  d'ailleurs,  connaissant  les  as- 
censions pour  o",  90",  180°  (-),  à  interpoler  en  supposant  que,  si 
les  longitudes  croissent  en  progression  arithmétique,  il  en  sera  de 
même  pour  les  différences  des  ascensions. 

Grâce  à  quelques  lemmes  préliminaires,  il  détermine  la  pro- 
gression des  différences,  d'abord  pour  les  signes,  ensuite  pour  les 
degrés,  et  indique  comment  de  cette  progression  se  déduit  la  série 
des  ascensions. 

Nous  rencontrons  ainsi  le  premier  essai  d'une  interpolation 
ayant  lieu  en  fait  suivant  les  ordonnées  d'une  courbe  de  la  forme 
y  =  a  -{-  bx  -\-  ex-,  ou  encore,  si  l'on  veut,  le  premier  pas  de  la 
théorie  des  différences  finies. 

Mais  est-ce  bien  à  Hypsiclès  qu'il  faut  attribuer  le  principe  de 
la  solution  qu'il  expose?  J'ai  peine  à  le  croire,  car  il  nous  apparaît 
moins  comme  un  esprit  original  que  comme  un  géomètre  repre- 
nant et  éclaircissant  des  questions  déjà  connues.  Il  s'agit,  d'autre 
part,  d'un  problème  évidemment  déjà  posé  chez  les  Chaldéens,  et 
rien  ne  doit  empêcher  de  croire  qu'ils  fussent  capables  de  lui 
donner  la  même  solution,  surtout  si  l'on  considère  que  les  anciens 
s'attachaient  en  première  ligne  aux  différences  ascensionnelles  et 
que  c'étaient  ces  différences  qu'ils  appelaient  proprement  ascen- 


(')    Le    grand   asironoine   vécut  vers  le  milieu  du  11°   siècle,  c'est-à-dire  qu'il 
semble  appartenir  à  la  génération  suivant  celle  d'Hypsiclès. 

{')  La  première  est  en  ellet  o",    la  troisième  180";  quant  à   la  seconde,  elle  se 

représente  par  180",  si  le  climat  est  défini   par  le  rapport  —  des  durées 

du  plus  long  jour  el  de  la  nuit  la  plus  courlc. 
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sions  (àvascpaî)  (').  L'idée  de  les  faire  progresser  arithmélique- 
ment  s'introduisait  donc  d'elle-même. 

3.  L'adjonction  nus.  Biéments  du  Livre  d'Hj'psiclès,  sur  la  com- 
paraison du  dodécaèdre  et  de  Ficosaèdre  inscrits  dans  la  même 
sphère,  a  été  d'autant  moins  légitime  qu'il  s'agissait  là  d'un  pro- 
blème plus  spécial.  Quant  au  Livre  XV  de  la  vulgate,  la  question 
a  un  autre  aspect. 

Si  l'on  écarte  le  début,  l'examen  de  cinq  cas,  particuliers  et 
sans  intérêt,  d'inscription  d'un  polyèdre  régulier  dans  un  autre, 
on  ne  peut  nier  que  les  deux  questions  suivantes  :  détermination 
du  nombre  des  côtés  et  du  nombre  des  sommets,  construction  de 
l'angle  dièdre  pour  chaque  polyèdre  régulier,  méritaient  de  figurer 
dans  les  Eléments. 

Mais  le  style  général  du  Livre  trahit  une  époque  de  décadence 
bien  lointaine  de  l'âge  classique  auquel  appartient  du  moins  lïvp- 
siclès,  et  l'on  est  d'accord  désormais  pour  considérer  cet  Opuscule 
comme  seulement  du  vi*^  siècle  après  J.-C. 

Le  maître  de  l'auteur  anonyme,  le  grand  Isidore,  comme  il 
l'appelle,  et  d'après  lequel  il  résout  la  dernière  question,  doit  être 
un  des  deux  architectes  de  Sainte-Sophie,  soit  l'oncle,  soit  le 
neveu,  qui  portèrent  ce  nom  sous  Justinien.  Nous  avons  donc  là, 
moins  un  travail  de  véritables  géomètres,  que  l'une  des  rares 
œuvres  subsistantes  de  l'école  d'ingénieurs  qui  illustra  encore  celte 
époque,  au  moment  où  s'éteignaient  les  derniers  représentants  de 
la  Science  pure. 

Il  est  incontestable  que  les  constructions  d'Isidore  de  Miletsont 
aussi  élégantes  que  sont  pénibles  les  démonslrations  qui  en  sont 
données.  Cette  dillérencc  même  doit  faire  jeter  un  doute  sur  leur 
véritable  origine,  d'autant  plus  que  l'invention  n'en  est  pas  expres- 
sément attribuée  au  personnage  en  question.  Cependant,  tant 
qu'on  n'aura  pas  retrouvé  une  preuve  de  l'étude  de  problèmes 
semblables  dans  l'époque  gréco-alexandrine,  on  peut  rester  dans 
l'indécision.  En  tout  cas,  les  constructions  dont  il  s'agit  seraient 


(')  Ainsi  ils  ilisaiciU  «  ascension  du  Taureau  »  pour  différenrc  des  ascensions 
correspondanL  aux  longitudes  (io°  et  .^o",  elc. 
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bien  ce  qui  aurait  été  fait  de  mieux  en  GéoniéLne  élémentaire,  au 
moins  depuis  Pappus. 

4.  C'est  certainement  dans  ce  dernier  auteur  qu'il  aurait  con- 
venu de  chercher  de  quoi  compléter  les  Eléments,  s'ils  en  avaient 
eu  besoin. 

On  ne  peut  nier  en  thèse  générale  que  les  trois  Livres  d'Euclide 
sur  les  solides  ne  soient  sensiblement  inférieurs  aux  précédents  (  '  ), 
et  l'on  ne  doit  pas  s'étonner  que  surtout  la  théorie  des  polyèdres 
réguliers  ait  été  l'objet  de  tentatives  de  remaniement. 

Or  la  quatrième  Partie  du  Livre  III  de  la  Collection  mathéma- 
tique de  Pappus  (p.  i32-r63)  nous  offre  tout  d'abord  précisément 
un  remaniement  complet  du  dernier  Livre  des  Eléments.  Le  pro- 
blème traité  est  absolument  le  même,  l'inscription  dans  une  sphère 
donnée  des  cinq  polyèdres  réguliers  ;  mais  la  méthode  est  toute  dif- 
férente, et,  au  lieu  des  théorèmes  préliminaires  d'Euclide,  lesquels 
appartiennent  à  la  Géométrie  plane,  on  part  de  lenimes  sur  la 
sphère,  où  sont  d'ailleurs  appliquées  des  propositions  que  nous  ne 
retrouvons  que  dans  les  Spkériques  de  Théodore  (-). 

Rien  ne  nous  indique  quel  est  l'auteur  de  ce  remaniement. 
S'il  était  de  Pappus  lui-même,  il  aurait  sans  doute  pris  soin  de 
le  marquer,  surtout  dans  un  Livre  qui,  à  partie  début,  est  évi- 
demment une  compilation.  Le  style  et  l'allure  générale  semblent 
d'une  bonne  époque,  mais  déjà  assez  loin  d'Euclide.  En  tout  cas, 
il  est  incontestable  que  l'auteur  a  eu  pleine  conscience  de  la  véri- 
table lacune  de  la  stéréométrie  d'Euclide;  elle  aurait  dû  com- 
prendre en  effet  les  éléments  de  la  sphère,  que  le  maître  a  laissés 
aux  Traités  composés  en  vue  de  l'étude  de  l'Astronomie. 

La  troisième  et  dernière  Partie  du  Livre  V  de  Pappus  nous  offre 
sur  les  polyèdres  réguliers  un  autre  travail  qui  ne  correspond  pas, 
à  la  vérité,  à  la  comparaison  des  volumes  et  des  surfaces  de  ces 
polyèdres  inscrits  dans  une  même  sphère,  telle  que  l'avait  étudiée 


(')  On  voudra  peul-clrc  excepter  de  ces  derniers  le  X"  Livre  sur  les  irr;tlion- 
nelles  ;  c'en  était  un  qu'Apollonius  avait  aussi  essayé  de  con)pIéter  par  son  tra- 
vail sur  les  irrationnelles  non  classées. 

(')  Quoiqu'elles  fussent  incontestablement  connues  bien  avant  cet  auteur  du 
I"  siècle  avant  J.-C 
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Arislée,  mais  qui,  dans  une  certaine  mesure,  peul  en  tenir  lieu, 
Pappus  compare  en  fait  les  volumes  de  polyèdres  réguliers  avant 
la  même  surface. 

11  dit  très  nettement  que  les  démonstrations  synthétiques  qu'il 
donne  sont  de  lui;  mais  il  reconnaît  en  même  temps  que  plusieurs 
anciens  avaient  traité  analytiquement  la  même  question.  D'autre 
part,  il  appuie  S'cs  démonstrations  sur  seize  lemmes  qui  con- 
tiennent tous  les  éléments  de  la  mesure  des  surfaces  et  volumes 
des  polyèdres  réguliers;  mais  ces  lemmes,  au  milieu  desquels 
nous  retrouvons  les  ])ropositions  II  et  Vil  du  livre  d'Hvpsiclès, 
n'appartiennent  guère  à  Pappus  que  comme  rédaction. 

5.  Les  deux  premières  Parties  du  Livre  V  de  Pappus  sont,  au 
reste,  de  celles  où  il  est  le  |j1us  facile  de  se  rendre  compte  de  la  façon 
dont  il  composait  sa  Collection  mathématique. 

Après  un  curieux  préambule  où  il  présente  la  forme  hexagonale 
des  cellules  des  abeilles  comme  motivée  par  la  double  condition 
d'offrir  un  polygone  régulier  dont  l'angle  fût  une  partie  aliquote 
de  quatre  droits,  et  en  même  temps  de  correspondre  au  périmètre 
minimum  pour  une  surface  donnée,  Pappus  aborde  en  général  la 
théorie  des  figures  planes  isopérimètres  au  point  de  vue  de  leur 
surface.  Or  nous  possédons  sur  le  même  sujet  un  autre  écrit  qui, 
inséré  dans  le  premier  Livre  du  Commenlaire  de  Théon  d'Alexan- 
drie sur  la  Syntaxe  de  Ptolémée,  est  mis  sous  le  nom  d'un  Zéno- 
dore  qui  vivait  probablement  peu  de  temps  après  Archimède  ('). 
La  comparaison  nous  montre  que  Pappus  s'est  borné  à  donner  une 
rédaction  un  peu  différente  de  l'œuvre  de  Zénodore  et  n'a  apporté 
aucun  changement  essentiel  à  une  théorie  déjà  complète.  Toute- 
fois, il  a  ajouté  la  comparaison  des  segments  de  ceixle  dont  l'arc 
est  égal,  et  démontré  que  le  plus  grand  est  le  demi-cercle. 

Dans  la  seconde  Partie  du  Livre  V,  Pappus,  avant  de  passer  à 
l'exposé  des   théories    analogues   relatives  à  la  comparaison  des 


(')  IIuUscli,  p.  1189  de  lY-dilion  de  Pappus.  I>c  cotiinientaire  allribiié  à  Tliéon 
est  au  reste,  en  assez  grande  parlic,  dû  à  Pappus:  on  a  encore  un  autre  petit 
travail  anonyme  sur  les  isopérimèlres,  publié  par  Ftultsch  (Pappus,  p.  ii.i6-ii65) 
et  provenant  d'un  Recueil  de  commentaires  sur  Ptolémée;  mais,  celle  fois,  on 
est  plutôt  en  prcscacc  d'un  remaniement  de  l'œuvre  de  Pappus. 
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solides  ayant  même  surface,  croit  intéressant  d'éniiniérer  les 
treize  polyèdres  semi-réguliers  découvert^  par  Archimède  et  qui 
jouissent  de  cette  propriété  que  leurs  faces  sont  des  polygones 
réguliers  de  diflérentes  natures.  Il  indique,  pour  chacun  de  ces 
polyèdres,  la  composition  des  faces,  le  nombre  des  sommets  et 
celui  des  arêtes;  puis,  abandonnant  ce  sujet  ('),  il  démontre  qu'à 
surface  égale  la  sphère  est  supérieure  en  volume  soit  à  un  po- 
lyèdre régulier  quelconque,  soit  à  un  cône  ou  à  un  cylindre.  Zéno- 
dore  avait  déjà  également  traité  les  mêmes  propositions;  il  les 
avait  même  étendues  à  tout  solide  engendré  par  la  révolution  d'un 
polygone  rectiligne  quelconque. 

Pappus  omet  cette  dernière  démonstration,  tandis  qu'il  reprend 
longuement  la  démonstration  des  théorèmes  d'Archimède  sur  la 
mesure  du  volume  et  de  la  surlace  de  la  sphère,  du  cône  et  du 
cylindre.  La  marche  qu'il  suit  se  rapproche  d'ailleurs  sensible- 
ment de  celle  qu'on  observe  d'ordinaire  aujourd'hui  pour  la 
même  théorie  en  Géométrie  élémentaire;  il  y  a  là  évidemment,  au 
point  de  vue  de  la  forme,  un  progrès  réalisé  depuis  Archimède, 
mais  comme  fond  il  n'y  a  rien  de  nouveau. 

Même  en  admettant  que  cette  nouvelle  exposition  appartienne 
exclusivement  à  Pappus,  on  voit  qu'au  moins,  dans  tout  son 
Livre  V,  il  travaille  plutôl  à  exposer  ce  qui  est  déjà  connu  et  à 
améliorer  les  théories  dues  aux  anciens  mathématiciens  qu'à 
poursuivre  des  travaux  originaux.  L'ensemble  de  la  Collection 
tnalhénialique  porte  en  général  le  même  caractère,  et  il  est  certain 
qu'on  attribue  à  Pappus  beaucoup  de  propositions  qui  ne  lui 
appartiennent  pas  plus  que  la  plupart  des  théorèmes  développés 
dans  nos  livres  d'enseignement  n'appartiennent  aux  auteurs  de  ces 
Ouvrages  (-). 

6.  Si  l'on  cherche  dans  le  recueil  de  Pappus  d'autres  théories 
rentrant  dans  le  cadre  des  Eléments,  il  ne  faut  pas  s'écarter  des 
Livres  III  et  IV  ('). 


(')  On  sait  que  la  curieuse  théorie  des  polyèdres  d'Arrhiinèdc  a  été  l'cstiluée 
par  Kepler  {Harmonia  mundi,  p.  ()2-(>ô;  1619]. 

(')  Il  faut  cependant  excepter  le  théorème  connu  sous  le  nom  de  Giildin,  que 
Pappus  énonce  comme  étant  s<jn  invention  et  qui  constiUie,  sans  contredit,  son 
véritable  titre  de  gloire. 

(    )  On  ^iiit  qui-  11-  Livre  l  Cil,  perdu  ;  rc  qui  r("il<- du  II' concerni'  l'ArilhiiK-lique  : 
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Dans  le  premier  de  ces  deux  Livres,  on  peut  signaler  les  propo- 
sitions 28  à  4^j  T^'i  paraissent  emprunlées  à  un  Ouvrage  intitulé 
/'«/'«d'oxe^et  connposé  par  sonErvcinosdontl'époquc  est  inconnue, 
mais  qui  vivait  probablement  bien  longtemps  avant  Pappus. 

Il  s'agit,  dans  ces  Paradoxes,  de  construire  à  l'intérieur  d'un 
triangle  (ou  plus  généralement  d'un  polvgone)  un  autre  triangle 
(polygone)  ayant  pour  base  une  partie  de  l'un  des  côtés  et  tel  que 
la  somme  des  autres  côtés  du  triangle  (polygone)  intérieur  soit  à 
celle  des  autres  de  l'extérieur  dans  un  l'apport  donné  (égale  ou 
plus  grande).  Ou  bien  encore  il  s'agit  de  construire  un  triangle 
ou  lin  parallélogramme  de  surface  plus  petite  qu'une  figure  simi- 
laire, mais  avant  chacun  de  ses  côtés  plus  grand  suivant  une  rela- 
tion donnée.  Les  solutions  données  sont  assez  élégantes,  et  malgré 
le  peu  d'intérêt  que  présentent  ces  problèmes  en  eux-mêmes,  la 
|)remière  série  pourrait  encore  aujourdMiui  offrir  quelcpies  exer- 
cices utiles. 

La  première  proposition  de  ce  qui  nous  resle  du  Livre  IV  nous 
offre  une  intéressante  généralisation  du  théorème  sur  le  carré  de 
l'hypoténuse. 

Soit  un  triangle  quelconque  ABC:  sur  les  côtés  AB,  BC  on  con- 
struit deux  parallélogrammes  quelconques  ABED,  BCFIL  On 
prolonge  les  droites  DE,  Fil  jusqu'à  leur  rencontre  en  G,  on  joint 
(?rB.  Pour  construire  sur  la  base  AC  du  triangle  un  parallélo- 
gramme dont  la  surface  soit  égale  à  la  somme  de  celles  des  deux 
premiers,  il  suffit  de  mener  par  A,  G  dos  parallèles  à  GB  jusqu'à 
leur  rencontre  en  L,  M  avec  les  côtés  des  parallélogrammes  DE, 
FH  et  de  joindre  L,  M. 

Nous  pouvons  certainement  regretter  le  début  du  Livre  IV,  si 
court  qu'il  paraisse  avoir  été,  car  il  devait  être  consacré  à  des 
théorèmes  analogues. 

Les  dix-sept  propositions  de  Pappus  qui  suivent  appartiennent 
encore  au  même  ordre  d'idées  que  les  Eléments;  mais  elles  pa- 
raissent empruntées,  comme  fond,  soit  aux  Livres  des  contacts 
d'Apollonius  (Pappus  traite  notamment  le  problème  de  mener  un 
cercle  tangent  à  trois  cercles  qui  se  louchent  entre  eux\  soit  à  des 
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travaux  sur  la  figure  de  râ'p6r;Acv  (tranchet)  inventé   par  Archi- 
niède  ('  ). 

Soient  deux  demi-cercles  A  et  Bse  touchant  extérieurement  à  une 
extrémité  de  leurs  diamètres;  soit  un  troisième  demi-cercle  C, 
avant  son  centre  sur  le  même  diamètre  et  les  enveloppant  en  les  tou- 
chant. Dans  l'espace  compris  entre  A,  B  et  C,  on  inscrit  un  cercle 
Do  ;  dans  l'espace  entre  C,  Dq  et  A  (supposé  plus  grand  que  B),  un 
second  cercle  D,  -,  entre  C),  D,  et  A,  un  troisième  Do  et  ainsi  de 
suite:  soient  (t/q,  âf(,  d-^^  ...  les  distances  des  centres  de  Dq,  D], 
D2,  ...  au  diamètre  sur  lequel  sont  construits  les  demi-cercles  A, 
B,  C;  si  D,,  représente  le  diamètre  du  cercle  correspondant,  on 

aura 

c/„  =  {il  -f-i,)D„. 

7.  On  sait  du  reste  qu'en  dehors  des  écrits  qui  nous  restent 
d'Archimède  et  d'Apollonius,  c'est  uniquement  dans  la  Collec- 
tion de  Pappus  qu'il  faut  étudier  la  Géométrie  supérieui-e  des 
anciens;  on  sait  aussi  que  cette  Géométi^ie  se  divisait  en  deux 
branches  bien  distinctes  :  l'une,  suivant  les  voies  nouvelles  ouvertes 
par  le  génie  du  Syracusain,  s'élevait  à  l'invention  de  courbes  et 
de  surfaces  et  abordait  les  problèmes  des  quadratures  et  des  tan- 
gentes; l'autre,  ne  dépassant  ni  le  domaine  déjà  exploré  avant 
Euclide,  ni  le  cadre  général  de  ses  travaux^  développait  de  plus 
près  les  germes  contenus  dans  les  Eléments  en  approfondissant 
la  Géométrie  de  la  droite  et  du  cercle  et  en  étudiant  les  propriétés 
des  coniques. 

C'est  sur  ce  terrain,  dans  le  ~z~zz  àvaA'jo[/evo;,  comme  l'appelle 
Pappus,  que  l'effort  de  la  Géométrie  ancienne  a  été  le  mieux  suivi 
et  a  produit  les  résultats  les  plus  complets;  mais  nous  devons 
réserver  pour  une  étude  ultérieure  l'histoire  de  ces  travaux  et 
revenir  au  Commentaire  de  Proclus  sur  le  premier  Livre  d'Euclide. 
Bornons-nous  donc,  pour  le  moment,  à  résumer  les  conclusions 
qui  ressortent  de  ce  Chapitre. 


C)  Dans  l'écrit  arabe,  les  Letnmes  attribues  à  Archimède,  les  lemmes  1,4,  ^ 
et  6,  se  retrouvent  cliez  l'appus.  Celui-ci  dit  seulement  que  la  proposition  qu'il 
dévelojipe  est  ancienne  et  se  trouve  dans  divers  Ouvrages;  peut-être  l'Ouvrago 
original  d'Archimède  était-il  déjà  perdu,  et  Pappus  n'était-il  pas  suffisamniciil 
assuré  de  la  valeur  de  la  tradition   relative  à  V %[/{^r^'i,vt . 
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On  semble  avoir  eu  pleinement  conscience,  dès  ranliquilé,  des 
lacunes  frappantes  que  présente  le  cadre  étroit  des  Eléinenta. 
Pour  combler  ces  lacunes,  les  modernes  vont,  d'une  part,  fait  entrer 
la  matière  des  Livres  d'Archimède  :  de  la  mesure  du  cercle;  de 
la  sphère  et  du  cylindre  ;  d'un  autre  côté,  ils  y  ont  réuni  les  élé- 
ments de  la  spliérique  des  anciens.  La  Collection  de  Pappus 
témoigne  déjà  de  quelques  tentatives  faites  dans  ce  sens. 

Mais  ces  tentatives  n'ont  pas  abouti  à  une  réforme  de  l'ensei- 
gnement qui  eût  nécessité  une  refonte  complète  des  derniers 
Livres  d'Euclide.  Les  autres  lacunes  de  détail  qu'on  pourrait 
signaler  dans  les  Eléments  se  trouvèrent  d'ailleurs  comblées  dans 
les  Ouvrages  consacrés  à  l'analjse  géométrique.  L'œuvre  d'Eu- 
clide ne  reçut  donc,  comme  adjonction,  pendant  toute  l'antiquité, 
([ue  quelques  travaux  relatifs  aux  polyèdres  réguliers.  Mais  ceux 
qui  furent  cboisis  pour  cette  adjonction  n'ont  guère  dû,  ce  semble, 
cette  faveur  qu'à  leur  brièveté,  et  d'autres  ont  été  négligés  qui 
sans  doute  valaient  mieux.  Enfin,  quoique  l'un  de  ces  écrits  soit 
des  derniers  jours  de  l'antiquité,  on  ne  voit  guère  qu'aucun  travail 
sérieux  de  Géométrie  élémentaire  ait  été  fait  après  la  période 
alexandrine,  et  à  partir  de  l'établissement  de  l'empire  romain. 
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Paul  TANNERY.  —  Notice  sur  les  deux  Lettues  arithmétiques  de  Ni- 
colas RiiABDAS  (texte  grec  et  traduction).  —  Extrait  des  Notices  et  oxtrails 
des  IManuscrits  de  la  Bibliothèque  Nationale,  etc.,  t.  XXXII,  1""  Partie.  — 
Paris,  Klincksieck,  1886;  in-|°,  i36  pages. 

Cette  publication  renferme  les  Opuscules  arithmétiques,  jus- 
qu'alors inédits,  d'un  mathématicien  byzantin  de  la  première 
moitié  du  xiv*^  siècle  dont  M.  Paul  Tanncrv  a,  le  premier,  fait  con- 
naître les  manuscrits  dans  un  article  publié  ici  même,  en  sep- 
tembre 1884  :  Manuel  Moschopoiilos  et  jVicolas  Rlicibclas.  Nous 
pouvons  donc  renvoyer  nos  lecteurs  à  cette  étude;  elle  fait  suffi- 
samment ressortir  l'intérêt  spécial  qui  s'attache  à  ces  documents. 

Le  texte  grec  est  accompagné  d'une  traduction  française  très 
soignée  et  suivie  d'index  détaillés.  Enfin  il  est  précédé  d'une  No- 
tice cjui,  en  deiiors  des  renseignements  attendus  par  les  érudits 
auxquels  cette  publication  est  spécialement  destinée,  présente  un 
précis  très  neuf  de  ce  que  l'on  sait  sur  l'histoire  du  calcul  chez 
les  Grecs. 


MELANGES. 

HÉRON    SUR    EUCLIDE; 
Par  m.  p.  TANNEUY. 

1.  Après  avoir  indiqué  les  additions  que  reçut,  dans  l'antiquité, 
le  cadre  des  Eléments  d'Euclide,  nous  avons  à  rechercher  quels 
travaux  furent  tentés  ou  accomplis  à  l'intérieur  de  ce  cadre  même. 
Mais  désormais  le  champ  de  notre  étude  se  restreint  singulière- 
ment, car  des  deux  seuls  documents  grecs  auxquels  nous  puissions 
recourir,  l'un,  le  Commentaire  de  Pioclus,  se  borne  au  premier 
Livre  des  Eléments,  l'autre,  les  Déjinitions  des  termes  de  Géo- 
métrie^ attribuées  à  Héron,  ne  touche  ni  les  théorèmes,  ni  leurs 
démonstrations. 

Ihill.  des  Sciences  inalhéin.,  x'  scrio,  l.  \1.  (M;ii   1)^)^7.)  7 
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Il  existe  cepcndaiiL,  clans  un  niamiscril  arabe,  sur  les  si\ 
premiers  Livres,  une  suite  de  scolies  qui  portent  le  nom  de 
Héron.  Celte  troisième  source  n'a  pas  été  utilisée  jusqu'à  présent, 
et,  en  attendant  la  traduction  que  prépare  mon  excellent  ami 
Léon  Rodet,  je  ne  puis  moi-même  en  faire  qu'un  usage  restreint. 
Il  m'est  cependant  loisible  d'entrer  dans  des  détails  suffisants  pour 
en  faire  reconnaître  l'importance  et  pour  indiquer  les  principales 
conclusions  qu'on  peut  tirer  de  son  étude. 

Je  dois  dire  d'abord  comment  j'ai  été  amené  à  v  recourir.  Une 
grave  question,  et  des  plus  difficiles  à  élucider  complètement,  se 
pose  à  propos  d'Euclide.  A  partir  de  quel  moment  les  Eléments 
sont-ils  devenus  classiques  pour  l'enseignement  de  la  Géométrie 
dans  l'antiquité?  Quand,  par  suite,  a-l-on  commencé  à  les  com- 
menter comme  un  Ouvrage  classique? 

Dans  des  essais  spéciaux  (')  où  j'ai  déjà  abordé  cette  question, 
j'ai  chercli(' à  montrer  que  l'adoplion  universelle  des  Eléments  ne 
paraît  pas  avoir  eu  lieu  immédiatement  ni  s'être  cfTectuée  sans 
certaines  tentatives  de  modifications,  dont  une  au  moins  a  réussi; 
car  le  litre  de  notions  communes  [y.z'.vA  ïvvs'.a-.),  donné  aux.  axiomes, 
est  bien  certainement  une  expression  stoïcienne,  et  l'on  peut 
croire  qu'il  n'a  pas  seulement  été  subslilué  à  un  autre,  mais  bien 
mis  en  tête  d'une  liste  do  proj)ositions  admises  par  Euclide  sans 
démonstration,  mais  que  lui-même  n'avait  pas  cru  utile  de  réunir 
ainsi  qu'elles  l'ont  été  après  lui. 

Dans  un  travail  dont  le  caractère  ne  peut  être  exactement  défini, 
Apollonius,  procédant  également  suivant  les  idées  de  l'Ecole  du 
Portique,  |)roposa  une  série  de  définitions  dans  lesquelles  il  insista 
sur  l'origine  <;oncrète  des  notions  géométriques.  Il  indi(|ua  égale- 
ment diverses  autres  modifications  de  détail  relatives,  soit  aux 
axiomes,  soit  aux  |)ropositi()ns. 

Quant  à  Héron  d'Alexandrie,  M.  Cantor  avait  (h'jà  soutenu 
l'opinion  qu'il  était  assez  inq)robal)le  (prun  auteur  j^araissant 
aussi  original  se  (ut  astreint  à  commenter  les  Eléments.  A  la 
vérité,  de  son  temps,  l'Ouvrage  était  probablement  devenu  partout 


(')  l'ublics  dans  le  Bulletin  des  Sciences  niathcni(ili(]iies  cl  (tstronomiques  : 
Quelques  fragments  d'Apollonius  de  Pcrge,  1881.—  Sur  tes  fragments  de  Hé- 
ron d'Alexandrie  conserves  par  Proclus,  uSSu  —  Les  axiomes  d'Euclide,  i88j. 
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classique;  c'osl  bien  en  elTcl  celui  f[Lic  vise  répiciirien  Zenon,  de 
Sidon,  dans  son  Ouvrage  contre  la  certitude  géométrique,  que 
réfuta  Posidonius  [Proclus,  199,  etc.).  Mais  on  semble  toutefois 
encore  loin  de  l'âge  réel  des  commentateurs. 

J'ai  donc  essayé  de  montrer  que  les  citations  de  Héron  dans 
Proclus  ne  suffisaient  point  pour  conclure  à  l'existence  d'un  Com- 
mentaire de  Héron  sur  Eucbde  ;  qu'elles  pouvaient  avoir  été  em- 
pruntées par  Porphyre  ou  Pappus  au  grand  Ouvrage  de  Héron 
sur  la  Géométrie  pratique.  J'admettais  implicitement  la  même 
origine  pour  les  scolies  arabes  que  je  trouvais  mentionnés,  d'après 
Fabricius,  dans  un  manuscrit  oriental  delà  Bibliothèque  de  l'Uni- 
versité de  Lejde  :  «  Eaclidis  Pytliagorœi  Elementorum  libri  VI, 
cum  commentariis  Saidi  ben  Masoud  et  cum  scholiis  Ilerojiis 
ad  quœdam  problemata.  >> 

Toutefois,  en  présence  des  objeclions  adressées  par  Heiberg  à 
mes  conclusions,  j'ai  jugé  utile  de  vérifier  ce  que  pouvaient  être 
en  réalité  ces  scolies  de  Héron,  et  je  me  hâte  de  dire  que  cette 
vérification  m'a  conduit  ù  reconnaître  le  mal-fondé  de  la  thèse  que 
je  soutenais  après  M.  Gantor.  Héron  a  efl'ectivement  écrit  un 
Gommentaire  sur  Euclide,  et  même  ce  Gommentaire,  auquel  Por- 
phyre et  Pappus  ont  fait  dans  la  suite  de  nombreux  emprunts,  est 
loin  d'être  de  nature  à  rehausser  l'idée  que  nous  nous  faisons  de 
l'ingénieur  alexandrin. 

2.  Le  curateur  de  la  Bibliothèque  de  l'Université  de  Levdc  et  le 
conservateur  du  legs  warnérien  ont  bien  voulu  mettre  à  ma  dis- 
position, avec  la  plus  gracieuse  libéralité,  le  manuscrit  dont  j'ai 
parlé,  pendant  tout  le  temps  nécessaire  pour  prendre  copie  des 
Gommentaires  sur  Euclide. 

Ge  manuscrit,  le  JTaviiei-ianas  391),  numéroté  10G8  dans  le 
Gatalogue  de  171C,  paraît  deux  fois  dans  le  Gatalogue  de  1840, 
d'une  part  sous  le  n°  965  pour  la  première  Partie  qui  contient  les 
Eléments  d'Euclide,  de  l'autre  sous  le  n"  988  pour  la  seconde 
Partie,  les  Splicriques  de  Ménélas.  Le  Gatalogue  moderne  ne  ren- 
ferme plus  d'ailleurs  la  mention  de  Héron,  mais  donne,  en  latin, 
la  Notice  suivante  pour  le  n"  9Co. 

«  Eléments  d'Jùiclid(!,  d'après  la  version  d'cl-Hajjàj-ben-Yusuf- 
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Malar  ('),  avec  un  (^oinmcnlalrc  dont  l'auteur  est  Abul-Ahhas-el- 
Fadl-ben-Ilàtini-an-Nirizi,  géomètre  et  astronome  assez  connu  du 
m®  siècle  de  l'hégire.  Ce  manuscrit  contient  en  outre  des  gloses 
sur  ce  Commentaire,  de  Séid-ben-Masoud-ben-A.lkass-liillali,  qui 
]:)araît  avoir  vécu  au  v"  siècle.  Le  copiste  (Abou-Saïd-Mobammed- 
al-Baihaki-al-Barzubi)  s'est  arrêté  au  commencement  du  Livre  YJL 
La  souscription  atteste  ([ue  le  Livre  \1  a  élé  terminé  en  o.ly 
(il  44/5  de  notre  ère).  Nous  avons  donc  ici  un  manuscrit  ancien, 
du  reste  correctement  écrit  et,  autant  qu'on  le  saclie,  uni(|ue.   » 

On  ne  connaît  pas  en  ellet  d'autre  exemplaire  de  la  version  de 
Hajjâj,  la  plus  ancienne  traduction  d'Euclide  en  arabe,  qui  a  été 
faite  sous  le  kbalifat  d'IIaroun-ai-llcscliid  et  corrigée  par  Hajjâj 
lui-même  sous  celui  d'Almamoun.  On  croit  toutefois  que  les 
Livres  X.I  à  Xlll  (des  solides)  de  cette  version  sont  contenus  dans 
le  manuscrit  81  de  Copenliague,  qui  a  été  examiné,  ainsi  que  celui 
de  Lej'de,  par  Klamrotb  [^Ueber  den  arabischen  Euklid  (-)]; 
mais  le  savant  orientaliste  n'a  pas  porté  son  attention  sur  le  travail 
d'el-Fadl,  qui,  comme  le  dit  la  Préface,  a  été  extrait  par  lui  des 
commentaires  des  géomètres  anciens. 

Or,  c'est  dans  cette  conq)ilation  que  revient  assez  lVé(|ucmmcnt 
le  nom  de  Héron,  comme  celui  de  l'un  des  piincipauv  auteurs 
qui  ont  servi  à  la  former.  L'authenticité  des  extraits  ainsi  attribués 
à  Héron  peut  d'ailleurs  être  démontrée  facilement,  si  on  les  ra|)- 
proclie  du  commentaire  de  Proclus. 

Je  me  bornerai  à  faille  ce  rapprocbcment  sur  deux  points,  que 
je  clioisirai  d'ailleurs  de  manière  à  indiquer  suffisamment  le  ca- 
ractère du  tiavail  de  Héron  et  à  montrer  en  même  temps  que 
nombre  de  démonstrations,  données  par  Proclus  sans  aucune  réfé- 
rence, dérivent  en  réalité  de  rAlexandrin. 

3.  On  sait  (pie  la  première  proposition  d'Euclide  consiste  à 
construire  un  triangle  équilatéral  sur  une  droite  donnée  comnjc 


(•)  Ce  rcnscisnciiionl  csl  lire  de  la  Pri'r.iro.  I.i"  ir<)iUis|ii(C  ;illrii)iie  au  toiiLr.iiro 
à  Iqlias-bcn-Iloiieiii  la  Iraducliou  du  Livre  «  d'Kuclidc  le  pylliagoricien  ». 

{')  Zeilschrifl  fier  (Iciilsrlicii  niorgcnhcntlischen  Gesellsrliaft,  t.  \\\\. 
p.  ■î-o-'i-i^;  i88i. 
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base.  Comme,  dans  ses  posLulats  de  conslriiclion,  il  ne  se  donne 
pas  la  llberlé  de  prendre  à  partir  d'nn  point  donné  une  longueur 
donnée,  sa  première  proposition  lui  sert  à  résoudre  immédiatement 
cette  seconde  question. 

Or,  dans  Proclus  (p.  218-219),  nous  voyons  résoudre  les  pro- 
blèmes de  construire,  sur  une  base  donnée,  comme  première  pro- 
position, soit  un  triangle  isoscèle,  soit  un  triangle  scalène. 

Pour  l'isoscèle,  il  prolonge  la  ligne  AB  dans  les  deux  sens,  et,  en 
décrivant  des  points  A  et  B  des  cercles  (A)  et(B),  il  peut  prendre, 
sur  chacun  de  ces  prolongements,  des  long^ueurs  AG,  BD  égales 
à  AB.  Dès  lors,  en  gardant  les  mêmes  centres,  mais  en  prenant 
pour  rayon  AD  =  BC,  il  obtient  par  l'intersection  de  deux  nou- 
veaux cercles  (G)  et  (D)  le  sommet  d'un  triangle  isoscèle  syant 
AB  pour  base  (  '  ). 

Pour  le  triangle  scalène,  il  lui  suffit,  après  avoir  décrit  les 
cercles  (A),  (B),  de  prendre  comme  sommet  un  point  quelconque 
intérieur  à  (A)  et  extérieur  à  (B). 

«  Tout  cela  est  rebattu  »,  ajoute  Proclus,  preuve  bien  claire 
qu'il  emprunte  les  solutions  qu'il  vient  de  reproduire.  Vo_^'ons 
maintenant  ce  que  nous  donne  le  commentaire  arabe  sur  la  propo- 
sition I  d'Euclide. 

Héron.  —  «  Si  l'on  nous  demande  pourquoi  Euclide  s'est  pro- 
posé tout  d'abord  de  construire  sur  une  ligne  donnée  un  triangle 
équilatéral,  sans  se  préoccuper  de  commencer  par  un  triangle 
isoscèle,  je  répondrai  (pi  il  n'a  pas  agi  ainsi  par  impuissance,  mais 
parce  que  la  (aciiité  et  la  brièveté  de  la  construction  du  triangle 
équilatéral  convenaient  mieux  à  un  début.  Mais,  quand  on  peut 
laire  l'une  de  ces  constructions,  on  peut  faire  l'autre,  et  l'une  peut 
ctre  substituée  à  l'auti^e. 


(')  Je  n'insisLe  pas  sur  la  singulaiilc  de  cetlc  solution.  Il  faut  se  rendre  compte 
du  l)uL  proposé,  qui  est  évidennnicnt,  non  pas  de  construire  un  triangle  isoscèle 
en  général,  mais  de  substituer,  pour  la  solution  du  problème  II,  à  l'équilatéral 
d'Euclide  un  isoscèle  construit  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées.  Toutefois, 
avec  les  mêmes  postulats  de  construction  et  sans  s'appuj'cr  sur  aucun  théorème, 
il  est  possible  de  construire,  sur  une  base  donnée,  un  isoscèle  (iuclc()n(|uc.  Co 
problème  se  trouve  résolu  dans  un  scolic  ^rcr  inédil  (  Ms  <lc  la  I)ililiollir(|uc  na- 
lionalr,  fonds  grec  'l'û'l.  fui.  nyi  v.    , 
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))  Je  vais  au  rcslc  enseigner  la  conslruclion  {riiii  triangle  isoseùle 
sur  une  droite  donnée.  D'abord  supposons  la  fiyurc.  »  Suit  identi- 
quement la  construction  de  Proclus,  qui  paraît  seulement  avoir  un 
peu  abrégé  la  démonsti'ation. 

((  Je  vais  maintenant  montrer  comment  on  peut,  sur  nne  droite 
donnée,  construire  un  triangle  scalène.  Je  considérerai  trois  cas  : 

»  i'^'  cas.  —  La  droite  donnée  est  plus  grande  que  l'un  des 
côtés  et  plus  petite  que  l'autre.  »  Suit  la  conslruclion  de  Proclus. 

«  '2"  cas.  —  La  droite  donnée  est  plus  petite  que  cliacun  des 
deux  autres  côtés. 

»  3*  cas.  —  La  diollc  donnée  est  plus  grande  que  cliacun  des 
deux  autres  côtés.  » 

Pour  ces  deux  derniers  cas,  que  Proclus  avait  évidemment  sous 
les  yeux,  mais  qu'il  a  négligés,  Héron  procède  toujours  de  la 
même  façon;  pour  le  dernier,  il  se  contente  d'ailleurs  de  prendre 
le  sommet  du  scalène  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles 
(A),  (B),  sans  se  préoccuper  de  la  possibilité  que  le  triangle  soit 
alors  isoscèle;  pour  le  cas  précédent,  il  choisit  un  point  sur  la  cir- 
conférence du  cercle  (D)  et  à  l'extérieur  du  cercle  (A).  Je  crois 
inutile  de  reproduire  les  démonsliations,  qui  n'ont  aucun  intérêt. 

4.  J'emjiruntcrai  le  second  exemple  au  commentaire  sur  la 
proposition  I,  4^]  (ibéorèmc  sur  le  carré  de  l'hypoténuse).  Proclus 
(p.  4^9)  nous  dit  :  «  La  démonstration  du  Maître  élant  très 
claire,  je  j)ensc  cpTil  faut  n'y  rien  ajouter  de  superllu,  mais  se 
contenter  du  texte,  car  ceux  cpii  ont  voulu  y  faire  des  additions, 
comn\e  Pappus  après  Héron  (cî  r.tp:  "llpwva  v.x:  llx7:-cv),  ont  été 
forcés  de  prendre  comme  lemmes  des  pro|H)sitions  démontrées 
dans  le  Livre  VL  sans  aucun  résultat  utile  pour  la  matière 
traitée.   » 

La  clef  de  ce  passage  nous  est  donnée  par  le  manuscrit  de  Levde  ; 
l'addition  faite  par  Héron  consiste  à  prouver  (pie  les  trois  lignes 
auxiliaires  emj)loyées  dans  la  déuïonstration  euclidienne  se  coupent 
en  un  même  point. 

Or  il  est  clair  fpie  la  preuve  naluicllc  doit  s'appuyer  sur  la 
théorie  de  la  simililuilc,  c'est-à-dire  sur  le  Livre  VL  Héron  a 
réalisé   le   loiir    de    (oice.    un    |)cii    piiéiil.    de  se    passer    de    celle 
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ihcorie;  mais,  ])Oiir  cela,  il  a  élé  obligé,  comme  le  dit  Piocliis, 
d'établir  quelques  Icmmes  préalables,  qui  découlent  immédiate- 
ment du  principe  de  la  similitude,  tandis  qu'il  les  démontre  à 
l'aide  d'artillces  analogues  à  ceux  dont  Euclide  s'est  servi  dans 
son  Livre  I,  pour  éviter  d'avoir  recours  à  ce  principe. 

Ainsi  le  premier  de  ces  lemmes  est  le  suivant  : 

<(  T.  Si,  dans  un  triangle  AI^C,  on  mène  DE  parallèle  à  la  base 
lîC,  que  l'on  prenne  le  milieu  F  de  BC  et  qu'on  le  joigne  au 
sommet  A,  la  droite  AF  coupera  DE  en  un  point  G  qui  en  sera 
le  milieu. 

»  En  effet,  menons  par  A,  HK  parallèle  à  BC,  par  D  et  E, 
IIDL  et  KEM  parallèles  à  AGF,  joignons  enfin  DF  et  EF.  Les 
triangles  ABF,  ACF  sont  éf[uivalents,  comme  avant  des  bases 
égales,  et  leur  sommet  F  commun.  Les  triangles  BDF  et  FEC 
sont  aussi  équivalents  comme  ayant  des  bases  égales  BF=:EC, 
et  étant  compris  entre  les  mêmes  parallèles  BC,  DE.  Retranchons 
membre  à  membre,  il  _y  aura  é([uivalence  entre  les  triangles  ADF 
et  AEF,  dont  la  base  commune  AF  est  également  la  base  des  pa- 
rallélogrammes AL,  AM.  Ces  parallélogrammes,  d'après  le  raison- 
nement d'Euclide  (1,  40'  seront  donc  équivalents  :  donc,  etc..» 

Ce  premier  lemme  sert  à  démontrer  le  second,  qui  se  rapporte 
au  cas  où  la  parallèle  à  la  base,  au  lieu  de  couper  le  triangle, 
coupe  les  prolongements  des  côtés  et  de  la  médiane  au  delà  du 
sommet  A.  La  démonstration  se  fait  en  construisant  une  parallèle 
symétrique  du  côté  de  la  base;  cette  construction  s'effectue  en 
reportant  sur  les  côtés,  à  partir  du  sommet,  les  longueurs  des 
segments  interceptés  sur  leurs  prolongements;  on  démontre  faci- 
lement le  parallélisme  à  la  base  de  la  droite  qui  joint  les  points 
ainsi  obtenus,  et  l'on  applique  le  lemme  L 

Mais  préalablement  ïïéron  (à  moins  que  ce  ne  soit  le  commen- 
tateur arabe)  se  croit  obligé  à  la  tlémonstration  bien  inutile  de  ce 
fait  que,  si  l'un  des  points  syniétriques  par  rapport  à  A  des  inter- 
sections des  côtés  prolongés  avec  la  parallèle  tombe  d'un  côté  de 
la  base,  l'autre  tombera  du  même  côté. 

((  Si,  dit-il,  on  mène  entre  deux,  parallèles  AB,  CD  trois 
droites  AD,  BC,  EF,  se  cou[)ant  en  un  même  point  G,  je  dis  (pie, 
si  CF  =  FD,  on  aura  AE  =  EB. 

»    Pour  le  (lénioulrcr,  je  dis  dabord  (pie,  suivant  f|ue  l'on  aura 
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AG  plus  grand  que,  égal  à  ou  plus  petit  que  GD,  on  aura  de 
même  BG  plus  grand  que,  égal  à  ou  plus  petit  que  GC.  Ainsi 
supposons  AG  >  GD,  je  dis  que  BG  sera  >  GC  ;  car  il  ne  peut 
être  ni  égal  ni  plus  petit. 

Si,  en  effet,  on  avait  BG  =  GC,  prenant,  sur  GD,  GM  r=  AG, 
les  côtés  AG,  GB  du  triangle  AGB  seraient  respectivement  égaux 
aux  côtés  MG,  GC  du  triangle  MGC,  et  l'angle  compris 

AGI}  =  CG.M  (  proj).  ij  ). 

Dès  lors,  d'après  (4),  les  triangles  sont  égaux  :  donc  les  angles  GCM 
et  ABG  seront  égaux;  donc  (o.^)  CM  sera  parallèle  à  AB  ;  donc 
(3o)  elle  sera  parallèle  à  CD;  or  ces  droites  se  coupent,  ce  qui  est 
absurde.  On  ne  peut  donc  avoir  BG  =  GC. 

«  Si  maintenant  on  avait  BG  <<  GC,  prenant,  sur  GC,  GK  =  BG 
et  joignant  KM,  on  démontrera  de  même  que  KM  est  parallèle  à 
AB,  donc  à  CD,  ce  qui  est  absurde. 

De  même,  si  l'on  a  AG=:GD,  on  démontrera  que  BG  ne 
peut  être  ni  plus  grand  ni  plus  petit  cpic  GC,  qu'il  lui  est  donc 
égal.  De  même,  si  AG  <;  GD,  on  prouvera  que  BG  <;  GC.  » 

Suit  la  démonstration  proprement  dite  du  lemme  énoncé. 

Le  troisième  lemme  est  plus  intéressant,  et  c'est  lui  qui  con- 
stitue en  fait  le  nerf"  de  la  démonstration  j)our  la  proposition  à 
|)rouver. 

Ce  lemme  est  la  réciproque  d'Euclide,  1,  4^.  Il  s'agit  de  prouver 
que,  si  un  parallélogramme  AB  est  découpé  en  quatre  autres 
ADGE,  DF,  FGCB,  CE,  en  sorte  que  DF  et  CE  soient  équivalents, 
le  sommet  commun  G  sera  sur  la  diagonale  AB  {fig.  i). 

Pour  le  prouver,  Héron  prolonge  AG  jusqu'à  la  rencontre  en 
II  avec  FC,  et  joint  IIB.  Il  s'agit  de  prouver  que  HB  est  dans  le 
prolongement  de  AH. 

Les  autres  lignes  de  la  ligure  étant  iracées,  «  les  aires  DF,  EC 
étant  égales,  les  triangles  DGF,  ECG  seront  équivalents.  Ajoutant 
à  chacun  le  triangle  GCF,  les  triangles  D(]F,  ECF  seront  équi- 
valents. Comme  ils  ont  même  base  CF,  d'après  (4<j)i  CF  sera  pa- 
rallèle à  DE.  Mais,  d'a[)rès  (34),  (29)  et  ('^6),  les  triangles  AEK, 
DKG  seront  égaux  :  donc  EK.  =  KD5  donc,  d'après  le  lenime  II, 
CM  =  flF.  Maïs  (34)  MF  =  CCi  et  les  angles  I3FH  :=  IICG.  Donc 
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(4)  les  triangles  sonl  égaux,  BH  =:  IIG  et  les  angles  BlIF  =  CHG. 
Ajoutant  de  part  et  d'autre  l'angle  GHF,  la  somme  des  angles 
CHG  H-  GHF  ^  BHF  +  GHF.  Mais  la  première  somme  est  égale 

Fig.  .. 


à  deux  droits,  donc  aussi  la  seconde.  Ainsi,  du  point  H  de  la 
droite  CF,  on  a  mené,  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  HA  et 
HBqui  font  avec  elle  et  d'un  même  côté  des  angles  dont  la  somme 
est  de  deux  droits.  Donc  HA  et  HB  sont  en  ligne  droite  )>. 

c.    Q.    K.    IJ. 

Nous  arrivons  enfin  à  la  proposition  qu'il  s'agit  de  démontrer. 
«  Soit  ABC  un  triangle  rectangle  en  A  {fig.  2);  construisons 

Fig.  2. 


sur  BC  le  carré  CD,  sur  AB  le  carré  ABEF,  sur  AC  le  carré  ACGH. 
Menons,  par  A,  AKL  perpendiculaire  sur  BC,  joignons  EC,  qui 
coupe  AL  en  M,  joignons  MB  et  MG  ;  je  dis  que  ces  deux  droites 
sont  sur  le  prolongement  l'une  de  l'autre. 

»  Prolongeons   EB  et  GC  jusqu'à  leur  rencontre  en  N.  cl  leurs 
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parallèles  GII,  EF  jusqu'à  leur  renconlrc  en  O;  inoiions  par  M 
PMQ  parallèle  à  EO,  et  SMll  parallèle  à  FC  ;  joignons  OA,  IIF. 

»  Comme  HA.  =  AC,  que  FA  =  AB  et  que  les  angles  FAII  =  BAC, 
les  triangles  sont  égaux;  donc  B(]  =  JIF  et  les  angles  AlU^  =  IIFA. 
Mais,  comme  AK.  est  ])crpen(liculaire  à  la  base  du  triangle  rec- 
tangle, les  angles  ABC  =  CAK,  et,  d'autre  part,  les  diagonales  FH, 
AO  secoupanten  Y,et  FY  étant  égal  à  YA,  les  angles  HFA=  OAF. 
Donc  les  angles  OAF  =  CAK.  Ajoutons  OAC  de  part  et  d'autre; 
OAC  H-  OAF  =  MAC  +  CAO.  Mais  (t3)  la  première  somme  est 
de  deux  droits;  donc  aussi  la  seconde;  donc  OAM  est  une  ligne 
d  ro  i  te . 

»  Or  elle  est  la  diagonale  du  parallélogramme  OM;  dès  lors, 
d'après  (43),  les  aires  AS  =  AQ.  Ajoutons  de  part  et  d'autre  l'aire 
AM,  les  aires  MH  =  MF.  ]\Jais,  dans  le  parallélogramme  Fi\ 
coupé  par  la  diagonale  ]*^MC,  les  aires  MF  =  MN.  II  y  a  donc  éga- 
lité entre  les  aires  MN,  JMH.  Dès  lors,  d'après  le  lemme  111,  BM 
et  MG  sont  en  ligne  droite.  »  c.  q.  r.  i). 

o.  Sur  la  proposition  48  et  dernière  du  premier  Livre  (réci- 
proque du  théorème  sur  le  carré  de  l'hypoténuse),  nous  retrouvons 
encore  dans  le  Commentaire  arabe,  sous  le  nom  de  Héron,  la 
démonstration  anonyme  donnée  par  Proclus;  les  lettres  ('),  difl'é- 
rentes  de  celles  d'Euelide,  se  corres|)ondent  exactement,  comme, 
au  reste,  pour  le  Commentaire  sur  la  proposition  I.  Seuientent, 
dans  cette  démonstration  par  l'absurde,  la  seconde  hvpolhèse, 
développée  par  Proclus  comme  la  [)remièrc,  ne  l'est  pas  dans  le 
texte  arabe,  où  il  est  seulement  indiqué  qu'elle  se  traiterait  (h; 
jnème. 

Ces  extraits  suKlsent  [)our  le  l)ut  (pie  je  inétais  proposé.  11  est 
clair  ((ue,  si  intéressants  que  puissent  èlrc  hisloru[uenient  les 
•scolies  arabes  qui  portent  le  nom  de  Héror),  on  ne  peut  guère 
leur  attribuer  une  valeur  scientifique  considérable.  Dans  les  autres 
Livres  pour  lesquels  le  Commentaire  de  Proclus  est  perdu,  il  n'y 
a  guère  de  reniarcpiable  (-)  ([uc;  1  idée  de  ilénioiilrcr  sans  ligures 


(')  Dans  les  cxliails   qui    prcccdcnl,  j'ai    suhsliuio  aux  IcUics  t;icctiucs  les  nt- 
iiiaincs  tic  niènic  rang,  en  ne  roinplanl  pas  .1  eoiiinic  lelli'e. 

(•')   .l'iil)si'i\  e,  à   litre  de    curinsilé,  i|ni',  d.m-  li-  Ijvjc  III.    Ih  rnii  iiil(r\  cri  issail 
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les  propositions  du  Livre  II,  à  partir  de  la  seconde,  comme  cou- 
séquences  analytiques  de  la  première,  à  savoir 

a{b  -\~  c  -{-  d)  =  ab  -i-  ac  -+-  ad. 

En  tout  cas,  une  question  assez  grave  doit  se  poser  :  Est-il  pro- 
bable que  le  Commentaire  de  Héron  ait  encore  subsisté  intégrale- 
ment chez  les  Arabes,  et  soit  tombé  entre  les  mains  du  INirizi, 
vers  l'an  900  de  notre  ère? 

Je  n'hésite  pas  à  répondre  non  :  tout  d'abord,  il  est  certain  que 
nous  sommes  loin  d'avoir  en  entier  ce  Commentaire.  Ainsi,  dans  le 
texte  arabe,  rien  absolument  ne  correspond  à  telle  citation 
expresse  de  Pi-oclus  (e\.  p.  3od).  A  en  juger  par  ce  qui  nous 
reste,  le  Commentaire  de  Héron  paraît  avoir  été  très  complet  et 
très  détaillé;  mais  il  n'a  été  utilisé  que  d'une  façon  très  inégale  et 
tout  à  fait  insuffisante  pour  donner  une  idée  exacte  de  son 
étendue. 

En  second  lieu,  rien  ne  nous  prouve  que  le  Nirizi  ail  traduit  du 
grec  les  extraits  qu'il  nous  a  conservés;  il  cite  des  commentateurs 
arabes  qui  l'avaient  précédé,  par  exemple  Al-Kindi.  Ces  extraits 
peuvent  donc  avoir  été  faits  par  l'un  de  ces  commentateurs. 

Enfin  ils  peuvent  avoir  été  transmis  aux  Arabes  dans  un  Com- 
mentaire grec  d'une  époque  bien  postérieure  à  Héron.  A  lo  vérité, 
le  Nirizi  ne  paraît  aucunement  connaître  ni  Porphyre,  ni  Pappus, 
ni  Proclus.  Il  sait  toutefois  que  \e poslulaLum  des  parallèles  a  été 
l'objet  de  tentatives  de  démonstration  de  la  part  de  Ptolémée  et 
de  Diodore  (').  D'autre  part,  son  Commentaire  sur  les  définitions 
et  les  axiomes  du  premier  Livre  est  emprunté  à  un  auteur  grec 
dont  le  nom  ne  peut  être  transcrit  que  sous  la  forme  Simplicii/s  (-). 

Est-ce  le  fécond  commentateur  du  vi"  siècle?  A  côté  d'Aristote, 
aura-t-il,  lui  aussi,  entrepris  Euclide,   et  son  œuvre  se  scra-t-elle 


l'ordre  des  propositions  5  et  6,  le  cas  de  langciice  de  deux  cercles  lui  puraissuiiL 
devoir  précéder  le  cas  d'inLcrscclion. 

(')  Nous  n'en  savions  rien  pour  ce  dernier,  qui  est  probablonicnL  le  inalliéina- 
licien  alexandrin  vivant  vers  la  (in  du  \"  siècle  avant  noire  ère. 

(^)  Le  Commentaire  sur  les  définitions  est  malheureusement  perdu  en  presiiue 
totalité,  par  suite  d'une  lacune  d'un  feuillet  dans  le  manuscrit.  Sur  les  axiomes, 
Héron  n'apparail  (jue  pour  une  courte  reniarciuc  d'un  caractèie  tout  à  fait  gé- 
néi-al. 


io8  IMU-MIEUI-    TA  un  H. 

conservée  en  Perse,  grâce  à  ses  relations  dans  ce  pavs,  lanclis  que 
toute  autre  trace  en  a  disparu  pour  nous?  On  ne  peut  à  cet  égard 
formuler  que  des  conjectures.  jNIais,  si  c'est  bien  lui  et  s'il  a  eu  le 
commentaire  de  Héron  à  sa  disposition,  on  ne  peut  douter,  d'après 
ses  habitudes,  qu'il  n'en  ait  fait  de  fréquents  extraits  dont  il  aura 
soigneusement  indiqué  la  source. 

En  tous  cas,  l'existence  du  travail  de  ce  Simplicius  est  bien 
constatée,  et  le  plus  probable,  quant  à  la  transmission  des  scolies 
de  Héron  aux  Arabes,  me  paraît  être  qu'elle  se  sera  faite  par  cet 
intermédiaire.  Mais,  comme  il  est  diflicilc  d'assigner  à  cet  auteur 
une  date  tant  soit  peu  reculée,  même  si  l'on  ne  voulait  pas  l'iden- 
tifier avec  le  philosophe  du  vi*-"  siècle  de  notre  ère,  plusieurs  diffi- 
cultés surgissent. 

Avait-il  lui-même  le  Commentaire  de  Héron  entre  les  mains?  On 
doit  le  penser;  car,  s'il  en  avait,  comme  Proclus,  emprunté  les 
extraits  à  Porphyre  et  à  Pappus,  il  aurait  sans  doute  utilisé  égale- 
ment ces  derniers  auteurs  auxquels  on  ne  j)eut  certainement  refuser 
un  certain  degré  d'originalité  ('),  et  l'on  devrait  l'ctrouver  leurs 
traces  dans  les  scolies  arabes.  Au  contraire,  s'il  avait  retrouvé 
l'Ouvrage  de  Héron,  on  comprend  qu'il  ait  pu  négliger  les  com- 
mentateurs postérieurs. 

On  arrive  donc  à  cette  conclusion  que  le  travail  de  Héron  sin- 
Euclide  devait  encore  exister  au  temps  de  Proclus;  ce  dernier 
aurait  donc  pu  l'utiliser  directement.  Mais  cela  n'entraîne  nulle- 
ment comme  conséquence  qu'il  l'ait  réellement  utilisé  de  la  sorte, 
et  je  ne  vois  aucun  motif  de  rétracter  l'opinion  contraire  que  j'ai 
émise  en  discutant  la  question  des  sources  de  Proclus. 


(')  Comme    au   conlrairc   l'rocliis  n'est   nulIcmciU  original,   on  peut    lies  l)ien 
admellre  que  Simplicius  n'ail  pas  tenu  compte  de  son  travail. 
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SUR  LES  FONCTIONS  A  ESPACES  LACUNAIRES; 
Pak  m.  E.  COURSAT. 

Dans  une  Note  insérée  au  l.  XCIV  des  CoinpLes  rendus,  p.  7i(), 
j'ai  énoncé  un  ihéorème  très  général  permettant  de  former  des 
lonctions  uniformes  monogènes,  n'existant  rpi'à  l'intérieur  ou  à 
Texlérieur  de  certaines  régions  du  plan,  limitées  par  des  courbes 
de  forme  cpielconque.  Ce  n'est  qu'après  la  |)ul)lication  de  cette 
Note  f|ue  j'ai  eu  connaissance  d'un  travail  de  M.  Poincaré  paru 
(juchpies  mois  auparavant  dans  les  Acta  Societ.atis  Feiinicœ 
(t.  Xllï),  oiî  le  savant  géomètre  démontre  un  théorème  absolu- 
ment identique.  Comme  la  démonstration  que  je  donne  n'est  pas 
tout  à  fait  la  même,  au  moins  dans  la  forme,  que  celle  de  M.  Poin- 
caré, comme,  d'autre  part,  l'exactitude  du  théorème  a  été  con- 
testée ('),  je  ne  crois  pas  inutile  de  reproduire  ici  celte  démon- 
stration dans  tous  ses  détails. 

Considérons  deux  s(''ries  à  termes  quelconques  : 

(i)  «I,     «72,      av,      ..., 

dont  la  seconde  est  absolument   convergente.   Le    théorème  en 
question  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Soit  C  une  circonférence  de  rayon  11  et  de  centre  .Tq,  ne  conte- 
nant à  son  intérieur  aucun  point  ai  et  passant  [)ar  un  seul  de  ces 
points  ;  la  série 


(3) 


(;onvergente  à  l'intérieur  de  C,  représente  dans  ce  domaine  une 
fonction  analytique  de  la  variable  x  qui  peut  être  développée  en 
série  suivant  les  puissances  croissantes  et  positives  de  x —  x^.  Le 
cercle  de  convergence  de  cette  série  est  précisément  le  cercle  C. 


(')    Voir  une  Corniiiunicalioii  de,  M.  Lorcli  dans  I(-s   Comptes  reiulux  de  la  So- 
ciété royale  des  Sciences  de  liohèiiie,  i.')  (u-lohic  iSSii. 


no  l'HEMIEUli  PAUTIE. 

Oji  peut,  sans  rcslreindrc  la  i^énéralitc,  supposer  x„=().  En 
cITel,  si  l'on  pose  x  =:  .ro  4-  -r,  la  série  prccédenle  devienl 

V=  00 
Y^      Cv  .CÛ, 

V=  1 

ri:  ,  \  ■  . 

ou  c,^  =  c,^ -,  a,,=ia.,  —  .ro",  le  point  r/,;  clant  extérieur  au 

cercle  C  de  centre  Xq,  le  module  de  la  quantité 


reste  inférieur  à  une  certaine  limite  M  et  la  série 


2- 


est  absolument  convergente  comme  la  série  (^.).  On  peut  supposer 
de  plus  que  c'est  le  point  «,  qui  est  sur  la  circonférence  C.  Soit, 

par  conséquent, 


\\,         I  cïi  I  >  R,         A  >  i; 


posons 


/v(^) 


a^j  —  X 


C; 


^(.T)=^MX). 


Attribuons  à  r  une  valeur  (h;  module  /•  inférieur  à  1^,  toutes  les 
fonctions  /^l-^)  pourront  èli'c  déveloj)|)ées  en  séries  convergentes 
et  F(^)  sera  la  somme  du  tableau  à  double  entrée  ci-dessous,  sup- 
posé évalué  par  lignes  liori/.ontales, 


F(^)  = 


X  x^ 

Cl -4- Cl—   H-C,  — 

«I  ('\ 


■+-  Cv  -h  C'v 1-  , 


X" 

a'i 


^^v-^ 
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Si  I  (Jii  l'cinplacc  cliacjue  Lcime  par  soi)  module,  on  a  encore  un 
laljleau  convcrj^cnt  dont  la  somme  est  moindre  que 

par  suite,  nous   pouvons  l'aire  la    somme  du  premier  tableau   par 
colonnes  verticales,  et  nous  obtenons 

(  4  )  F('  a?  j  =  Ao  +  A 1  .r  -H  .  .  .  -^  A  ;,  .r"  -t- .  .  . , 


où  Ao  =2  Cv,  A„  =2  ^ 


Nous  voyons  déjà  c|ueF(x).csl  une  fonction  inonogène  holo- 
morphe  à  l'intérieur  du  cercle  C.  Je  dis  maintenant  cpie  la  série  (4) 
est  divergente  si  le  module  de  x  est  supérieur  à  R.  En  effet, 
puisque  la  série  (2)  est  absolument  convergente,  nous  pourrons 
trouver  un  nombre  entier  positif /y,  tel  que  l'on  ait 

(5)  ^\^A<\\(^A\ 

V=/)4-l 

le  nombre  p  étant  choisi  de  cette  façon,  la  fonction  F(.r)  peut  se 
décomposer  en  deux  parties 


ou  1  on  a 


F(a7)  =  Yx{x)^  FâC-z',), 

V  =  2 

+  00 


I  — 


V  =  /)+l 


La  fonction  rationnelle  F,  (a:)  n'a  que  des  pôles  de  module 
supérieur  à  li  ;  elle  sera  donc  développable  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x  et  convergente  dans  un  cercle 
de  rayon  11' >-  R.  Quant  à  Fj(x),  on  aura 

(6)  \'i{x)  =  ]io+  l}i.r-!-.  ..-i-B„a7''-f-..., 

"1  **/J4-l  *^*'/'-t-2 
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J.c  cocfficlcnl  B,,  peul  s'écrire 


B„=  —. 


i-(s)" 


V  =  /)  ^-  1 


lais  on  a  par  hvpollièse    —    <  i  el  le  module  de  la  somme 


V  =  p  +  1 


sera,  d'après  la  condilion  (5),  inférieur  à  -  |  r,  |;  de  sorte  que  Ton  a 
la  double  inégalité 

et  de  cette  double  inégalité  il  résulte  immédiatement  que  la 
série  (6)  est  divergente  si  l^l^|«i  |,  car  le  niodule  du  terme  gé- 
néral peut  s'écrire 

|B„a'/|x 

En  ajoutant  à  la  série  (6),  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R, 
une  série  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  R'>R,  telle  que 
celle  qui  représente  F,(j:-),  il  est  clair  que  la  série  obtenue,  qui 
représente  F(x),  admet  encore  le  cercle  de  rayon  R  pour  cercle  de 
convergence.  c,  q.   v.   d. 

De  ce  théorème  on  déduit  aisément  un  procédé  général  pour 
former  des  fonctions  uniformes  monogènes,  admettant  des  cou- 
pures ou  des  espaces  lacunaires  en  nombre  quelconque.  La 
série  (a)  étant  seulement  assujettie  à  la  condition  d'être  absolu- 
ment convergente,  supposons  que  les  points  «/soient  distribués  sur 
un  certain  nombre  de  courbes  C,  C",  .  .  . ,  de  façon  que  sur  tout  arc 
fini  de  l'une  de  ces  courbes  il  y  ait  toujours  une  infinité  de  ces 
points.  La  série  (3)  représente  une  fonction  holomorphe  F(^) 
dans  le  domaine  de   tout  point  Xo  non  situé  sur  les  courbes  C, 

C", Dans  le  voisinage  d'un   point  Xq,   cette  fonction  ¥{x) 

peut  être  développée  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  positives  de  x  —  Xo,  P(j:^  —  ^o)-  Je  dis  que  le  cercle  de 
convergence  de  cette  série  ne  peut  contenir  à  son  intérieur  aucune 
portion  des  contours  G',  C" Supposons,  par  exemple,  que  ce 
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cercle  découpe  sur  le  contour  C  un  certain  arc  sur  lequel  il 
existe,  par  hypothèse,  une  infinité  de  points  «/.  Nous  pourrons 
prendre  sur  cet  arc  nn  point  «^,  et  sur  la  normale  en  ce  point  un 
point  x'q  tel  que  le  cercle  décrit  du  point  .r'^,  comme  centre  et 
passant  par  le  point  a^  soit  tout  entier  à  l'intérieur  du  cercle  dé- 
crit du  point  a^Q  comme  centre  et  laisse  tous  les  autres  points  «/  à 
l'extérieur.  Mais  alors  la  fonction  F(.r)  pourrait  être  développée 
suivant  les  puissances  de  x  —  x'^  dans  un  cercle  de  rayon  plus 
grand,  ce  qui  est  contraire  au  théorème  précédent. 

Si  les  contours  C,  C" ,  .  .  .  sont  des  arcs  de  courbes  non  fermés, 
tels  que  des  segments  de  droite,  la  série  (3)  définit  une  fonction 
uniforme  monogène  existant  dans  tout  le  plan,  sauf  le  long  de  ces 
arcs  de  courbes,  qu'elle  admet  comme  lignes  singulières  essen- 
tielles. Si  les  points  a  sont  distribués  sur  une  courbe  fermée  Ci, 
ne  se  coupant  pas  elle-même,  la  série  (3)  définit,  au  contraire, 
deux  fonctions  distinctes  dont  l'une  n'existe  qu'à  l'intérieur  de  la 
courbe  C(  et  admet  comme  espace  lacunaire  la  portion  du  plan 
extérieure  à  cette  courbe,  tandis  que  l'autre  n'existe  qu'à  l'extérieur 
de  C|.  On  pourrait  multiplier  les  exemples  et  faire  de  nouvelles 
hypothèses  sur  la  distribution  des  points  a,  par  exemple  en  les 
supposant  condensés  dans  une  aire  et  non  plus  seulement  sur  une 
courbe.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  l'exemple  donné  par  M.  Poincaré 
et  cité  dans  le  Cours  de  M.  Hermite  (3*^  édition,  p.  i56). 

C'est  à  cette  catégorie  de  fonctions  que  se  rattache  l'exemple 
donné  récemment  par  M.  Stieltjes  (Bulletin,  février  1887,  p.  46). 
M.  Stieltjes  prend  une  suite  indéfinie  de  quantités 

«1,       €1-2,        .  .  .  ,       Cl,i,        .  .  .  , 

dont  le  module  est  égal  à  l'unité  et  qui  sont  distribuées  de  telle 
sorte  sur  la  circonférence  de  rayon  un  ayant  pour  centre  l'origine 
que  sur  un  arc  fini  de  cette  circonférence  il  y  a  toujours  une  infi- 
nité de  ces  points.  La  série  considérée 


peut  s'écrire 

.^  n^  \       a,i —  z      /  Aid  n-^  ~^Jta  /i-'  a„ —  z  ' 


Bull,  des  Sciences  mathéni.,  7"  séiic,  t.  XI.  (Mai  1887.) 
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c'est  précisément  la  série  (3)  où  l'on  a  fait 


I 

Cn  —    —. 


Voici  encore  un  exemple  analogue.  Soient  a  un  nombre  incom- 
mensurable, V  un  nombre  entier  positif;  posons 

a  =  e2/7ta^         «,^  =  a^  =  e"-''^'-^'' . 

Tous  les  points  a^  ont  un  module  égal  à  l'unité  et  sont  distincts. 
De  plus,  d'après  la  théorie  des  fractions  continues,  on  peut  trouver 
deux  nombres  entiers  v  et  [jl,  tels  que  la  différence  ir^iyci  —  li.)  soit 
moindre  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  s,  aussi  petit  qu'on  le 
voudra.  Il  existe  donc  des  puissances  de  a  dont  l'argument  est 
aussi  voisin  de  zéro  qu'on  le  veut  et,  par  suite,  sur  un  arc  fini  de 
la   circonférence,   il  y   aura   toujours  une   infinité    de   points   a. 

Prenons  ensuite  Cv=  —  ?  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  fonc- 
tion 


(7)  ï'(-^)=2^. 


admet  comme  espace  lacunaire  toute  la  portion  du  plan  extérieure 
au  cercle  moda;=  i.  En  développant  F(.r)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x^  nous  trouvons 

(  8  )  I<  (  .r  )  =  1+  —-—  +  -— ^  -^  .  .  .  +  -----  +  .  .  . . 


Si  l'on  supposait  le  module  de  a  égal  à  l'unité,  et  son  argument 
commensurable  avec  t:,  cette  fonction  F(.r)  se  réduirait  à  une 
fonction  rationnelle. 
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PRINCIPES  D'UN  CALCUL  ALGÉBRIQUE  QUI  CONTIENT  COMME  ESPÈCES 
PARTICULIÈRES  LE  CALCUL  DES  QUANTITÉS  IMAGINAIRES  ET  DES  QUA- 
TERNIONS; 

(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Herinile)  ('). 

Par  m.  LIPSCIIITZ. 

....  Quant  à  la  notion  de  l'Algèbre,  je  suis  convaincu  de  la 
justesse  de  Ténoncé  que  l'objet  de  cette  science  est  défini  par  les 
résultats  d'un  nombre  limité  d'opérations,  addition,  soustraction, 
multiplication  et  division,  ces  opérations  faites  sur  des  quantités 
réelles.  Sous  ce  point  de  vue,  l'introduction  du  radical  propre 
aux  quantités  imaginaires  paraît  fondée  sur  le  fait  algébrique  que 
le  produit  de  deux  sommes  de  deux  carrés  s'exprime  également 
par  une  somme  de  deux  carrés.  De  même  les  règles  du  calcul  des 
quaternions  introduit  par  Hamilton  découlent  de  la  représenta- 
tion, proposée  par  Euler,  du  produit  de  deux  sommes  de  quatre 
carrés  comme  une  somme  de  quatre  carrés.  Or  mon  attention 
s'est  fixée  sur  la  circonstance  que  la  composition  de  deux  sommes 
de  quatre  carrés  s'est  présentée  dans  votre  premier  Mémoire  sur 
les  formes  quadratiques,  publié  dans  le  tome  47  du  Journal  de 
d'elle,  à  l'occasion  de  la  transformation  de  la  somme  de  trois 
carrés  en  elle-même.  Partant,  la  méthode  que  vous  avez  trouvée, 
vous-même  et  M.  Ca^yley,  pour  la  transformation  de  la  somme  de 
n  carrés  en  elle-même,  m'a  conduit  à  découvrir  les  règles  d'un 
nouveau  genre  de  calcul  algébrique,  où  le  calcul  usuel  des  quan- 
tités imaginaires  elle  calcul  des  quaternions  sont  contenus  comme 
les  deux  premiers  cas.  Si  vous  voulez  suivre  l'explication  que  je 
vais  vous  en  faire  maintenant,  vous  verrez  la  différence  qui  existe 
entre  ma  méthode  et  l'extension  du  calcul  des  quaternions  donnée 
par  Hamilton  dans  les  tomes  VII,  VIII,  IX  du  Pliilosopliical 
Magazine.  Je  me  réserve  de  comparer  mes  recherches  au  travail 
de  M.  Frôbenius,  publié  dans  le  tome  LKXXIV  du  Journal  de 
feu  notre  ami  Borchardt. 


('  )  Cette  Communication,  insérée  aux  Comptes  rendus,  t.  XCI,  en  octobre  1880, 
est  reproduite  ici  d'après  le  désir  de  l'auteur  ;  elle  doit  ôtre  rapprochée  de  l'analyse 
que  IVI.  Lipschilz  a  bien  voulu  nous  donner  dans  le  tome  précédent,  p.  i63,  de 
son  important  Ouvrage  Sur  les  sommes  de  carrés.  G.  D. 
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Soient  données quanliles  réelles  quelconques  A,,^,  où  « 

et  b  parcourent  les  valeurs  i,  2,  ...,/?  et  où  \,b  +  )./,„  =  o.  On 
en  forme,  avec  les  variables  réelles  a:,,  . .  .,  x^  etj»',,  .  . .,  Vw  les 
n  équations 

Xi„a-i -t- )w„.r2-4-...H-         a-„  =  X„,iji -T-X„,2jK2-t-- .--^        y,,, 
d'où  suit  l'équation 

Alors  le  déterminant  A),  du  système  des  coefficients  à  gauche  et  à 
droite  a  la  propriété  d'être  égal  à  la  somme  de  l'unité  et  de  2«~*  —  1 
déterminants  gauches  impairs,  partant  de  2"~'  carrés,  dont  les 
racines  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  des  A^i-  Suivant  une 
proposition  donnée  par  Jacobi  dans  le  tome  2  du  Journal  de 
Crelle,  je  désignerai  chaque  racine  en  affectant  la  lettre  A  d'indices 
d'un  seul  terme  pris  dans  l'ordre  correspondant,  par  exemple 

^^1234   =  'M2  '^34  +  ^13^^42  -+-  ^M4^^23- 

Donc  la  fonction  \nbc(t...f,  par  une  permutation  quelconque  des 
indices  différents,  se  change  en  elle-même  ou  dans  sa  valeur  néga- 
tive selon  que  la  permutation  est  réductible  à  un  nombre  pair  ou 
impair  de  changements  de  deux  indices.  Pour  la  valeur  n  =  2,  le 
sj'stème  des  coefficients  à  gauche  et  à  droite  est  construit  ainsi 
que  les  termes  de  la  première  et  de  la  seconde  ligne  verticale  ne 
diffèrent  entre  eux  que  par  l'ordre  et  par  les  signes  ±  y  appliqués. 
Au  contraire,  pour  chaque  valeur  de  n  plus  grande  que  2,  les 
n  équations  formulées  permettent  d'en  déduire  2"~'  —  n  équations 
nouvelles  qui,  jointes  aux  premières,  fournissent  un  système  dont 
les  coefficients,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions  \ibrd..j-, 
ont  la  propriété  que  les  termes  des  lignes  verticales  ne  diffèrent 
entre  eux  que  par  l'ordre  et  par  les  signes  ±  qui  y  sont  ap|)liqués. 

Comme  chaque  équation  nouvelle  sera  caractérisée  par  le  coef- 
ficient dont  Xi  sera  affecté,  distinguons  le  cas  du  coefficient 
'h23...;>  et  du  coefficient  Aon.v  1^»  appliquant  aux  équations  don- 
nées successivement,  pour  le  premier  cas  les  facteurs 


MÉLANGES.  117 

pour  le  second  cas  les  facteurs 

l'addition  donne  respectivement  les  équations 

=  —  ^M23.../;ri  +  ^^34...p72  +  •  •  • 

'^  ''î3...(/)-i)^>  —  ''{p+\m...pyi>+i — •  •• — '^it,iz,„pyii, 

'^23... «7^1  "^'^34...'/,  1-^2  -i-.  •  •-!-  ^M2...(7— 1)  ^(]  "t-  A(^+i)i2  __Y'^7-t-l  +•  •  •+   "^ ",!...'/ ^it 
=  ''^23..//ri   -^-'*^34..//lj2  -+-••• 

"^  ^'12.  .(7-1) '^'Z — ■  ^-(7-1-1)12... r/J'-y+l  —  ■  •  •  —  ^'M2...7^/i- 

De  celles-ci  suivent  toutes  les  équations  désirées,  si  l'on  substitue 
pour  iZ . .  .p  et  pour  i3 . .  .q  toutes  les  combinaisons  de  nombres, 
qui  diffèrent  entre  eux  et  de  l'unité.  Maintenant  on  voit  facilement 
que  la  somme  des  termes  à  gauche  du  système  complet  de 
2"~'  équations,  élevés  au  carré,  devient  égale  au  produit  du  déter- 
minant AXet  de  la  somme  x^  +  xl  +. .  .-|-  x'I  ;  la  somme  semblable 
à  droite  devient  de  même  égale  au  produit  de  A)v  et  de  la  somme 
J'I  ~^y\  "+"•  •  •~^ ylf)  d'où  suit  encore  l'équation  de  transformation 
de  la  somme  de  n  carrés  en  elle-même.  Voici  les  faits  d'Algèbre 
qui  servent  de  base  à  ce  que  je  vais  exposer. 

J'introduis  une  série  de  symboles,  qui  seront  appliqués  aux 
quantités  réelles  comme  facteurs,  et  je  suppose  que  le  signe 
négatif  d'une  quantité  réelle  puisse  être  attribué  au  symbole  res- 
pectif. En  y  joignant  +  i  et  —  i,  je  dénote  le  nombre  2"  de  sym- 
boles comme  il  suit, 

±:  l  ±  t,2  ±  .  .  .  ±  ti2...p  ±  .  .  .  ±  H3...q  ±  .  .  .  , 

OÙ  les  indices  d'un  symbole  diffèrent  entre  eux,  et  où,  par  une 
permutation  quelconque  des  indices,  le  symbole  se  change  en  lui- 
même  ou  dans  le  même  symbole  pris  négativement,  selon  que  la 
permutation  est  réductible  à  un  nombre  pair  ou  impair  de  chan- 
gements de  deux  indices.  Après  avoir  multiplié  les  2""'  équations 
du  système  formulé  auparavant  par  les  symboles 

I,        ^12,        ...,        '12.../))        •••)       ^23..//)        ••■1 

dont  les  indices  correspondent  aux  indices  des  facteurs  de  x^^  je 
les  ajoute  ensemble  et  j'observe  que  la   constitution   des  exprès- 
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sions  permet  de  représenter  la  somme  à  gauche  comme  un  produit 
symbolique,  dont  le  premier  facteur  a  la  forme 

I  -f-  ^12  Ai2  -^-  .  .  .  -i-  il23.../)  'M23...P  -i-  .  .  .  -1-  «23.. .7  ^-23... 7 

et  le  second  facteur  la  forme 


où  le  résultat  de  la  multiplication  de  deux  symboles  dépend  de 
l'arrangement  des  facteurs  et  s'exprime  linéairement  à  l'aide  des 
symboles  introduits  par  un  système  de  règles  déterminées.  Pareil- 
lement on  pourra  représenter  la  somme  à  droite  comme  un  pro- 
duit dont  le  premier  facteur  a  la  forme 

et  le  second  facteur  la  forme 

I  «12 ''m2  •  •  • *123.../)^123.../J  -!-.  .  .-I-  «23...(7^23...9  +  .  •  •  , 

où  les  règles  de  la  multiplication  des  symboles  seront  aussi  déter- 
minées. Le  premier  système  de  règles  est  le  suivant  : 

«I2«I2==  ')        ^1234.../?  «12  = —  '34. ..p)        ^34.../^  «12  =   '1234... /J)        '34...i7,l  «12  =  «23...(/) 

le  second  système,  celui-ci  : 

«12  «12=         I,       «12  «1234.../)  =  —  «34. ../;î       'I2  «34.../;  =  «1234.../)'       'l2  «34...7,I  = '23...7- 

Les  deux  systèmes  présentent  les  mêmes  règles  pour  la  multi- 
plication de  deux  symboles  à  deux  indices  : 

lu//  lah  =        '  )  «ai  «6c  =  —  'aci  ^ab  ^cd  =  labcd- 

De  plus,  le  premier  système  indique  le  résultat  de  la  multipli- 
cation d'une  série  quelconque  de  symboles  à  deux  indices,  pourvu 
qu'en  les  associant  on  marche  de  gauche  à  droite;  le  second  sys- 
tème indique  le  résultat  de  la  multiplication  de  la  même  série  de 
symboles,  pourvu  qu'en  les  associant  on  marche  de  droite  à 
gauche,  et  les  deux  résultats  coïncident.  C'est  pourcpioi  il  est 
permis  d'exprimer  chaque  symbole,  par  exemple  iabcdcf-,  comme 
le  produit  des  .symboles  à  deux  indices,  l'ordre  des  indices  restant 
le  même  : 

lahcdcf  =  lab^cd  l-rj- 
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En  outre,  pour  la  multiplication  de  deux,  symboles  quelconques, 
on  aura  la  règle 

^ahcdef  ^a'b'c'd'e'f  ^^  l^ah^cct  ^cf  ^a'//  ^c'd'  ^e'/'t 

par  laquelle  se  trouve  remplie  la  loi  associative  de  Hamilton. 

Après  avoir  réduit  la  multiplication  des  symboles  quelconques 
à  la  multiplication  des  symboles  à  deux  indices,  il  m'est  venu 
ridée  que  l'on  peut  aller  plus  loin  et  représenter  chaque  symbole 
à  deux  indices  comme  le  produit  de  deux  signes  primitifs.  Par 
là  on  réussit  à  exprimer  les  2""'  symboles  à  l'aide  de  n  signes 
primitifs  k^,  ki,  •  -  •■,  k^- 

A  cet  effet,  je  suppose  les  équations 

Alors  se  présentent  nécessairement  les  règles 

f<b l<a  =  —  ^<:a  l'^bi  ^'■'a  f'^b  f<a  l'^b  =  —  I ,  ^'a  kb  f<b  l<c  =  —  /l'a  i<c  '- 

de  plus,  on  a 

iabcd  =  l<af^bl<:cl^(l^  •  •  •  • 

Maintenant  la  multiplication  des  symboles  s'exécute  par  la  mul- 
tiplication des  signes  primitifs,  et  pour  celle-là  il  y  a  seulement 
ces  deux  règles,  que  la  transposition  de  deux  signes  primitifs  voi- 
sins différents  entraîne  l'apposition  du  facteur —  i,  et  que  deux 
signes  primitifs  voisins  égaux  doivent  être  chassés  et  remplacés 
par  le  facteur  —  1 . 

Les  signes  primitifs  forment  une  série  continuelle  qui  passe  de 
/i  =  2  à  une  valeur  de  n  quelconque.  Pour  n=  2,  le  symbole  i 
est  scindé  en  deux,  et  l'on  a  les  quatre  unités 

-T-T,     — I,         i^^k^k^,         — i  =z  kik^. 

Pour  n  =  3,  on  a  les  huit  unités  du  calcul  des  quaternions 

+  1.  i  =  k,k„  y  =  A.2/:3,  k  =  kj<u 

_,.  -i=k,ku  -J^k^ko.  -k  =  k,k,. 

Pour  n  =  4?  '^  y  ^  les  seize  unités 

-^  I  ,  /,  2  =  Al  /  2.  .  .  .  ,  f  l->3i   =  /m  A;?  /^'3  /'4  • 

_  I ,         _/,.,  =  ki  ki.  .  ..,         —  i\,y,  —  ki  kl  ks  k; . 
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Passons  à  noire  équalion  pour  le  cas  général  el  posons 

L  =  I   -i-  Ai/i2^12   -f-.  .  .-f-  klko  .  .  .  /.>^M2.../)  -h-  .  .-r-  /."2  ^l's  ■  •  •  k>P^23...q  +•  .  ., 

X  =  ^1  -^  kl  /v2  X.2  -{-...+■  /m  kn  ^n, 

L]  =  I  —  /v'i  /«:2  ^M  2  —  •  •  •  —  /'■  1  k-2  ■  •  •  kpAi2...p  -1-  .  .  .  -r-  k-i  ki  .  .  .  A,/  A23...,7  -+-..., 

Y  =71-+-  Al  A-2 JK2  -h ... -4-  Al knjn- 

Partant,  nous  avons  l'équation 

LX  =  YL,. 

Maintenant  la  composition  de  deux  transformations  de  la 
somme  oTj  +. . .+  x;^  en  elle-même  peut  être  représentée  par  une 

multiplication.    Soient   données quantités  réelles    !jt.„4,  à 

l'aide  desquelles  on  formera  une  transformation  de  la  somme 
y'i  -h-  •  •-'r-J'l  dans  la  somme  ;:^  H-. . .+  z'^.  Supposons  que  par  la 
substitution  de  [x  à  \,  de  y  h  x,  de  z  à  y,  on  ait  M  pour  L,  M, 
pour  L,,  Y  pour  X,  Z  pour  Y;  il  vient  l'équation 

MY  =ZM,. 

Après  avoir  multiplié  l'équation  précédente  par  le  facteur  M, 
en  conséquence  de  la  loi  associative,  on  lire  de  l'équation  en  ques- 
tion 

MLX  =  ZMiL,. 

Dans  notre  système,  à  une  expression  L  correspond  l'expression 
conjuguée 

L'  =  I  -i-  A-oA,  X,2  +. .  .-f-  A,, . .  .  A2A1  À, 2.../,  -\-  ...^  k^...  AsA-sXos...-/  -f-  •  • .. 

où  l'ordre  des  signes  primitifs  est  l'inverse.  Alors  le  produit  LL 
devient  égal  au  déterminant  AX,  qui  est  une  somme  de  2"~'  carrés. 
En  dénotant  par  M'  l'expression  conjuguée  à  l'expression  M,  au 
produit  LM  est  conjugué  le  produit  M'L',  et  le  produit  LMM'L'  a 
la  valeur  réelle  A).  Au. 

Si  je  ne  m<î  suis  pas  trompé,  l'introduction  des  signes  primitifs 
contribue  à  éclaircir  la  théorie  des  quantités  imaginaires  et  des 
qualernlons,  parce  qu'elle  est  tirée  de  l'algèbre  des  quantités 
réelles  sans  aucun  tâtonnement. 
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KNESER  (A.).  —  Irreduktibilitat  und  Moxodromiegruppe  algebr.visciier 
Gleichungen.  Inaugural-Dissertation.  47  p.  in-8°.  Berlin,  Uermann,  1884. 

Soit  y  une  fonction  algébrique  des  variables  a:),  a:.2,  ••.,  ^m 
définie  par  une  équation  entière  en  y,  Xi,  x^,  ...,  x„i  et  du 
degré  n  en  r;  partons  d'un  système  de  valeurs  des  variables  x  ou 
à^un  point,  tel  que  les  n  valeurs  correspondantes  de  y  soient  finies 
et  distinctes,  et  supposons  que  le  point  (Xi,  Xo,  •  .  .,  x,i)  décrive 
d'une  manière  continue  une  courbe  fermée  qui  ne  passe  par  aucun 
point  pour  lequel  quelques  valeurs  de  y  soient  égales  ou  infinies; 
les  n  valeurs  de  y  varieront  d'une  manière  continue  en  restant 
finies  et  distinctes,  et,  quand  on  sera  revenu  au  point  de  départ, 
se  trouveront,  en  général,  rangées  dans  un  autre  ordre;  la  courbe 
fermée  que  l'on  a  ainsi  parcourue  définit  relativement  aux  n  valeurs 
.l'i»  JK25  •  •  «5  J'/i  une  substitution;  toutes  les  substitutions  que  l'on 
peut  obtenir  ainsi  forment  manifestement  un  groupe,  dont  on  voit 
lacilement  qu'il  ne  dépend  pas  du  point  de  départ.  Ce  groupe  est 
ce  que  l'on  appelle  le  groupe  de  lïionodroniie  de  l'équation  qui 
définit  y  comme  fonction  des  x. 

La  première  Partie  du  travail  de  M.  Kneser  se  rapporte  à  la  dé- 
termination de  ce  groupe,  d'après  l'équation.  Dans  la  seconde 
Partie,  l'auteur  applique  les  résultats  qu'il  a  obtenus  à  un  intéres- 
sant problème  de  Géométrie  :  la  construction  des  points  d'inter- 
section d'une  droite  et  d'une  courbe  algébrique  du  n^'^"^^  ordre 
dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du  /i"^^"""  degré;  la  courbe 
peut-elle  être  telle  que  l'équation  qui  détermine  les  points  d'inter- 
section avec  une  droite  arbitraire  du  plan  ait  une  afiection 
[Affekt)  particulière?  par  exemple,  existe-t-il  des  courbes  du 
quatrième  degré  telles  que  leur  intersection  avec  une  droite  quel- 
conque puisse  être  construite  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas? 
Cela  revient  à  deiuander  en  général  si  Vaffection  d'une  équation 
particulière  f{x^  J')^^  ^1  *^"''  J*  ^^^  l'inconnue,  peut  se  conserver 
quand  on  remplace  x  et  y  par  des  fonctions  linéaires  quelconques 
de  ç,  -r\  et  que  l'on  regarde  ensuite  rj  comme  l'inconnue.  I^a  ré- 
ponse à  cette  question  est  contenue  dans  le  tliéorème  suivant. 

Bull,  des  Sciences  ninlhrni.,  :>.'  série,  l.  M.  (Juin  iSS-.)  ii 
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Soil 

.r'-^  -4-  II  r?  -I-  \xy  -h .  .  .  =  <) 

une  équation  où  U,  V,  .  .  .  sont  des  indéterminées,  où  les  expo- 
sants a,  ^,  Y,  .  .  .  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  l'unité, 
où  enfin  le  premier  membre  a  au  moins  trois  termes.  Une  telle 
équation  est  toujours  une  équation  générale,  c'est-à-dire  telle 
que  la  résolvante  de  Galois  ne  se  décompose  pas,  tant  qu'on 
n'adjoint  aucune  fonction  algébrique  des  quantités  U,  V,  .... 
C'est  la  généralisation  d'un  résultat  bien  connu  d'Abel,  à  savoir 
l'impossibilité  de  résoudre  l'équation  x''  -+-  \J x  -f-  V  =  o,  U  et  V 
étant  des  indéterminées.  J.  T. 


MELANT.  K S. 

ÉTUDE   SUR   LES  TRAVAUX  THERMODYNAMIQUES 
DE  M.  J.  WILLARD   GIBBS    (')  : 

l'Mi  M.  I'.  Dl  IIKM. 

Eu  187."),  ]M.  Gibbs  publia,  Sur  V équilibre  des  substances 
hétérogènes,  un  Mémoire  qui  inaugurait  en  Thermodynamique 
une  méthode  nouvelle.  De  même  que  Lagrangc  avait  fondé  toute 
la  Statique  sur  le  seul  principe  des  vitesses  virtuelles,  M.  Gibbs 
faisait  rejioser  l'élude  tout  entière  des  équilibres  étudiés  en 
Thermodynamique  sur  un  principe  analogue  au  principe  des 
vitesses  virtuelles  et  comprenant  ce  dernier  comme  cas  particulier. 
La    Mécanique    et   la    Thermodvnamique    se    trouvaient    par   là 


('  )  On  thc  C(iiiiUhriiii)i  of  /le/cfogeneoux  suùsfnnccx,  l"  Parlio  [  Transaclions 
«/■  tke  Connecticut  Académie  of  Ails  and  Sciences.  Vol.  III,  Part  1,  p.  108- 
•j'iS  (i87.')-i87G);  II«  Part,  ibid.,  Vol.  III,  Pari  II,  p.  a'^'î-âa',  (1877-1878)].  Kxtrail 
(lu  nirmc  {American  Journal  of  Sciences  and  Arts,  Vol.  XVI,  p.  'l'ii;  1878). 
On  thedensily  ofvapours  {American  Journal  of  Sciences  and  Arts, \o\.  XVIII  ; 
18-9).  Graphical  metliods  in  thc  tUermodynamics  of  fluids  {J'ransact.  of  the 
Connecticut  Academy  of  Arts  and  Sciences,  Vol.  II,  Part  II,  p.  3io;  1873).  A 
niethod  of  geometrical  représentation  of  the  thcrniodynainics  properlics  of 
substances  in-  means  of  suif  aces  {ibid.,  p.  .38^:  1873). 
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réunies  d'une  laçon  plus  étroite  que  par  le  passé;  toute  une 
partie  des  sciences  physiques  était  amenée  à  un  plus  haut  degré 
d'unité.  En  même  temps,  entre  les  mains  mêmes  de  M.  Gibbs,  la 
nouvelle  théorie  affirmait  sa  fécondité  en  réalisant  des  progrès 
considérables  dans  l'étude  de  la  dissociation  d'une  part,  dans 
l'étude  de  la  pile  vollaïque  d'autre  part. 

Depuis  l'époque  déjà  lointaine  de  leur  publication,  les  idées  de 
M.  Gibbs  ont  provoqué  de  nombreuses  recherches,  les  unes, 
comme  celles  de  M.  H.  von  Helmholtz,  destinées  à  les  confirmer; 
les  autres,  au  contraire,  ayant  pour  objet  de  critiquer  soit  les 
principes  mêmes  de  la  nouvelle  théorie,  soit  quelques-unes  de  ses 
applications.  Aussi,  bien  des  esprits  sont-ils  en  suspens  sur  la 
valeur  de  la  théorie  de  M.  Gibbs;  les  mathématiciens  regrettent 
que  les  principes  de  la  Thermodynamique  soient  en  général  ex- 
posés avec  assez  peu  de  précision  pour  qu'une  même  proposition 
puisse  être  regardée  par  les  uns  comme  une  conséquence,  par  les 
autres  comme  une  négation  de  ces  principes;  les  expérimentateurs 
n'accordent  qu'une  faible  confiance  aux  conséquences  d'une 
théorie  dont  les  principes  sont  ainsi  discutés  et  se  refusent  à  lui 
demander  l'explication  des  phénomènes  qu'ils  observent  ou  la 
prévision  des  faits  qu'elle  pourrait  leur  faire  découvrir. 

Dans  ces  conditions,  il  ne  semblera  peut-être  pas  inutile  de 
reprendre  dans  leurs  fondements  les  principes  mêmes  de  cette 
théorie  discutée;  cette  tâche,  il  est  vrai,  ne  laisse  pas  que  d'être 
ardue,  car  il  s'agit  de  reprendre  sur  nouveaux  frais  l'exposé  même 
du  second  principe  de  la  Thermodynamique;  mais  n'est-il  pas 
utile  de  soumettre  à  une  discussion  rigoureuse  les  principes  des 
diverses  branches  de  la  Physique,  si  l'on  veut  que  cette  science 
s'approche  de  plus  en  plus  de  la  précision  des  Sciences  mathéma- 
tiques? 

Nous  allons  donc,  en  premier  lieu,  montrer  comment  les  pre- 
miers principes  de  la  Thermodynamique  conduisent  à  la  méthode 
nouvelle  de  M.  Gibbs;  en  second  lieu,  nous  exposerons  l'histo- 
rique des  tentatives  qui  axaient  été  essayées  au|)aravant  dans  le 
même  sens,  et  des  applications  qui  depuis  ont  ét<''  faites  de  cette 
méthode. 
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PREMIERE  PARTIE. 

EXAMEN    DU    DEUXIÈME    PRINCIPE    DE    LV    THERMODYNAMIQUE. 

1.  Le  principe  de  V équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail. 
—  La  méthode  de  ]M.  Gibbs  est  une  conséquence  logique  des 
idées  de  M.  Clausius  svir  le  principe  de  Carnot;  M.  Gibbs  a  lui- 
même  indiqué  cette  filiation  et  nous  avons  cherché  ailleurs  à  la 
préciser;  mais  plusieurs  physiciens  ont  élevé  des  doutes  sur  les 
idées  mêmes  de  M.  Clausius,  ou  plutôt  sur  celles  de  ces  idées  qui 
servent  de  point  de  départ  aux  travaux  de  M.  Gibbs.  Comme  il 
est  impossible  de  savoir  ce  que  vaut  un  édifice  avant  de  s'être 
assuré  de  la  solidité  de  ses  fondements,  force  nous  est  de  nous 
arrêter  à  la  discussion  même  des  théories  de  ]M.  (Clausius  en  les 
reprenant  dès  leur  point  de  départ. 

La  Thermodynamique  repose  sur  deux  principes  :  le  principe 
de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail  et  le  principe  de  Carnot. 
C'est  sur  le  second  principe  que  portent  les  discussions  qui  di- 
visent aujourd'hui  quelques  physiciens.  Le  premier,  au  contraire, 
ne  présente  que  peu  de  difficultés;  nous  nous  contenterons  d'en 
rappeler  l'énoncé  et  d'en  déduire  une  conséquence  qui  nous  sera 
d'un  usage  indispensable  dans  la  suite  de  cette  étude. 

Nous  supposerons  tout  d'abord  qu'on  ait  défini  d'une  manière 
précise  le  sens  qu'il  convient  d'attribuer  à  ces  deux  termes  :  /<?/«- 
pérature  {^)  et  quantité  de  chaleur.  Ces  définitions  présentent 
plus  d'une  difliculté  intéressante  à  examiner;  mais  nous  ne  sau- 
rions en  aborder  ici  l'étude  sans  allonger  démesurément  cel 
article. 

Tout  svstèmc  que  l'on  étudie  en  Thermodynamique  est  défini 
par  la  température  3?  en  chacun  de  ses  points,  et  par  des  para- 
mètres en  nombre  limité  ou  illimité  a,  P,  ...,  de  telle  façon  que, 
pour  connaître  toute  la  série  des  modifications  que  le  système 
éprouve,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  connaître  la  température 
de  chaque  point  et  les  paramètres  a,  [^,  ...  en  fonction  du  temps. 


(')   J'entends   ici   parler  dune  lempéiiUiire  lue  sur  un  thermomètre  arbitraire 
cl  lion  de  la  température  absolue  i\m\\  il  sera  ([ueslion  plire  loin. 
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De  cette  définition,  il  résulte  que,  parmi  les  paramètres  a,  [^,  . . . 
peuvent  se  trouver  les  coordonnées  de  divers  points  du  système, 
mais  non  les  vitesses  de  ces  points. 

Une  modification  infiniment  petite  du  système  considéré  est 
accompagnée  du  dégagement  d'une  quantité  de  chaleur  dQ^. 
En   même   temps,  la   demi-force  vive  du   système    augmente    de 

d^^ •  et  les  forces  extérieures  appliquées  au  système  effectuent 

un  certain  travail  dS.  Le  premier  principe  de  la  Thermodyna- 
mique consiste  à  admettre  que  l'on  a 


A  étant  une  constante,  Véquivalent  calorifique  du  travail,  dont 
l'inverse  se  nomme  V équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  et  U 
une  fonction  des  valeurs  de  .3?  en  chaque  point  du  système  et  de 
a,  p,  ....  Cette  fonction,  introduite  en  Thermodynamique  par 
M.  Clausius,  porte  aujourd'hui  le  nom  à'énergie  interne  que  lui 
a  donné  Sir  W.  Thomson. 

Aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près,  on  peut  écrire 

d^  =  I.(Xdx-^Y  dy-^Zdz), 

X,  Y,  Z  étant  les  composantes  de  la  force  extérieure  qui  agit  au 
•point  de  coordonnées  x,  y,  ^,  et  dx,  dy,  dz  étant  les  composantes 
du  déplacement  de  ce  point.  Dès  lors,  de  l'égalité  (i)  on  peut  dé- 
duire la  conséquence  suivante  : 

Désignons  par  les'symboles  (o)  et(i)  deux  états  infiniment  voi- 
sins d'un  système.  Imaginons  que  l'on  passe  de  l'état  (o)  à  l'état  (i) 
de  deux  manières  différentes,  s'effectuant  sous  l'action  des  mêmes 
forces  extérieures  et  amenant  la  même  variation  de  force  vive, 
chacun  de  ces  modes  de  passage  étant  constitué  par  un  nombre 
limité  de  modifications  infiniment  petites.  La  quantité  de  chaleur 
dégagée  est  la  même  dans  chacun  de  ces  deux  modes  de  passage. 

Nous  ne  montrerons  pas  ici  l'importance  de  cette  remarque 
pour  l'exposé  de  la  Thermodynamique.  Nous  aurons  du  reste 
l'occasion  d'en  faire  usage  au  cours  même  de  celte  étude.  Nous 
ferons  seulement  observer  qu'elle  explique  comment  Laplace  et 
Poisson,  tout  en  admettant  avec  tous  leurs  contemporains  l'hy- 
pothèse erronée  que  la  quantité'  de  chaleur  dégagée  dans  une  mo- 
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dification  dépcndail  seulement  dé  l'élat  inllial  et  de  TélaL  final  du 
système,  ont  pu  obtenir  des  résultats  exacts  toutes  les  fois  qu'ils 
n'ont  appliqué  cette  hypothèse  qu'à  des  transformations  infiniment 
petites. 

Telles  sont  les  quelques  notions  relatives  au  principe  de  l'équi- 
valence de  la  chaleur  et  du  travail  qu'il  nous  était  nécessaire  de 
rappeler.  Passons  maintenant  à  l'examen  du  second  principe,  qui 
doit  nous  arrêter  plus  longtemps. 

!2.  Le  poslulaturn  de  M.  Clausiiis.  —  M.  Clausius  a  fait  re- 
poser la  proposition  de  Sadi  Carnot  sur  un  postulatum  fort  simple, 
auquel  on  parvient  en  généralisant  les  notions  les  plus  vulgaires 
sur  la  conductibilité. 

Imaginons  une  barre  métallique  dont  les  parois  sont  environnées 
d'une  substance  non  conductrice  qui  ne  permet  aucun  échange 
de  chaleur  entre  les  parois  de  la  barre  et  le  milieu  extérieur.  L'une 
des  extrémités  de  la  barre  est  à  une  basse  température  S,  l'autre 
extrémité  est  soumise  à  l'action  d'une  source  de  chaleur  qui  la 
porte  à  une  tem[)érature  .'^'  supérieure  à  .'^.  Au  bout  d'un  certain 
temps,  un  régime  permanent  s'établit;  la  température  en  chaque 
|)oint  de  la  barre,  l'état  de  chaque  élément  de  volume  de  la 
barre  demeurent  alors  invariables.  Si  donc,  à  partir  du  moment 
où  ce  régime  permanent  est  établi,  on  observe  la  barre  pendant 
un  certain  temps,  pendant  ce  temps,  son  énergie  interne  n'aura 
))as  varié,  les  forces  extérieures  qui  la  sollicitent  n'auront  effectué 
aucun  travail,  sa  force  vive  sera  demeurée  égale  à  o;  en  même 
temps,  la  barre  aura  absorbé  de  la  chaleur  à  son  extrémité  chaude 
et  dégagé  de  la  chaleur  à  son  extrémité  Iroide. 

Telle  est  l'observation  tout  à  fait  simple  (pic  M.  Clausius  (')  a 
généralisée  de  manière  à  eu  faire  le  posUiiaUiiu  fondamental  que 
voici. 

Supposons  qu'uu  système  éprouve  une  modification  soumise 
aux  quatre  restrictions  suivantes  : 

i"  L'('nergie  interne  du  système  a  la  même  valeur  au  commen- 
cement de  la  modification  et  à  la  lin. 


(')  \\.  Ci.AUsiUH.  l'oggendorff's  Annalcn  (1er  Physik  ttiid  Chentie,  t.  I.WIX; 
iSJo.  Mémoires  sur  la  Théorie  mécaniijuc  de  ici  ctialeur.  'l'iail.  I-olic,  t.  I,  p- ôi- 
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■>.'  La  force  vive  du  système  a  la  même  valeur  au  couimencement 
de  la  modification  et  à  la  fin. 

3"  Les  forces  extérieures  appliquées  au  système  produisent 
durant  la  modification   autant   de    travail  positif  que    de    travail 


négatif. 


4"  Les  échanges  de  chaleur  entre  le  système  et  le  milieu  exté- 
rieur ont  lieu  exclusivement  soit  pendant  que  tous  les  points  du 
système  ont  une  même  température  ^,  soit  pendant  que  tous  les 
points  du  système  ont  une  même  température  S?'  supérieure  à  ^. 

Dans  ces  conditions,  ii  est  impossible  que  le  système  ait  ab- 
sorbé de  la  chaleur  à  la  température  3"  pour  en  dégager  à  la 
température  2?'. 

Tel  est,  sous  sa  forme  la  plus  précise,  le  postulatum  de  M.  Clau- 
sius.  Après  avoir  été  longtemps  discuté,  il  est  aujourd'hui  admis 
par  tous  les  physiciens.  Nous  nous  permettrons  d'y  introduire 
une  très  légère  modification,  qui,  presque  insensihleen  apparence, 
suffira  en  réalité  à  éliminer  toutes  les  difficultés  qu'ont  pu  ren- 
contrer certaines  des  idées  de  M.  Clausius  ;  cette  modification 
aura  d'ailleurs  l'avantage  de  rapprocher  d'une  manière  plus  stricte 
l'énoncé  du  postulatum  du  phénomène  de  conductibilité  qui  en 
suggère  l'idée.  La  forme  nouvelle  que  nous  proposons  pour  le 
postulatum  de  IM.  Clausius  est  la  suivante  : 

Dans  une  modification  soumise  aux  restrictions  indiquées, 
le  système  absorbe  nécessairement  à  la  température  'xj'  plus  de 
chaleur  qu'il  n^en  dégage  à  la  même  température,  et  dégage 
nécessairement  à  la  température'^  plus  de  chaleur  qu'il  n'en 
absorbe  à  la  même  température. 

3.  Le  cycle  de  Carnot  et  le  postulatum  de  Sir  W.  Thomson. 
—  On  dit  qu'un  système  parcourt  un  cycle  fermé  lorsqu'il  subit 
une  série  de  modifications  qui  le  ramènent  à  son  état  initial  avec 
sa  force  vive  initiale. 

Un  cycle  fermé  porte  le  nom  de  cycle  de  Carnot  lorsqu'il  vé- 
rifie la  restriction  suivante  : 

Durant  le  parcours  du  cycle,  il  n'y  a  échange  de  chaleur  entre 
le  système  et  le  milieu  que  lorsque  tous  les  points  du  svstèmc  sont 
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à  une  même  température  27,  ou  bien  lorsque  tous  les  points  du 
système  sont  à  une  même  température  3' supérieure  à  S. 

Une  machine  à  vapeur  dans  laquelle  tous  les  points  de  la  chau- 
dière seraient  à  la  même  température  S',  tandis  que  tous  les  points 
du  condenseur  seraient  à  la  même  température  2;  inférieure  à  S', 
dans  laquelle  en  outre  le  cylindre  serait  imperméable  à  la  cha- 
leur, offrirait  l'image  d'un  système  parcourant  un  cycle  de  Carnot. 

Un  système  qui  parcourt  un  cycle  de  Carnot  de  telle  façon  que 
durant  le  parcours  du  cycle  les  forces  extérieures  qui  sollicitent  ce 
système  effectuent  un  travail  négatif  offre  l'image  du  moteur  à 
feu  le  plus  simple  qu'on  puisse  imaginer. 

Généralisant  ce  que  l'expérience  nous  apprend  des  moteurs  à 
feu  les  plus  usités,  Sir  W.  Thomson  (')  a  énoncé  le  postulatum 
suivant  : 

Lorsquiui  système  décrit  un  cycle  de  Carnol  durant  lequel 
les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système  effectuent  un 
travail  total  négatif,  il  est  impossible  que  le  système  absorbe 
à  la  température  3  plus  de  chaleur  qu'il  n'en  dégage  à  la 
même  température. 

Nous  ferons  subir  à  ce  postulatum  de  Sir  W.  Thomson  une  très 
légère  modification,  analogue  à  celle  que  nous  avons  fait  subir  au 
postulatum  de  INl.  Clausius,  et  nous  dirons  : 

Lorscju'un  système  décrit  un  cycle  de  Carnot  durant  lequel 
les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système  effectuent  un 
travail  total  négatif,  le  système  dégage  à  la  température  2r 
plus  de  chaleur  qu'il  n'en  absorbe  à  la  même  température. 

Sir  W.  Thomson  avait  proposé  le  postulatum  dont  nous  venons 
de  rappeler  l'énoncé  pour  remplacer,  à  litre  de  proposition  équi- 
valente, le  postulatum  de  M.  Clausius.  Nous  allons,  dans  l'exposé 
suivant,  employer  simultanément  ces  deux  postulata. 

4.   Le  théorème  de  Carnot  et  la  température  absolue.  —  Pro- 


(')  W.  Thomson,  Transactions  of  the  Royal  Society  of  Edinburgli,  t.  \X, 
p.  3.5.);  i85i. 
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posons-nous  tout  d'abord  de  classer  tous  les  cycles  de  Carnot  dont 
l'existence  est  compatible  avec  le  premier  principe  de  la  Thermo- 
dynamique et  avec  les  deux  postulata  que  nous  avons  énoncés. 

Nous  désignerons  par  Q  la  quantité  totale  de  chaleur  échangée 
entre  le  système  et  le  milieu  extérieur  pendant  que  tous  les  points 
du  système  ont  la  température  2»,  par  Q'  la  quantité  totale  de 
chaleur  échangée  entre  le  système  et  le  milieu  extérieur  pendant 
que  tous  les  points  du  système  ont  la  température  2»',  et  nous 
compterons  ces  deux  quantités  Q  et  Q'  positivement  lorsqu'elles 
représenteront  de  la  chaleur  dégagée  parle  système,  négativement 
lorsqu'elles  représenteront  de  la  chaleur  absorbée  par  le  système. 

ISous  désignerons  par  S  le  travail  effectué,  durant  le  parcours 
du  cycle,  par  les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système. 

Nous  aurons  alors,  en  vertu  du  premier  principe, 

(2)  S  =  E(Q-hQ'). 

D'où  les  propositions  suivantes  : 

1°  Si  le  travail  externe  est  nul,  les  deux  quantités  Q  et  Q'  sont 
de  signes  contraires  et  égales  en  valeur  absolue. 

2"  Si  le  travail  externe  est  positif,  il  y  a  au  moins  l'une  des 
quantités  Q  et  Q'  qui  est  positive,  et,  s'il  n'y  en  a  qu'une,  elle  est 
la  plus  grande  en  valeur  absolue. 

3*^  Si  le  travail  externe  est  négatif,  il  y  a  au  moins  l'une  des 
quantités  Q  et  Q'  qui  est  négative,  et,  s'il  n'y  en  a  qu'une,  elle 
est  la  plus  grande  en  valeur  absolue. 

D'autre  part,  les  deux  postulata  de  M.  Clausius  et  de  Sir  W. 
Thomson  conduisent  à  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  le  travail  extérieur  est  nul  ou  négatif,  la  quantité  Q 
est  nécessairement  positive. 

De  ces  propositions,  il  est  facile  de  conclure  que  tous  les  cycles 
de  Carnot  réalisables  peuvent  se  classer  de  la  manière  suivante  : 

i**  Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  est  nul;  Q  est 
positif,  Q'  est  négatif  et  égal  à  Q  en  valeur  absolue. 

2°  Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  est  négatif;  Q 
est  positif,  Q'  est  négatif  et  supérieur  à  Q  en  valeur  absolue. 


i3o  PKEMIEHE    PAUTIE. 

3"  Le  travail  efTectué  par  les  forces  extérieures  est  positif;  trois 
cas  peuvent  alors  se  présenter  : 

a.  Q  est  positif,  Q'  est  négatif  et  inférieur  a  Ç)  en  valeur  ab- 
solue. 

h.  Q  est  négatif,  Q'  est  positif  et  supérieur  à  Q  en  valeur  ab- 
solue. 

c.   Q  et  Q'  sont  positifs. 

Proposons-nous  maintenant  de  comparer  les  valeurs  que  prend, 
dans  ces  différentes  classes  de  cycles,  le  rapport 

O'h-0 

p  = , 

et  de  démontrer  que,  pour  les  cycles  décrits  entre  les  tempé- 
ratures 'xj  et  xs'  qui  correspondent  à  un  trcnail  externe  positif 
ou  nul,  le  rapport  p  est  plus  grand  que  pour  les  cycles  décrits 
entre  les  mêmes  températures  qui  correspondent  à  un  travail 
externe  négatif. 

Ce  théorème  est  évident,  sauf  pour  les  cycles  à  travail  externe 
positif,  dans  lesquels  Q  est  négatif  et  Q'  positif;  en  effet,  pour  tous 
les  autres  cycles  à  travail  externe  positif,  le  rapport  p  est  positif; 
il  est  nul  pour  les  cycles  à  travail  externe  nul,  tandis  qu'il  est 
négatif  pour  les  cycles  à  travail  externe  négatif. 

Comparons  donc  un  cycle  décrit  entre  les  températures  ?j  el  'b' 
pour  lequel  le  travail  externe  est  positif,  la  quantité  Q  négative  et 
la  quantité  Q'  positive,  à  un  cycle  décrit  entre  les  tcjnpératures  ?j 
et  S'  pour  lequel  le  travail  externe  est  négatif,  la  quantité  Q  po- 
sitive et  la  quantité  Q'  négative. 

Désignons  par  G,,  Q,,  Q',  les  valeurs  des  quantités  G,  Q,  Q' 
pour  le  premier  cycle  5  par  G2,  Qs?  Q'>  les  valeurs  des  quantités 
G,  Q,  Q'  pour  le  second  cycle;  il  s'agit  de  démontrer  que  l'on  a 

Q',-i-Q.  ^Q'2  +  Q-2 


o,      ^      o., 


w, 


nii  et  ///..  désiiinant  deux  nombres  entiers,  soit  —  un  nombre  com- 
mensurable  supérieur  ou  égal  à  r^,  (')• 


(')  I^a  nolittioii  |  (7,  |  sisnillc  valeur  absolue  ric  i?^. 
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Considérons  un  système  formé  de  m-,  syslèmes  identiques  à 
celui  qui  décrivait  le  premier  cycle  et  de  m,  systèmes  identiques 
à  celui  qui  décrivait  le  second  cycle.  Aux  m^  premiers  syslèmes 
faisons  décrire  le  premier  cycle;  aux  m^  seconds  systèmes,  faisons 
décrire  le  second  cycle.  Le  système  total  décrira  un  cycle  de 
Carnot  en  lequel  les  échanges  de  chaleur  auront  encore  lieu  aux 
températures  ^  et  .^'.  Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures 
durant  le  parcours  de  ce  cycle  aura  pour  valeur 

D'après  la  manière  dont  /?«,  et  m-^  ont  été  choisis,  il  est  négatif, 
a  moins  que  le  rapport  -, r  ne  soit  commensurable  et  que  —  ne 

^  I  (52  I  '  '«2 

soit  égal  à  ce  rapport;  dans  ce  cas,  le  travail  externe  en  question 
serait  nul.  Dans  tous  les  cas,  d'après  les  postulata  fondamentaux, 
le  cycle  en  question  doit  dégager  de  la  chaleur  à  la  température  S; 

on  doit  donc  avoir 

;n2Qi  -f-  /H1Q2  >  o. 

De  celte  inégalité,  nous  déduisons 

Posons 

m-,         I  E2  1 

z  sera  ou  zéro  ou  une  quantité  positive  que  l'on  peut  rendre  aussi 
petite  que  l'on  veut.  L'inégalité  précédente  deviendra 

L%J  _^  s,  -i-  £  I  G.  I 


Q2  IQil 

Cette  inégalité  ne  peut  tendre  vers  l'égalité  lorsque  z  tend  vers 
O.  On  doit  donc  avoir 

S,  ^   G., 

ou  bien,  en  vertu  des  égalités, 
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que  donne  le  premier  principe  de  la  Thermodynamique, 

Q.  +  q;  ^  Q2  --  q; 


Qi      "      Q2 

C'est  précisément  l'inégalité  qu'on  voulait  démontrer. 

En  résumé,  si  l'on  considère  tous  les  cycles  de  Carnot  pour 
lesquels  les  échanges  de  chaleur  ont  lieu  aux  mêmes  tempéra- 
tures 2»  et  3i',  S'  étant  supérieur  à  3,  pour  tous  ceux  de  ces 
cycles  qui  correspondent  à  un  travail  négatif  des  forces  exté- 

1  ,  Q'  +  Q  ,        ■  f  ■ 

rieures,  le  rapport  0  =  a  une  valeur  inférieure  a  une 

certaine  quantité   négative   A;  pour    tous   ceux   qui  corres- 
pondent à  un  travail  positif  ou  nul  des  forces  extérieines,  le 

O'h-0  ,  ,    .  , 

rapport  p  =  ^       a   une   valeur  supérieure  a   une  certaine 

quantité  négative  A';  A'  est  supérieur  ou  égal  à  A. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que 

A'=  A. 

Pour  parvenir  à  cette  importante  proposition,  il  nous  est  néces- 
saire d'introduire  la  notion  de  transformation  réversible.  Cette 
notion,  l'une  des  plus  importantes  de  la  Thermodynamique,  est 
en  même  temps  l'une  des  moins  faciles  à  préciser.  Il  nous  sera  donc 
nécessaire  de  nous  y  arrêter  quelque  temps. 

Imaginons  un  système  ayant  la  même  température  en  tous  ses 
points,  soumis  à  l'action  de  certaines  forces  extérieures  et  assujetti 
à  certaines  liaisons  qui  s'expriment  par  des  égalités  ou  des  inéga- 
lités entre  les  divers  paramètres  définissant  l'état  du  système.  jNous 
dirons  qu'un  semblable  système  est  en  équilibre  dans  un  certain 
état,  si,  placé  sans  force  vive  dans  cet  état,  il  y  demeure  éternelle- 
ment. 

Soient  (i)  et  (2)  deux  états  d'équilibre  d'un  même  système. 
Imaginons  que  Ton  puisse  disposer  en  série  linéaire  une  infinité 
d'états  d'équilibre  du  même  système  partant  de  l'état  {\)  ^^  abou- 
tissant à  l'état  (2),  de  telle  manière  que  les  conditions  suivantes 
soient  vérifiées  : 

1"  Les  paramètres  qui  définissent  l'état  du  système  subissent 
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des  variations  continues  et  compatibles  avec  les  liaisons  lorsqu'on 
passe  d'un  état  à  l'état  voisin. 

2"  J.es  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  système  varient 
d'une  manière  continue  en  grandeur  et  en  direction. 

3°  Les  égalités  ou  inégalités  qui  expriment  les  liaisons  du  système 
subissent  des  variations  continues  de  forme. 

Une  semblable  série  S  sera  dite  séi'ie  continue  cVétals  cV équi- 
libre. 

Si  l'on  modifie  les  forces  extérieures  qui  agissaient  sur  le  système 
dans  l'état  d'équilibre  (i),  et  les  liaisons  auxquelles  il  était  soumis 
dans  cet  état,  ou  même  si  on  le  place  simplement  dans  cet  état 
sans  que  sa  force  vive  soit  nulle,  le  système  pourra  ne  plus 
demeurer  éternellement  dans  cet  état.  Il  pourra  éprouver  des  mo- 
difications. 

Supposons  que  l'on  puisse  disposer  des  vitesses  initiales  infini- 
ment petites  (')  des  divers  points,  des  forces  extérieures,  des 
liaisons  de  manière  à  former  une  infinité  de  modes  de  passage  de 
l'état  (i)  sans  force  vive,  à  l'état  (2)  sans  force  vive.  Chacun  de 
ces  modes  de  passage  est  constitué  par  une  série  linéaire  et  con- 
tinue d'états.  Soient  S,  S',  ...  ces  séries,  dont  le  nombre  est  sup- 
posé illimité. 

Supposons  que  l'on  puisse  de  même  former  une  infinité  de 
modes  de  passage  del'état  (2)  à  l'étal  (i)  analogues  aux  précédents, 
correspondant  à  une  infinité  de  séries  linéaires  et  continues 5,  5', ... 
d'états  du  système. 

Imaginons  maintenant  que  parmi  les  séries  S,  S',  .  .  .  on  puisse 
au  moins  d'une  manière  en  choisir  une  infinité  qui,  avec  la  série  S, 
puissent  se  disposer  en  une  suite  linéaire  de  séries,  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

On  peut  établir  une  correspondance  univoque  entre  un  état  de 
chacune  de  ces  séries  et  un  état  de  chacune  des  autres  et  de  la 
série  S. 

L'ensemble  des  étals  correspondant  à  un  même  état  de  la 
série  S  forme  lui-même  une  série  linéaire  et  continue  d'étals 
aboutissant  à  l'état  de  la  série  S,  et  dont  la  force  vive  tend  vers  o. 


(')   Lorsque   les   vitesses   iniliales  soiU  infiniinctil  pclilcs,  la  tonne  vive  initiait 
est  iiiliiiiiiictil  petite  du  second  ordre.  Ou  peut  doue  la    reiiafdei'  conuiie  uulle. 
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Imaginons  que  les  séries  i-,  .s',  .  .  .  jouissent  d  une  propriété 
analogue    à    celle  que    nous   venons   de    supposer  aux   séries  S. 

Nous  exprimerons  brièvement  toutes  les  propriétés  que  nous 
venons  d'attribuer  à  la  série  S  en  disant  qu'e//<?  constitue  une 
modification  réversible  permettant  de  passer  soit  de  l'état  (i)  à 
l'état  (2),  soit  de  l'état  (2)  rt  l'état  (1). 

Nous  dirons  qu'une  modification  réversible  S  est  isothermique 
lorsqu'on  peut,  parmi  les  séries  S,  S',  S",  .  .  .  d'une  part,  parmi  les 
séries  s,  s',  .  .  .  d'autre  part,  former  deux  suites  continues  de  mo- 
difications isothermiques  ayant  pour  limite  commune,  de  la  ma- 
nière que  nous  avons  indiquée,  la  suite  il.  Il  est  évident  que  sem- 
blable suite  S  est  formée  par  des  états  d'équilil)re  qui  correspondent 
tous  à  une  même  température  du  système. 

Nous  dirons  qu'une  modification  i  réversible  est  adiabatique  (  '  ) 
lorsqu'elle  est  de  même  la  limite  commune  de  deux  suites  de  mo- 
difications adiabatiques  de  sens  contraire.  Prenons  deux  états 
voisins  d'une  suite  réversible  i],  ces  deux  états  correspondront  à 
(les  valeurs  U  et  U  +  d\}  de  l'énergie  interne  du  système;  si  l'on 
transportait  le  système  de  l'un  de  ces  états  à  l'autre,  les  forces 
extérieures  effectueraient  un  travail  virtuel  dÇ .  On  appellera  en 
général  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  le  passage  réversible 
de  r un  de  ces  états  à  l'autre  la  quantité 

Cette  quantité  ne  représente  pas  plus  un  véritable  dégage- 
ment de  chaleur  quUine  modification  réversible  ne  représente 
une  véritable  modification.  Elle  est  seulement  la  limite  de  la 
quantité  de  chaleur  dégagée  dans  l'une  des  modifications  S  ou  s 
qui  ont  pour  limite  la  suite  S  pondant  (pie  Ion  franchit  l'intervalle 
des  deux  ('-tats  qui  ont  pour  correspondants  les  deux  états  consi- 
dérés de  la  suite  ï. 

D'après  la  délinition  ([ue  nous  venons  de  donner,  dans  le  cas 
tl'une  modification  adiabatique  réversible,  on  a 


(')    On  s;nl    quo  fou    iiDitimc   niotti/icnfinn  a(tiat/(i/i//iic  iiiii'   inridilicalioii  tiiii 
n'absorhc  ni   ne  (l('i;;ii;c  do  cIkiIoiii'  ;'i  ;iiicni)  moment. 
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Ces  définitions  posées,  revenons  aux  propriélés  du  cycle  de 
Carnot. 

DeuK  températures  3  et  2?',  cette  dernière  plus  élevée  que  la 
première,  étant  données,  imaginons  que  l'on  puisse  toujours 
trouver  quatre  modifications  réversibles  d'un  certain  système,  ces 
modifications  jouissant  des  propriétés  suivantes. 

La  première  est  une  modification  réversible  isolhermique  Sï", 
correspondant  à  la  température  2?',  et  conduisant  le  système  d'un 
état  (i)  à  un  autre  état  (a). 

La  deuxième  est  une  modification  réversible  et  adiabatique  S:î 
conduisant  le  système  de  l'état  (2),  où  il  a  la  température  2?',  à 
l'état  (3)  où  sa  température  est  2?. 

La  troisième  est  une  modification  réversible  iso thermique  S* 
conduisant  le  système  de  l'état  (3)  à  un  certain  état  (4)  de  même 
température  3. 

La  quatrième  est  une  modification  réversible  adiabatique  S[  ra- 
menant le  système  de  l'c'tat  (4)  à  r(''tat  (i). 

Nous  aurons  ainsi  constitué  un  cycle  de  Carnot  réversible 
décrit  entre  les  températures  2i  et  2?'. 

D'après  la  définition  des  transformations  réversibles,  il  existe 
une  infinité  de  manières  de  passer  de  l'état  (i)  à  l'état  (2),  parmi 
lesquelles  se  trouvent  une  infinité  de  modifications  isothermiques 
S^,  S'^,  .  .  .  formant  une  série  linéaire  qui  a  pour  limite  la  suite  Sf . 
]1  existe  de  même  une  infinité  de  manières  de  passer  de  l'état  (2) 
à  l'état  (i),  parmi  lesquelles  se  trouvent  une  infinité  de  modifica- 
tions isothermiques  S',,  S'.',,  .  .  .,  formant  une  série  linéaire  qui  a 
pour  limite  la  suite  S.',.  On  peut  sur  les  trois  autres  modifications 
réversibles  S:î,  S.J,  Sj  répéter  des  considérations  analogues. 

Prenons  une  des  modifications  isothermiques  S^  une  des  modi- 
fications adiabatiques  S:!,  une  des  modifications  isothermiques  S.J, 
une  des  modifications  adiabatiques  S^.  Nous  aurons  un  cycle  de 
Carnot  passant  par  les  quatre  états  (i),  (2),  (3),  (4),  cl  décrit, 
entre  les  températures  S  et  3',  dans  le  sens  (i),  (2),  (3),  (4). 
On  peut  évidemment  former  une  infinité  de  semblables  cycles;  on 
peut,  d'une  infinité  de  manières  différentes,  former  parmi  ces  cvclos 
une  série  linéaire  de  cycles  ayant  pour  limite  le  cycle  réversible. 
Soit  C(i ,  2,3,4)  "^^c  semblable  série  de  cycles  de  Carnot. 

On  peut  de  même,  avec  les  modifications  S|,  S',  Si;,  S.',,  former 
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une  infinité  de  séries  linéaires  de  cycles  de  Carnol,  décrits  entre 
les  températures  2ret  3',  passant  par  les  étals  (i),  (2),  (3),  (4)  dans 
l'ordre  (4),  (3),  (2),  (1),  se  transformant  d'une  manière  continue 
les  uns  dans  les  autres  et  ayant  pour  limite  le  cycle  réversible. 
Soit  C(4,  3,  2,  1)  une  semblable  série  de  cycles  de  Carnot. 

Le  travail  virtuel  qu'efi'ectueraient  les  forces  extérieures  si 
l'on  faisait  décrire  au  système  le  cycle  réversible  change  de  signe 
sans  changer  de  grandeur  absolue,  suivant  que  l'on  suppose  le  cycle 
décrit  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Supposons-le  positif,  pour 
fixer  les  idées,  lorsque  le  cycle  est  décrit  dans  le  sens  (i),  (2),  (3), 
(4),  et  désignons-le  par0. 

Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  dans  le  parcours  de 
l'un  des  cycles  de  la  série  C(i,  2,  3,  4)  tend  vers  0  lorsque  ce 
cvcle  tend  vers  le  cycle  réversible.  On  peut  donc,  en  prenant  seule- 
ment ceux  de  ces  cycles  qui  sont  assez  voisins  du  cycle  réversible, 
être  certain  que  pour  tous  le  travail  externe  est  positif. 

Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  dans  le  parcours 
de  l'un  des  cycles  de  la  série  C(4,  3,  2,  i)  tend  vers  —  B  lorsque 
ce  cycle  tend  vers  le  cycle  réversible.  On  peut  donc,  en  prenant 
seulement  ceux  de  ces  cycles  qui  sont  assez  voisins  du  cycle  ré- 
versible, être  certain  que  pour  tous  le  travail  externe  est  négatif. 

Dès  lors,  pour  tous  les  cycles  de  la  série  C(i,  2,  3,  4),  on  a 

p=  -Q— >A 
et,  pour  tous  les  cycles  de  la  série  C(4>  3,  2,  i),  on  a 

?         Q 
avec 

A'>A 


<A, 


Mais,  si  l'on  envisage  la  valeur  de  p  pour  tous  les  cycles  de  la 
série  C(i ,  2,  3,  4)>  C"^  ^O'^  qu'elle  a  pour  limite  la  valeur  de  p  pour 
le  cycle  réversible  décrit  dans  le  sens  (i),  (2),  (3),  (4)  ;  si  Ton  en- 
visage la  valeur  de  p  pour  tous  les  cycles  de  la  série  C(4,  3,  2,  1), 
on  voit  qu'elle  a  pour  limite  la  valeur  de  p  pour  le  cycle  réver- 
sil)le  décrit  dans  le  sens  (4),  (3),  (2),  (1).  Si  l'on  se  reporte  à  la 
définition  de  la  (juantité  de  chaleur  dégagée  dans  le  parcours  d'une 
modification  réversible,  on  voit  que  Q  (>t(  V  changent  de  signe  sans 
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cliauger  de  valeur  absolue  lorsqu'on  change  le  sens  de  parcours  du 
cycle  réversible.  Par  conséquent,  pour  le  cycle  réversible,  la 
quantité  p  a  une  valeur  indépendante  du  sens  de  parcours  du 
cycle. 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  p  pour  tous  les  cycles  de  la 
série  C(i,  2,  3,  4)  et  la  valeur  de  p  pour  tous  les  cycles  de  la 
série  C(4,  3,  2,  i)  ont  une  commune  limite.  Par  conséquent,  on  a, 
comme  nous  l'avions  annoncé, 

A'  =  A. 

La  valeur  commune  des  deux,  quantités  A  et  A'  est  la  valeur  de 
la  quantité  p  pour  un  cycle  réversible  quelconque  décrit  entre  les 
températures  3  et  2»'.  Cette  quantité  est  nécessairement  une  fonc- 
tion des  deux  seules  températures  2»  et  2!'.  Si  nous  la  désignons 
par  y(3,  .2î'),  nous  arrivons  au  résultat  suivant  : 

Il  existe  une  fonction  /(S?,  3')  des  deux  températures  2r  et  3', 
négative  lorsque^'  est  supérieur  à^,  telle  que,  pour  tout  cycle 
de  Carnot  décrit  entre  les  températures  2*  et  2?'  et  correspon- 
dant à  un  travail  externe  positif  ou  nul,  on  ait 

Q >   j{">,^    ), 

et  que  pour  tout  cycle  de  Carnot  décrit  entre  les  températures 
2rei2f'  et  correspondant  à  un  travail  externe  négatif,  on  ait 

Posons 

^(2r',2r)  =  /(Sr',2rj-,. 

La  quantité  '}(2r',  .27)  sera  négative  et  supérieure  à  i  en  valeur 
absolue  si  .2r'  est  supérieur  à  2r.  On  aura  alors,  pour  la  première 
classe  de  cycles  de  Carnot, 

(3)  ^>4.(3r',Sr), 

et  pour  la  seconde 

Jiull.  des  Sciences  inatliéin.,  •>.'  série,  l.  \I.  (Iiiiii  1S87.)  10 


i38  PREMIÈRE   PARTIE. 

11  nous  reste  maintenant,  pour  aclievcr  la  démonstralîon  du 
lliéorcme  de  Carnot,  à  montrer  que 

(5)  ^(S",x7)  =  '>(27",  27')'J/(2r',2-), 

3?,  3',  S"  étant  trois  températures  cpiclconques. 

Il  suffit,  pour  établir  cette  proposition,  d'observer  qu'au  moyen 
d'un  cycle  de  Carnot  réversible  fonctionnant  entre  les  températures 
.r?  et  2;'  mettant  enjeu  à  ces  deux  températures  des  quantités  de 
chaleur  Q  et  Q'  et  d'un  cycle  de  Carnot  réversible  fonctionnant 
entre  les  températures  2>'  et  2î"  et  mettant  en  jeu  à  ces  deux  tem- 
pératures des  quantités  de  chaleur  Q'  et  Q",  on  peut  former  un 
cycle  de  Carnot  réversible  fonctionnant  entre  les  températures  2f 
et  ^"  et  mettanten  jeu  à  ces  températures  des  quantités  de  chaleur 
Q  6t  Q".  La  déduction  est  trop  facile  pour  que  nous  nous  y  attar- 
dions. 

De  l'égalité  (5)  il  résulte  que,  si  Ton  désigne  par  F(.^)  une 
fonction  de  2î,  toujours  positive  et  croissant  en  même  temps  que 
X!,  on  pourra  poser 

La  fonction  F(2i)  n'est  évidemment  déterminée  qu'à  un  facteur 
positif  constant  près.  On  peut  la  désigner  sous  le  nom  de  tempé- 
rature absolue  ('  ). 

Moyennant  cette  égalité  (6)  et  les  inégalités  (3)  et  (4),  on  arrive 
à  la  proposition  suivante  : 

Tous  les  cycles  de  Carnot  décrits  entre  les  températures  ?j 
et  S',  'b'  étant  supérieur  à  .^,  se  partagent  en  deux  classes. 

La  première  classe  est  formée  des  cycles  correspondant  à  un 
travail  positif  ou  nulej/'ectué  par  les  forces  extérieures.  Pour 

fous  ces  cycles,  on  a 

Q  ^        K(2r)' 


(')  On  rciiuirqucra  qiio  la  Icmpéraliirc  alisoliic  se  présente  ici  par  une  dcfini- 
lion  analoj^iic  à  celle  qua  donnée  iM.  G.  Lippmann  (G.  LirrMANX,  Journal  de 
P/n:iir/ue  t/ieorique  et  apptif/itée,  2'  série,  l.  III,  p.  '!■?.  cl  277;  i.S8.'|.  Cours  de 
'/7irrnin(/\iifir)iif/it('  ;  iSS'i  ). 
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La  seconde  classe  est  formée  de  cycles  correspondant  à  un 
travail  négatif  effectué  par  les  forces  extérieures.  Pour  tous 

ces  cjcles,  on  a 

Q'  IW) 

Q         'F(S/ 

Ces  deux  énoncés  peuvent  être  réunis  en  un  seul.  Si  l'on  se 
reporte  à  la  classification  des  cycles  de  Carnot  qui  a  été  faite  au 
commencement  de  ce  paragraphe,  on  voit  que,  pour  tous  les 
cycles  de  Carnot  possibles,  on  a. 

Q  O' 

Telle  est  l'inégalité  à  laquelle  nous  donnerons  le  nom  de  Théo- 
rème de  Carnot. 

5.  L'entropie.  —  Considérons  deux  états  quelconques  d'un 
même  système  :  désignons-les  par  (i)  et  (2)  et  supposons  que, 
dans  chacun  de  ces  deux  états,  le  système  ait  la-  même  tempé- 
rature en  tous  ses  points,  cette  température  n'étant  pas  forcé- 
ment la  même  dans  l'état  (1)  et  dans  l'état  (2).  Nous  supposerons 
en  même  temps,  une  fois  pour  toutes,  qu'il  en  est  de  môme  de 
tous  les  états  que  nous  pourrons  avoir  à  considérer. 

Supposons  que  l'on  puisse  d'une  infinité  de  manières  passer  de 
l'état  (1)  à  l'état  (2).  Chacun  de  ces  modes  de  passage  est  con- 
stitué par  une  série  linéaire  S^  d'états  du  système,  le  système 
étant,  dans  chacun  de  ces  états,  soumis  à  l'action  de  certaines 
forces  extérieures,  gêné  par  certaines  liaisons  et  doué  d'une 
certaine  force  vive.  Supposons  en  outre  que  l'on  ne  considère 
parmi  les  séries  S^  que  celles  qui  vérifient  la  condition  suivante  : 
Le  système  étant  pris  sans  force  vive  initiale  dans  V un  quel- 
conque des  états  qui  constituent  S\  peut,  en  restant  soumis  à 
l'action  des  mêmes  forces  extérieures,  passer  en  l'un  quel- 
conque des  états  qui  ^viennent  après  lui  dans  la  série  S^;  et, 
par  l'adjonction  de  certaines  liaisons  convenablement  choisies, 
on  peut  s'arranger  de  telle  sorte  que  sa  force  vive,  nulle  dans 
le  premier  état,  soit  encore  nulle  dans  le  second.  C'est  là  une 
restriction  fondamentale  que  nous  supposerons  toujours  remplie 
dans  la  suite. 


i\o  PllEMlÈUE  PARTIE. 

Supposons  de  même  que  ron  puisse  d'une  infinité  de  manières 
passer  de  l'état  (2)  à  l'étal  (i),  chacun  de  ces  modes  de  passage 
étant  constitué  par  une  série  linéaire  S]  d'états  du  système,  véri- 
fiaut  des  restrictions  analogues  à  celles  qui  ont  été  imposées  aux 
séries  S^. 

Les  états  par  lesquels  passe  le  système,  soit  lorsqu'il  va  de  l'état 
(i)  à  l'état  (2),  soit  lorsqu'il  va  de  l'état  (2)  à  l'état  (i),  ne  sont  pas 
en  général  des  états  d'équilibre  pour  ce  système  soumis  aux  forces 
extérieures  qui  agissent  réellement  sur  lui  lorsqu'il  passe  par 
chacun  de  ces  états.  INIais  nous  admettrons  que,  pour  chacun  de 
ces  états,  on  puisse  imaginer  des  forces  extérieures  et  des  liaisons 
telles  que  ces  états  deviennent  pour  le  système  des  états  d'équi- 
libre. Il  sera  possible  alors  de  supposer  qu'il  existe  des  modifi- 
cations réversibles  conduisant  de  l'un  quelconque  de  ces  états  à 
l'un  quelconque  des  autres. 

Pour  simplifier  les  démonstrations  qui  suivent,  nous  suppo- 
serons que,  dans  chacune  des  séries  S^  et  dans  chacune  des  séries 
S.',  le  système  ne  passe  jamais  plus  d'une  fois  par  un  même  état. 
Nous  pourrions  aisément  montrer  plus  tard  que  les  résultats  ob- 
Icnus  ne  dépendent  pas  de  cette  hypothèse  simplificatrice. 

Nous  supposerons  ensuite  que,  étant  donnée  une  série  S'f  quel- 
conque et  une  série  S.',  quelconque,  on  puisse  établir  une  corres- 
pondance univoque  des  états  qui  composent  l'une  des  séries  avec 
les  états  qui  composent  l'autre  série,  cette  correspondance  véri- 
fiant les  conditions  suivantes  : 

1°  A  deux  états  infiniment  voisins  de  la  série  S"^  correspondent 
deux  états  infiniment  voisins  de  la  série  S.',. 

2"  Si,  dans  la  série  S'f,  l'état  A  précède  l'état  B,  dans  la  série 
S.',,  l'état  A'  qui  correspond  à  A  suit  l'état  B'  qui  correspond  à  B. 

3"  Deux  états  correspondants  étant  donnés,  on  peut  passer  de 
l'un  à  l'autre  par  une  modification  adiabatique  réversible. 

Telles  sont  les  restrictions  fort  nombreuses  que  nous  suppo- 
serons réalisées  par  les  modifications  que  nous  étudierons.  Ce 
n'est  qu'après  s'être  assuré  (juclles  sont  remplies  dans  un  cas  par- 
ticulier (|uc  nous  aurous  le  droit  d'appliquer  à  ce  cas  les  théo- 
rèmes (|uc  nous  allons  démontrer.  A  ceux  (|ue  leur  grand  nombre 
elTrayerail,  nous  dirons  que  co  grand  n()nd)re  des  reslrictious  aux- 
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quelles  sont  soumis  les  théorèmes  de  la  Thermodynamique  rend 
d'autant  plus  nécessaire  l'énoncé  précis  de  ces  restrictions,  car 
chacune  de  ces  restrictions  se  transforme  en  une  source  d'erreurs 
lorsqu'on  la  dissimule,  comme  on  le  fait  ordinairement,  sous  le 
voile  d'une  fausse  évidence. 

Soient  A   et    B  deux   états   infiniment  voisins  de  la  série  S'f. 
Lorsque  le  système  passe  de   l'état  A  à  l'état  B,   il  dégage  une 

quantité  de  chaleur  <fQ.  Sa  demi-force  vive  croît  de  d^,  ~ —  Soit 

2f  la  température  du  système  dans  l'état  A.  Formons  le  quotient 

et  désignons  par 

la  somme  des  quotients  analogues  pour  tous  les  éléments  de  la 
série  S^. 

Soient  de  même  A'  et  B'  deux  états  infiniment  voisins  de  la 
série  Si.  Lorsque  le  système  passe  de  l'état  B'  à  l'état  A',  il  dégage 

une  quantité  de  chaleur  (iQ.  Sa  force  vive  croît  de  d/^—^-—  •  Soil 

.3r'  la  température  du  système  à  l'état  A'.  Formons  le  quotient. 


et  désignons  par 


<*'"*  ^^  =  l'"F<k)('"^'^'"'2^) 


la   somme  des  quotients  analogues  pour  tous  les  éléments  de  la 
série  SJ. 

Nous  allons  démontrer  que  l'on  a  toujours 

(9)  Jf  +  J|>o. 

Comme  on  peut  toujours  supposer  que  les  deux  éléments  AB, 
A'B'  sont  deux  cléments  coiTespondants  des  séries  S'^  et  S.',,  il 
suffira  do  démontrer  que,  pour  deux  tels  éléments  correspondants, 
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on  a 


.Q'^A.^;^ 


^'"^  PTS) -^ Fi^'^) >  °- 

C'est  ce  que  nous  ferons  bien  aisément  de  la  manière  suivante. 

On  peut,  nous  l'avons  supposé,  en  laissant  agir  sur  le  système 
les  forces  extérieures  qui  le  sollicitent  durant  la  transformation 
AB,  mais  en  introduisant  au  besoin  certaines  liaisons,  faire  que 
le  système  partant  sans  force  vive  de  l'état  A  arrive  sans  force 
vive  à  l'état  B.  Nous  désignerons  par  A,  B)  cette  nouvelle  modi- 
fication. Dans  la  modification  AB  et  dans  la  modification  A,  B,  les 
forces  extérieures  effectuent  le  même  travail  et  l'énergie  interne 
subit  la  même  variation.  Si  donc  on  désigne  par  f/Q(  la  quantité 
de  chaleur  dégagée  par  le  système  durant  la  modification  AiB|, 
on  aura 

(ri)  dQi  =  dQ -^  X  d^'^ - 

De  même,  on  peut  l'aire  passer  le  système  de  l^Uat  B'  à  l'état 
A'  en  laissant  sa  foi'ce  vive  égale  à  o  dans  chacun  de  ces  deux 
étals,  en  conservant  les  forces  extérieures  qui  agissaient  sur  lui 
dans  la  transformation  B'A',  mais  en  introduisant  certaines 
liaisons.  Si  nous  désignons  cette  nouvelle  modification  par  B',A', 
et  si  nous  représentons  par  di)\  la  quantité  de  chaleur  dégagée 
par  le  système  durant  la  modification  B',A', ,  nous  aurons 

(  1 1  ^^à-  )  c/Q'i  =-  d()'  -^  A  d\  '^  • 

Moyennant  les  égalités  (i  i)  et(ii  bis).,  l'inégalité  à  démontrer 
(lo)  devient 

De  l'état  A  à  l'état  A'  on  ptnil,  d'après  ce  que  nous  avons  sup- 
posé, [)asser  par  une  série  adiabatique  réversible,  que  nous  dési- 
gnerons par  AA'.  De  même  de  l'état  B  à  l'étïit  B'  on  jieut  passer 
par  une  série  adiabatique  réversible  que  nous  désignerons  par  BB'. 

Cela  étant,  nous  observerons  qu'il  existe  ou  bien  en  la  série  BB 
lin  rliil  H^  inrininient  voisin  de  B  dans  lequel  le  svslème  a  la  même 
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température  2<  qu'en  l'état  A,  ou  bien  en  la  série  AA'  un  état  A2 
infiniment  voisin  de  A,  en  lequel  le  système  a  la  même  tempé- 
rature (2r  +  <i2r)  qu'en  l'état  B.  Pour  fixer  les  idées,  nous  sup- 
poserons que  ce  soit  le  premier  cas  qui  se  présente. 

De  même  il  existe  ou  bien  en  la  série  AA'  un  état  A!,  infiniment 
voisin  de  l'état  A',  dans  lequel  le  système  a  la  même  température 
(.'rj'-h  d^')  qu'en  l'état  B',  ou  bien  en  la  série  BB'  un  état  B'^  in- 
finiment voisin  de  l'état  B'  en  lequel  le  système  a  la  même  tem- 
pérature £/'  qu'en  l'élat  A'.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 
que  ce  soit  le  premier  cas  qui  se  présente. 

Ici  se  présente  une  nouvelle  bypothèse  admise  implicitement 
dans  tous  les  traités  de  Thermodynamique  et  qui,  cependant, 
demanderait  à  être  vérifiée  dans  chaque  cas  particulier.  Cette 
hypothèse  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante. 

Laissant  le  système  soumis  à  l'action  des  forces  extérieures  qui 
le  sollicitent  durant  la  transformation  AB  ou  A,  B,,  il  est  possible 
de  trouver  des  liaisons,  telles  qu'elles  obligent  ce  système,  partant 
sans  force  vive  de  l'étal  A  à  arriver  également  sans  force  vive  à 
l'état  Bo  par  une  transformation  isothermique  infiniment  petite 
A,  B2  accomplie  à  la  température  .3î;  puis  de  trouver  d'autres 
liaisons  telles  que  le  système,  partant  sans  force  vive  initiale  de 
l'état  Bo,  arrive  également  sans  force  vive  à  Tétat  B  par  une  trans- 
formation adiabatique  infiniment  petite  BoB,. 

Si  une  semblable  hypothèse  est  vérifiée,  il  résulte  de  la  re- 
marque que  nous  avons  faite  au  n"  1  à  la  suite  du  premier  principe 
de  la  Thermodynamique,  que  l'ensemble  des  deux  modifications 
infiniment  petites  AiBo  et  BoB,  dégage  la  même  quantité  de 
chaleur  que  la  modification  infiniment  petite  A,B)  ;  et,  comme  la 
modification  BoB,  est  adiabatique,  que  les  deux  modifications 
A,  B,  et  A,  Bo  donnent  lieu  au  même  dégagement  de  chaleur  c/Q,  • 

De  même,  si  une  hvpothèse  analogue  est  vérifiée  pour  les  états 
B',  A'  et  A',,  la  modification  B',A',  donnera  lieu  au  même  dégage- 
ment de  chaleur  c/Q'^  qu'une  modification  isothermique  B',A.,, 
effectuée  à  la  température  (2?'  -h  d^'),  et  amenant  le  système  pris 
sans  force  vive  initiale  à  l'état  B',  en  l'élat  A'^  sans  force  vive 
finale. 

L'étal  Bo  étant  pris  en  la  modification  adiabalique  réversible  BB', 
la  modification  BoB'  est  elle-même  adiabatique  et  réversible.  Par 
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conséquent,  on  peut  d'une  infinité  de  manières  prendre  le  système 
sans  force  vive  en  l'état  B2  et  le  faire  parvenir  en  l'état  B'  sans 
force  vive  par  une  modification  adiabatique^  désignons  par  B2B', 
une  semblable  modification. 

De  même,  désignons  par  A'.,A,  une  des  modifications  adiaba- 
tiques  par  lesquelles  on  peut  prendre  le  système  sans  force  vive 
en  l'état  A.,  et  l'amener  sans  force  vive  en  l'état  A. 

La  suite  des  quatre  modifications  AjBo,  BoB', ,  B',A!,,  A'gA, 
constitue  un  cycle  de  Carnot  décrit  par  le  système.  Si  alors  nous 
appliquons  à  ce  cycle  l'inégalité  (7),  vraie  pour  tous  les  cycles  de 
Carnot,  nous  aurons 


rfQ.     ,  dQ\    _   ^^ 


ou  simplement 


F(2?)       F{y-+-d?3') 


Cette  inégalité  est  précisément  l'inégalité  (ly)  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 

Nous  avons  vu  que  l'inégalité  (la)  est  équivalente  à  l'inégalité 
(10),  et  que  celle-ci  entraîne  l'inégalité  (9).  Nous  aurons  donc, 
en  vertu  des  égalités  ((S)  et  (8  bi's)^ 


(i3) 


Transformons  légèrement  cette  inégalité- 
Ije  symbole 

pour  une  transformation  telle  (pie  S.',  (|iii  piirl  de  rélat(a)  pour 
aboutir  à  l'état  (i),  n'aurait  pour  nous  juscpTiei  aucun  sens.  Con- 
venons de  hii  attribuer  le  même  sens  qu'à 

.M 
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L'inégalité  (i  3)  deviendra 

.(2) 


(i3  bis)  ' 


1 


'(1) 

et  pourra  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
La  somme 


est  plus  grande  pour  toute  transformation  par  laquelle  le  sys- 
tème passe  de  l'état  (i)  à  l'état  (2)  que  pour  toute  transfor- 
mation par  laquelle  le  système  passe  de  l'état  (2)  à  l''état{i). 

Supposons  maintenant  que  de  l'état  (i)  à  l'état  (2)  il  existe  une 
transformation  réversible  S,  limite  commune  d'une  infinité  de 
transformations  S^  et  d'une  infinité  de  transformations  S^.  Il  nous 
sera  bien  facile  alors  de  démontrer  la  proposition  suivante,  qui 
est  la  proposition  fondamentale  de  cette  partie  de  la  Thermody- 
namique : 

Il  existe  une  quantité  F(i,  2)  dépendant  uniquement  de 
l'état  du  système  en  (i)  et  de  l'état  du  système  en  (2),  telle  que, 
pour  toute  transformation  par  laquelle  le  système  passe  de  (i) 
en  (2),  on  ait 

et  que  pour  toute  transformation  par  laquelle  le  système  passe 
de  (2)  en  (i)  on  ait 


rF(^0'<3--2:?)-^(-^> 


'(1) 
Celte  quantité  F(i,  2)  est  la  valeur  de  l'intégrale 
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pour  une  quelconque  des  transformations  réversibles  qui  relient 
les  étals  (i)  et  (2). 

Par  des  considéralions  trop  faciles  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'y 
insister  ici,  on  arrivera  à  la  proposition  suivante  : 

11  existe  une  fonction  S  des  paramètres  qui  définissent  l'état  du 
système,  telle  que,  si  l'on  désigne  par  S,  et  So  les  valeurs  de  S 
relatives  aux  états  (1)  et  (2),  on  ait 

F(i,2)  =  S,-S,. 

C'est  cette  fonction  S,  parfaitement  définie  d'après  ce  qui 
précède,  à  une  constante  additive  près,  que  INI.  Clausius  a  proposé 
de  nommer  \ entropie  du  système.  Cette  dénomination  est  au- 
jourd'hui adoptée  par  tous  les  physiciens.  Si  avec  M.  Clausius  on 
donne,  pour  une  modification  quelconque  qui  transporte  le 
système  de  l'état  (1)  à  l'état  (2),  le  nom  de  transformation  non 
compensée  à  la  quantité 

(,4)  P  =  £'-^'^-(rfQ..Arf2^)^S.-S„ 

la  proposition  précédente  devient  : 

Toute  modification  correspond  à  une  transformation  non 
compensée  positive. 

Telle  est  la  grande  loi  dont  la  Thermodynami(jue  est  redeval)lc 
à  M.  Clausius.  Après  l'avoir  ainsi  mise  en  évidence,  nous  n'aurons 
plus  qu'un  mot  à  dire  pour  en  déduire  le  théorème  fondamental 
sur  lequel  reposent  les  travaux  de  M.  Gibbs. 

0.  Le  travail  non  compensé,  le  potentiel  thermodynamicj[ue 
et  le  théorème  de  M.  Gibbs.  —  La  loi  de  M.  Clausius  nous  donne 
le  moyen  de  déterminer  les  états  d'équilibre  d'un  système.  Si 
toutes  les  modifications  virtuelles  que  l'on  ])ourrait  imaginer  à 
partir  d'un  état  du  système  sont  telles  qu'elles  entraîneraient  une 
transformation  non  compensée  nulle  ou  négative,  le  système  est 
assurément  en  équilibre.  Mais  celle  proposition  conduit  surtout  à 
des  résultats  intéressants  lorsqu'on  I  applique  à  des  svstèmes  dont 
la  température  '^  est  maintenue  constante.  13ans  ce  cas,  donnons 
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le  nom  de  travail  non  compensé  au  produit 

(i5)  0  =  EF(2r)P. 

Nous  pourrons  énoncer  la  proposition  précédente  sous  la  forme 
que  voici  : 

Un  système  sera  sûrement  en  équilibre  dans  un  état  déter- 
miné si  toute  modification  virtuelle  imposée  au  système  à 
partir  de  cet  état  correspond  ci  un  travail  non  compensé  nul  ou 
négatif. 

Ce  théorème  est  analogue,  par  son  énoncé,  au  principe  des 
vitesses  virtuelles,  tel  que  Gauss  l'a  formulé;  cette  analogie,  loin 
d'être  un  simple  accident,  tient  à  la  nature  même  des  choses,  car 
il  serait  facile  de  prouver  que,  si  l'on  introduit  dans  la  Thermo- 
dynamique les  hypothèses  restrictives  auxquelles  la  Mécanique 
assujettit  tous  les  systèmes  qu'elle  étudie,  cette  proposition 
redonne  l'énoncé  même  du  principe  des  vitesses  virtuelles;  malgré 
cette  importante  analogie,  la  proposition  précédente  serait  peut- 
être  de  peu  d'usage  si  le  travail  non  compensé  effectué  dans  une 
modification  isothermique  n'était  susceptible  d'une  expression 
remarquable  que  nous  allons  indiquer. 

Lorsque  la  température  est  maintenue  constante,  les  égalités 
(i4)et(i5)    nous  donnent 

&  =  E  f  (dq^  \d\~\  ^EF(2r)(S2-S,). 

Mais  d'autre  part,  si  nous  désignons  par  S  le  travail  effectué  par 
les  forces  extérieures  dans  la  modification  considérée,  l'égalité  (1) 
nous  donne 


■'£( 


dO-i-Ady"^)  =  E(Ui-U,) 


On  a  donc,  en  résumé,  cette  expression 

(16)  G  =  E[U,  —  F(2r)Si]  —  E[U,  -  F(S7)S,]  +  E. 

Cette  expression  est  surtout  remarquable  dans  le  cas  où  les 
forces  extérieures  admettent,  d'elles-mêmes  ou  en  vertu  des  liai- 
sons imposées  au  système,  ce  qu'on  nomme  en  Mécanique  un  po- 
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tentiel.  Dans  ce  cas,  si  l'on  désigne  par  W  ce  potentiel,  et  par 
W,  et  Wo  ses  valeurs  dans  l'état  (i)  et  dans  l'état  (2),  on  a 

(17)  {B=\V, -W^. 

Dès  lors,  si  l'on  pose 

(18)  4>  =  E[U -F(&)SJ-i-\V, 

l'égalité  (16)  deviendra 

(19)  0  =  *!  —  *2. 

Le  travail  non  compensé  sera  déterminé  au  moyen  de  la  quan- 
tité <ï>  comme  le  travail  externe  S  est  déterminé  au  moyen  du 
potentiel  W.  La  quantité  <ï>  peut  donc  être  à  bon  droit  nommée 
\e  potentiel  thermodynamique. 

Cette  dénomination  sera  mieux  justifiée  encore  si  l'on  observe 
la  forme  que  prend  alors  la  règle  indiquée  tout  à  l'heure  pour  la 
détermination  des  états  d'équilibre  stable.  Cette  règle  pourra  en 
effet  s'énoncer  ainsi  : 

Un,  état  d'un  système  sera  un  état  d' équilibre  stable  sHl 
correspond  à  un  minimum  du  potentiel  thermodynamique. 

Tel  est  le  théorème  fondamental  découvert  par  M.  Gibbs.  Il  est 
en  Thermodynamique  l'analogue  de  la  proposition  sur  la  stabilité 
de  réc|ullibrc  découverte  par  Lagrange  et  démontrée  par  Lejeune- 
Dirichlct.  C'est  assez  dire  qu'il  constitue  l'origine  de  l'un  des  plus 
grands  progrès  qui  aient  été  faits  en  cette  science,  soit  pour 
éclairer  ses  principes,  soil  pour  enrichir  le  nombre  de  ses  appli- 
cations. 

{A  suivre.) 
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SUR  LE  MAXIMUM  DU  PRODUIT  DE  PLUSIEURS  FACTEURS  POSITIFS 
DONT  LA  SOMME  EST  CONSTANTE; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

La  proposition  qui  fait  le  sujet  de  cet  article  appartient  aux  élé- 
ments de  l'Algèbre.  La  démonstration  qu'on  en  donne  habituelle- 
ment est  sujette  à  des  objections,  que  l'on  peut  sans  doute  négliger 
dans  un  enseignement  tout  à  fait  élémentaire;  la  suivante,  qui  est 
à  l'abri  de  ces  objections,  m'a  paru  mériter  d'être  publiée. 

Admettons  la  proposition  pour  le  cas  de  deux  facteurs  et  consi- 
dérons un  produit  de  quatre  facteurs 

«1,      «2,      «3,      «i- 

Si  ces  facteurs  ne  sont  pas  tous  égaux,  on  pourra  supposer  «,  diffé- 
rent de  «2,  et  l'on  aura 

et,  par  conséquent, 

/«l  -f-  «=>    «3-1-  «i 
«1  «2  «3  «i  <    (   '    

Le  produit  de  deux  facteurs 

(ai-h  «2)(a3-i-  ai) 

ne  peut  être  diminué  si  l'on  remplace  chacun  des  facteurs  par  leur 
demi-somme;  on  aura  donc 

(rti-^-a2)frt3-i-aO  -  ( ) 

cl,  par  conséquent, 

^  /«i -I- a,-l- «s-!- «1 
rtia2«3«4  <  ( ; 


c.  Q.  F.  u. 
Considérons  maintenant  un  produit  de  huit  facteurs 

l*  =  (>[  ''Il  (I  \  fi't  fi.i  (le,  (i-  fH  ) 
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si  ces  fadeurs  ne  sont  pas  tous  égaux,  le  résultat  que  nous  venons 
d'établir  relativement  au  produit  de  quatre  nous  donnera,  en  sup- 
posant rt,  différent  de  a-,, 


ai  a-i  «3  of;. 


«l-f 

«2  -+-  «3  - 

4-ai 

a.",  -i- 

4 
«f,  -f-  f'i  - 

:-   «8  ' 

4 


et,  par  conséquent, 

r/i  -^  «2  -^  '^•■î  -^  ^'.    ^3  -^  <^r,  -i-  «7  -^  ^f 


p< 


4  ■^ 

si,  dans  le  produit  de  deux  facteurs 

ai  -T-  «2  -t-  cts  -r-  a^  as  -!-  ar,  -i-  a7  -^  a» 

_ —t 

4  4 

on  remplace  chacun  des  deux  facteurs  par  leur  moyenne  arithmé- 
tique 

ai  -r-  a-7-i-.  .  .  -T-  a-s 
8 ' 

on  ne  pourra  qu'augmenter  le  produit  et  l'on  aura,  par  consé- 
quent. 

En  poursuivant  la  même  méthode  de  démonstration,  on  démon- 
trera évidemment  le  théorème  pour  un  nombre  de  facteurs  égal  à 
une  puissance  quelconque  de  'x.  11  reste  à  l'établir  pour  les  nombres 
(pii  ne  sont  pas  des  puissances  de  2.  C'est  ce  que  l'on  fait  très  sim- 
plement de  la  manière  suivante. 

Soit,  par  exemple, 

Q  r=  «1  ao. .  .ail 

un  produit  de  onze  fadeurs,  et  soit  m  la  moyenne  arithmétique  de 
ces  onze  facteurs.  Le  produit 

sera  im  iiroduit  de  seize  facteurs  dont  cinq  seront  égaux  à  ;«  ;  et 
d'ailleurs  la  moyenne  arithmétique  de  ces  seize  facteurs  sera  encore 
éi;alc  à  n\.  On  aura  donc,    la   proposition   étant    démontrée  pour 


seize  facteurs. 
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C.  POSSÉ,  professeur  à  rUniversilé  de  Saint-Pélcrsbourg.  —  Sur  quelques 

APPLICATIONS   DES    FRACTIONS   CONTINUES    ALGÉBRIQUES.     I    VOl   ill-8°,    175    p. 

Paris,  Hermann,  1886. 

On  sait  que  les  polynômes  de  Legendre  ou  de  Jacobi  peuvent 
être  définis  en  partant  de  certains  développements  en  fractions 
continues  algébriques.  C'est  à  l'extension  de  cette  idée  et  à 
quelques  applications  des  polynômes  auxquels  cette  extension 
conduit  que  sont  consacrés  les  cinq  Chapitres  dont  se  compose 
cet  intéressant  Travail.  Plusieurs  des  sujets  abordés  par  l'auteur 
ont  été  déjà  étudiés  par  MM.  Tchébichef,  MarkolTet  Stieltjes,  dans 
diverses  publications  dont  plusieurs,  malheureusement  écrites  en 
russe,  ne  sont  pas  à  la  portée  de  tous  les  lecteurs  français.  On 
lira  donc  avec  plaisir  ces  quelques  pages  où  M.  Possé  a  réuni, 
dans  une  analyse  simple,  élégante  et  générale,  le  résultat  de  ses 
propres  recherches  à  celles  de  ses  prédécesseurs. 

Le  premier  Chapitre  s'occupe  des  réduites  de  la  fraction  con- 
tinue qui  provient  du  développement  de  la  fonction  F(:;)  définie 
par  l'intégrale 

où  l'on  suppose  toutes  les  quantités  réelles,  a<^b,  e^/{y)  positif. 
Dans  ces  conditions,  le  développement  est  de  la  forme 

¥(z)=  ^i . 


'71 


^2 


Ci 

9^. 


où  les  c  sont  des  constantes  que  l'on  peut  prendre  arbitrairement, 
et  les  q  des  polynômes  du  premier  degré  en  z;  la  /i""'""  réduite 

étant  écrite  sous  la  forme  -  ' ,    ,?  le  polynôme  o,i(z)  est  du  deffré 

n.  Les  polynômes  cp„(;)  sont  la  clef  de  toutes  les  questions  traitées 
dans  le  Livre. 

Bull,  des  Sciences  niuthem.,  2'  série,  l.  XI.  (Juillet  t887.)  n 
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Signalons  toiil  d'ubord  la  formule 

OÙ  a„^i  est  le  coefficient  de  z-  dans  q,i+\-,  et  les  suivantes 

•{'«(-=)=  /    - — : — 7r^-Ay)d.r- 

f[ui  subordonnent  aux  polynômes  '-p«  les  polynômes  <}„  et  la  dllTé- 
lence  K„(c). 

Les  polynômes  o„{z)  sont  caractérisés  par  une  propriété  dont 
l'auteur  tire  un  grand  parti  dans  la  suite.  Cehii  d'entre  eux  qui 
est  du  dcj^ré  /?,  o„,  par  conséquent,  vérifie  les  ti  équations 

[  Ar)^n(v)dr  =  o, 

*    a 

''  Il 
(uù  peuvent  être  condensées  en  une  seule 

r'' 

(■i)  /    /(7)?«O')0«-.(7)^J-o, 

•   a 

OÙ  0/,_i(j')  est  un  polynôme  quelconque  du  degré  (/?  —  i).  On  en 
conclut  en  particulier 

/    /(j)  ?"'(J)  ?"(J)  dy  =  o. 

où  ni^n,  et  qui  peut  être  rapprochée  de  l'équation  (i). 

La  formule  (2)  conduit  forl  simplement  à  cette  proposition  que 
les  racines  de  »«(-)  sont  toutes  réelles  et  comprises  entre  a  et  b. 

(]es  racines  inlrrvionncnt  dans  un  grand  nombre  de  questions. 
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J'oiit  d'abord,  elles  permettent  de  donner  la  valeur  de  l'intégrale 


L 


f{y)'^{y)dy, 


où  l'on  suppose  seulement  que  ^{y)  est  un  polynôme  entier.  Si 
le  degré  de  ce  polynôme  est  au  plus  égal  à  2/1  —  i,  on  trouve 

.  i  =  n 

(3)  f'fiy)^(y)dy  =  S'^^^^n^n, 

1=1 

OÙ  les  z-i  sont  les  racines  de  C2„(^). 

A  l'égard  des  quantités  '^,"         ciiii  figui-ent  dans  cette  formule, 

on  prouve  qu'elles  sont  toutes  positives  et  par  suite,  par  une 
application  du  théorème  de  Rolle,  toutes  les  racines  de  ^rt(x;)sont 
réelles  et  séparées  par-  celles  de  o„(z). 

Nous  passons  sur  quelques  généralisations  indiquées  par  l'auteur 
pour  ces  divers  théorèmes.  Les  intégrales  définies 

r''(y-a)f(y)dy^     f'i^zZMl}^,    f'(y-^)(^-yV(y)dy 
'■'il        *"    y  '^' a        '"    y  '-'a  '"    y 

donnent  lieu  à  des  développements  étroitement  liés  avec  le  précé- 
dent. En  appelant  U^,  V„,  W„  les  polynômes  qui  figurent  en 
dénominateur  dans  les  réduites  d'ordre  ii  de  ces  développements, 
on  trouve  d'abord  que  ces  polynômes  vérifient  les  équations 


X 


h 

{y  -  «)/(r)U„(  j)e„_i  {y)  dy  =  o, 

ib  -y)f{y)^n{y)^n-x{y)dy  =  o, 
I. 

{y  -  a){b  -y)f(y)Wn{y}^n-i{y)  dy  =  o, 


analogues  à  (2).  Il  en  résulte,  pour  les  racines  des  polynômes  U, 
V,  W  des  propositions  analogues  à  celles  qui  se  sont  présentées  à 
j)ropos  des  racines  des  polynômes  <p.  L'auteur  termine  ce  Chapitre 
en  donnant  les  expressions  des  polynômes  U,,-,  V„,  W,,  à  l'aide 
des  polvnômes  o. 
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Dans  le   sccoml  Cliapilre,  M.  Possc   Iraile  d'abord  la  queslloii 
suivanle  : 

«  Trouver  le  polvnùmc  <I>(.r  )  =  x"  +  /?,  .r"-'  H-  ...  du  degré  /?, 
tel  que  l'intégrale 

«l>2(.r)/(x)rf.r 


,( 


soil  muiinuini   y> . 


Si  l'on  dispose  des  constantes  c,,  c-,,  •  •  •  de  Lcllc  sorte  que  le 
coefficient  de  x"  danscp„(.r)  soit  l'unité,  on  trouve  fï>(.r)  =  o«(^), 
et  alors 

,b 


/ 


d'après  la  formule  (i). 

De  même,  si  l'on  veut  que  l'intégrale 


soil  un  minimum,  où  <i>„  est  du  degré  n  etQ(.r)  une  Ibnclion 
donnée, /(x)  étant  positive  entre  a  et  Z>,  on  trouve 

A--.„     I'    f{x)iï(.T)'^/,i.v)dx 

.I>„(,r)  =^  '  "     ^^ 'f/.(-r), 

ce  qui  n'est  autre  que  la  formuU'  d'interpolation  donnée  par 
M. '\\-\\vh'\i:\\oX {Journal  de  Liouville,  a*"  série,  \.  III),  M.  Possé 
cherche  ensuite  l'expression  précise  du  terme  complémenlaire  qui 
représente  Terreur  commise  en  remplaçant  0(x)  par<I>„(a;);  il  sup- 
pose seulement  dans  cette  recherche  que  i^{x)  est  le  produit  de 
deux  fonctions  Q,  (  jr),  ^.^{x),  développables  chacune  en  série  de  la 

forme 

Ao?o(^)+  '^1  ?i(-^")+-.-+  A„<5„(.r)H- 

L'analyse  de  l'auteur  a  déjà  été  publiée  par  lui  ici  même. 
En  supposant  que   l'on  adopte  pour  la   fonction  /(_!')  l'expres- 
sion 


I 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  157 

et  que  l'on  prenne  «  =  — 1,  b  = -\- i ,  les  polynômes  o,/{z)  ne 
sont  autres  que  les  polynômes  T/;(-;)  de  Jacobl  (Journalde  Crelle, 
t.  56). 

L'équation  qui  peut  servir  de   définition  aux  polynômes   T,  à 
savoir 

«^  -1 

fournit  des  relations  de  récurrence  entre  les  fonctions  T  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  (a,  p),  (a  +  i ,  ^  +  1)  des  constantes  a,  [i 
et  permet  en  outre  de  démontrer  fort  simplement  que  le  polynôme 
T„  vérifie  l'équation  du  second  ordre  linéaire 

^■'^     (r-^^j^^  +  [a -P-(oc  +  p)..]^  +  n(a +  ?  +  «-, )j  =  o; 

M.  Markoflf  était  parvenu  au  même  r('sultat  par  la  même  analyse. 
M.  Possé  démontre  encore  la  formule 

et  en  déduit  la  valeur  de  l'intégrale 

J„=/         (i  +  ^)-a-i(,_-)P-lT2ûr^, 
"- —  1 

intégrale  qui  intervient  dans  le  développement  en  fraction  continue 
de 


ainsi  que  cela  résulte  de  l'équation  (i).  On  trouve  ainsi 

"  ~  (a-f-  p-t-rt  — i)...(aH-  jiJ-f-2/i  — 2)(a  +  p-t-'2/i)  ' 
les  quotients  incomplets  q,i  sont  donnés  par  la  formule 

(a-p)(a+[3-2) 


q,i  =  z  — 


(a-+-  (î  H-  •i/i  —  2)(a  +  p  H-  2/J  --  .() 


i58  l'IlEMlÈllE    PAUTlIi. 

L'expression  (5)  de  T„(:;)  condull  à  la  forinulo 

^  i  —  hz-h  h'^ 

^  •^" .  1 .  a . .  .  n 

qui   fait  dériver  la  fonction  T,^(;;)  d'une  fonction  génératrice. 

Le  Chapitre  III  se  teimine  par  une  étude  du  discriminant  et  de 
certaines  fonctions  symétriques  de  l'équation  To(^)  =  o  en  fonc- 
tion de  n  et  des  paramètres  a,  [i.  L'auteur  s'est  rencontré,  sur  ce 
point,  avec  M.  Stieltjes  {Comptes  rendus,  i885). 

Le  calcul  approximatif  des  intégrales  fait  l'objet  du  (jualrième 
(Chapitre.  La  formule  (3)  en  est  la  base.  Après  l'examen  de 
quelques  cas  particuliers,  M.  Possé  se  propose  de  trouver  les 
limites  de  l'erreur  commise.  Son  point  de  départ  est  la  formule 
de  M.  Hermite  qui  fournit  la  parabole  définie  par  la  condition 
d'avoir,  avec  une  courbe  donnée,  un  contact  d'ordre  a  —  i  en  un 
point  «,  d'ordre  [i  —  i ,  en  un  point  «o»  etc.  Il  parvient  ainsi  à  la 
formule  éminemment  remarquable 

dans  celte  formule,  les  ;,  sont  les  racines  de  l'équation  cp„(:;)  =  o; 
i2'-"'(J^)  représente  la  valeur  que  prend  la  dérivée  d'ordre  m  de 
i^{z)  pour  une  valeur  de  ;:  comprise  entre  a  et  b. 

L'auteur  j)arvient  encore  à  d'autres  formules  analogues  par 
l'emploi  des  fonctions  U„,  V„,  W„,  et  rattache  en  outre  aux.  fonc- 
tions cp„  les  formules  nouvelles  ainsi  obtenues. 

Dans  le  Chapitre  V,  JNI.  Possé  s'occupe  d'une  question  mise  en 
avant  par  M.  Tchébichef,  où  il  s'agit  de  trouver  le  maximum  ou 
le  minimum  de  l'intécrale 


r  fiy) 

'-'il 


dy. 


en  supposant  x  donné  et  compris  entre  les  nombres  donnés  rt  et  0, 
cl  supposant  aussi  que  l'on  connaît  les  ([j.  +  i)  intégrales 


^0 


J  U  'Il  'il 
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L'auleur  généralise  loul  d'abord  la  question  en  se  proposant  le 
niaxinuim  ou  le  minimum  de  l'intégrale 


f 


^'-{y)Ay)dy.. 


où  i^{y)  est  donné. 

La  fonction  /{y)  peut  être  continue  ou  discontinue,  et  ce  sont 
précisément  les  cas  compris  dans  celte  dernière  hypothèse  qui 
fournissent  la  solution.  La  fonction  f{y)  est  nulle  pour  toutes 
les  valeurs  de  j'  comprises  entre  a  et  /;,  sauf  pour  un  certain 
nombre  fini  des  valeurs  X\,  x-2,  •••,  -l'/i  pour  lesquelles /(v) 
devient  infini,  mais  de  sorte  que  l'intégrale 


f  '    \fi.y)dy 


ait  une  limite  pour  s  nul.  La  distribution  de  ces  points  xi  est  pré- 
cisément fournie  par  les  fonctions  C3„(.r).  Nous  renvoyons,  pour 
les  détails,  à  l'intéressant  travail  de  M.  Possé.  M.  MarkofT  avait 
déjà  résolu  ce  problème  par  une  méthode  un  peu  moins  simple 
dans  un  Mémoire  écrit  en  russe,  et  paru  en  1884  à  Saint-Péters- 
bourg. G.    KoE]VIGS. 
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ÉTUDE  SUR  LES  TRAVAUX  THERMODYNAMIQUES 
DE  M.  J.  WILLARD  GIBBS; 

(suite). 

Par  m.  p.  DUHEM. 


DEUXIÈME   PARTIIÎ. 

HISTORIQUE   KT   PRINCIPALES   APPLICATIONS   DE   LA   THÉORIE   DE   M.    GIBBS. 

\.  Historique  de  la  théorie  de  M.  Gibbs.  —  JNous  avons  vu 
comment  les  postulala  fondamentaux  de  la  Thermodynamique 
conduisaient  aux  idées  de  M.  Clausius  sur  le  principe  de  Carnol, 
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les  plus  importantes  peut-être  qui  aient  été  introduites  dans  la 
Pliiiosophic  naturelle  pendant  la  seconde  moitié  de  notre  siècle. 
ISous  ne  retracerons  pas  ici  l'histoire  des  recherches  qui  ont  con- 
duit les  physiciens  des  travaux  de  Sadi  Carnot  à  ces  idées. 
M.  Clausius  lui-même  a  [)ris  la  peine  de  marquer  les  principaux 
points  de  cette  histoire  ('),  et  il  serait  téméraire  de  vouloir  riva- 
liser avec  lui  de  compétence  et  d'impartialité.  Nous  nous  borne- 
rons donc  à  suivre  la  voie  qui  a  conduit  des  idées  de  M.  Clausius 
à  la  belle  et  féconde  méthode  de  IM.  Gibbs. 

C'est  aux  études  de  Mécanique  chimique  que  la  Thermodyna- 
mique doit  de  s'être  engagée  dans  cette  voie.  La  découverte  des 
phénomènes  de  dissociation  par  H.  Sainte-Claire  Deville,  en  pro- 
voquant dans  le  domaine  de  la  Mécanique  chimique  de  noinbreux 
et  importants  travaux,  a  révélé  l'existence  d'étals  d'équilibre 
voisins  de  ceux  dont  la  Physique  trace  les  lois  en  étudiant  la  vapo- 
risation ou  la  fusion,  mais  rendus  plus  complexes  par  le  grand 
nombre  de  substances  entre  les(juelles  s'établit  un  semblable 
équilibre,  et  parle  grand  nombre  de  variables  qui  peuvent  influer 
sur  l'état  de  ces  substances.  Il  était  difficile  d'appliquer  à  ces  phé- 
nomènes complexes  les  méthodes  synthétiques,  fondées  sur  l'em- 
ploi exclusif  des  cycles  fermés,  dont  l'usage  avait  conduit  à  de  si 
impoi'laules  propositions  dans  l'étude  de  la  vaporisation  ou  de  la 
lusion. 

Ces  méthodes  cependant  n'étaient  pas  condamnées  à  l'impuis- 
sance devant  le  nouvel  ordre  de  phénomènes  qui  venait  d'être 
découvert-,  M.  J.  Moulicr(-),  à  qui  l'on  doit  les  premières  appli- 
cations de  la  Thermodynamique  aux  phénomènes  de  dissociation, 
avait  montré  que  les  raisonnements  synthétiques  pouvaient,  dans 
le  domaine  de  la  Mécanique  chimique,  conduire  à  d'importantes, 
conséquences;  appliquant  le  premier  à  des  cycles  isolhermiques 
les  propositions  générales  de  M.  Clausius,  il  avait  donné  une  solu- 


(')  H.  Clausius,  Zur  Geschiclilc  dcr  incckaiiischcn  W'arnicLhcorie  (Poggcii- 
(lorjf's  Annalen  dcr  Physik  itncl  Chetnie,  Ikl.  CXIA',  p.  ^96;  1872).  Voir  aussi 
H.  Clausius,  Die  mechanische  Wàrmelheorie.  Zwcilc  Auflage,  t.  I,  Abs- 
chnilt  Mil. 

(-)  J.  ^^0UTIK^,  Sur  quelques  relations  entre  la  r/nsiquc  et  la  Chimie 
(Encyclopédie  chimique  de  Ficmy,  Introduction.  I.  II). 
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lion  aussi  complète  qu'élégante  du  problème  des  tensions  de 
vapeui'  d'un  même  corps  sous  deux  états  différents,  problème 
dont  Regnault  et  M.  J.  Thomson  avaient  seulement  l'un  entrevu 
et  l'autre  indiqué  la  solution. 

Mais  ces  applications  mêmes  restaient  limitées  à  ceux  des  phé- 
nomènes de  la  Mécanique  chimique  que  la  plus  étroite  analogie 
rapprochait  des  phénomènes  de  fusion  ou  de  vaporisation.  Les 
physiciens  se  bornaient  avec  peine  à  la  considération  des  cycles 
fermés,  qui  avait  à  plusieurs  reprises  fourni  des  démonstrations 
pleines  d'élégance,  mais  qui,  pour  chaque  nouvelle  recherche, 
exigeait  de  la  sagacité  du  théoricien  l'invention  d'un  cycle  appro- 
prié. Ils  sentaient  le  besoin  de  substituer  à  cette  considération 
des  méthodes  analytiques  conduisant  par  une  voie  sûre  et  uni- 
forme aux  équations  dont  dépend  la  solution  de  chaque  problème 
de  Thermodynamique. 

Une  méthode,  il  est  vrai,  ressortait  immédiatement  des  propo- 
sitions de  M.  Clausius.  Pour  toute  transformation  réversible  élé- 
mentaire, l'excès  de  la  chaleur  équivalente  au  travail  des  forces 
extérieures  sur  la  chaleur  dégagée  est  la  différentielle  totale  de 
l'énergie  interne;  le  quotient  de  la  quantité  de  chaleur  par  la  tem- 
pérature absolue  est,  au  signe  près,  la  différentielle  totale  de 
l'entropie;  par  conséquent,  exprimer  ces  deux  combinaisons  au 
moyen  des  variables  indépendantes  et  écrire  les  conditions  d'inté- 
grabilité  des  expressions  ainsi  obtenues,  c'est  un  moyen  assuré 
d'obtenir  les  conditions  d'équilibre  d'un  système.  Dès  i854,  dans 
le  Mémoire  même  où  il  étendait  le  second  principe  de  la  Thermo- 
dynamique à  tous  les  cycles  fermés,  M.  Clausius  (*)  faisait  usage 
de  celte  méthode.  En  i858,  M.  G.  Kirchhoff  (-)  en  montrait  la 
fécondité  par  de  magnifiques  applications  à  l'étude  des  change- 
ments d'état,  applications  au  premier  rang  desquelles  il  convient 
de  placer  la  découverte  de  la  relation  qui  existe  entre  la  chaleur  de 


(')  \{.  Clausius,  Sur  une  autre  forme  du  second  principe  d3  la  théorie  mé- 
canique de  la  chcdeur  {Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Trad.  l<"olic,  t.  I, 
p.  i5',). 

(')  G.  KiRcnoFr,  Ueber  einen.  Satz  der  mechanischen  Wdrnictheorie  und 
einigc  Amvendungen  dessclben  {Poggendorff's  Annalen  der  Physik  und 
Chemic,  Bel.  CIII;  i838). 
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dilution  d'une  dissolution  et  la  tension  de  la  vapeur  que  cette  dis- 
solution émet.  Enfin,  en  i863,]M.  Clausius(')  écrivait  un  Mémoire 
spécialement  destiné  à  montrer  comment  toutes  les  équations  de 
la  Tiiermodynamique  pouvaient  s'établir  par  cette  inétiiode 
unique,  défiant  par  là  les  efi"orts  de  ceux  qui  chercheraient,  vingt 
ans  plus  tard,  à  s'emparer  de  cette  méthode  et  à  lui  imposer  leur 
nom. 

L'exactitude  analytique  de  cette  méthode  est  hors  de  contesta- 
tion. Mais,  malgré  les  avantages  que  son  emploi  peut  présenter 
dans  certains  cas,  elle  ne  satisfait  pas  complètement  le  besoin  que 
les  ph^'siciens  ont  éprouvé  depuis  la  création  de  la  Thermody- 
namique, de  rapprocher  celle-ci  de  la  Mécanique  de  telle  façon 
que  l'on  retrouvât  dans  les  méthodes  dont  ces  deux  sciences  se 
servent  l'analogie  qui  existe  entre  les  objets  qu'elles  étudient. 

Deux  siècles  d'efforts,  couronnés  par  l'œuvre  de  Lagrange,  ont 
condensé  la  Statique  tout  entière  dans  le  seul  principe  des  vitesses 
virtuelles,  complété,  pour  les  systèmes  qui  admettent  un  poten- 
tiel, par  le  critérium  de  stabilité  que  Lagrange  a  énoncé  et  que 
l^ejeune-Dirichlet  a  démontré.  Quelle  était  la  proposition  qui 
devait  en  Thermodynamique  remplacer  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  et  le  théorème  sur  la  stabilité  de  l'équilibre?  Quelle  était 
la  fonction  qui  devait  jouer  le  rôle  de  potentiel?  Tel  est  l'énoncé 
de  la  question  que  les  physiciens  étaient  amenés  à  se  poser. 

Le  premier  qui  ait  posé  nettement  le  problème  et  qui  ait  tenté 
d'en  donner  la  solution  est  M.  Berthelot.  La  règle  qu'il  proposa, 
sous  le  nom  de  principe  du  travail  maximum,  était  énoncée  de  la 
manière  suivante  :  Toute  action  chimique,  accomplie  sans  Tinter- 
vcntion  d'une  énergie  étrangère,  tend  vers  la  production  du 
système  qui  dégage  le  plus  de  chaleur.  Ce  principe  entraînait  la 
conséquence  suivante  :  de  deux  réactions  inverses  concevables 
dont  l'une  dégage  de  la  chaleur,  tandis  que  l'autre  en  absorbe,  la 
première  est  seule  possible. 

La  chaleur  dégagée  par  une  réaction  ([ui  ne  met  en  jeu  aucun 
travail  extérieur  est  la  diminution  que  subit,  par  l'effet  de  celte 


(')  11.  Clausils,  ^ur  diverses  /ormes  des  équations  fondamentales  de  la 
théorie  mécanique  de  la  chaleur,  qui  sont  commodes  dans  l'application 
{Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  Tratl.  Folie,  .Mcinoiic  1\). 
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modificalion,  l'énerj^ie  interne  du  sv.slème.  Par  conséquent, 
d'après  la  règle  posée  par  M.  IJertlielol,  la  possibilité  d'une  réac- 
tion suppose  que  cette  réaction  produit  une  diminution  d'énergie; 
la  stabilité  d'un  équilibre  chimique  est  donc  assurée,  si  cet  équi- 
libre correspond  à  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre 
l'énergie  du  s_ystènie;  l'énergie  joue  dans  la  Statique  chimique  le 
rôle  que  le  potentiel  joue  dans  la  Statique  proprement  dite. 

La  règle  proposée  par  M.  Berlhelot  est  d'une  application  facile: 
ses  conséquences  peuvent  être  immédiatement  soumises  au  con- 
trôle de  l'expérience  et,  dans  un  nombre  immense  de  cas,  elles 
présentent  avec  elle  l'accord  le  plus  satisfaisant;  mais  le  principe 
du  travail  maximum,  si  utile  dans  l'étude  des  réactions  chimiques 
énergiques,  souffre  de  nombreuses  exceptions  soit  parmi  les  chan- 
gements d'états  physiques,  soit  parmi  les  phénomènes  de  dissolu- 
tion ou  de  modification  allotropique  qui  soudent  la  Physique  à  la 
Chimie.  Aussi  la  plupart  des  chimistes  ont-ils  été  amenés  à  souhaiter 
qu'une  règle  fondée  sur  la  Thermodynamique  vînt  à  la  fois  rendre 
compte  des  concordances  nombreuses  qui  rendent  si  utile  le  prin- 
cipe du  travail  maximum  et  des  exceptions  qui  empêchent  de  lui 
accorder  une  absolue  généralité. 

M.  Hortsmann  (')  eut  le  premier  l'idée  de  chercher  dans  les 
idées  de  M.  Clausius  sur  le  principe  de  Carnotla  solution  du  pro- 
blème de  la  Mécanique  chimique.  C'est  à  l'entropie  qu'est  dévolu, 
selon  M.  Hortsmann  le  rôle  que  la  Thermochimie  attribue  à  l'é- 
nergie interne. 

«  Clausius,  dit  M.  Hortsmann,  a  su  donner  à  certaines  idées 
de  W.  Thomson  une  forme  mathématique,  en  définissant  une 
grandeur,  l'entropie,  qui,  dans  tous  les  changements  de  la  nature, 
va  toujours  en  augmentant  et  qui,  au  contraire,  par  aucune  force 
naturelle  connue,  ne  peut  devenir  plus  petite,  il  peut  y  avoir  seu- 
lement des  phénomènes  dans  lesquels  l'entropie  reste  constante  : 
tels  sont  les  mouvements  stationnaires  que  nous  attribuons  aux 
atomes  des  corps  de  température  constante. 

))  D'après  moi,  dans  les  phénomènes  de  dissociation,  la  cause 
de  la  limite  est  la  même;  elle  se  produit  quand  l'entropie   est 


(')  IIoitTSMANN,  Aiinaleii  der  Chcniie  und  Fharmacic,  t.  CL\X.  jo  nov.  187Î. 
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devenue  aussi  j:;rande  que  cela  est  possible,  avec  lous  les  change- 
ments qui  pourraient  survenir.  Le  problème  est  donc  résolu,  si 
l'on  sait  dans  quelles  circonstances  et  de  quelle  manière  l'entropie 
est  modifiée  dans  les  phénomènes  dont  il  s'agit.  )> 

Tel  est  le  point  de  départ  de  la  théorie  de  M.  Hortsmann.  Plus 
récemment,  dans  une  Noie  communiquée  à  la  Royal  Institution, 
le  5  mars  i8-5,  lord  Ra_yleigh  a  émis  des  idées  analogues;  selon 
lord  Rayleigh,  ce  n'est  point  le  signe  de  la  quantité  de  chaleur 
mise  en  jeu  qui  détermine  le  sens  des  réactions  chimiques;  ime 
réaction  chimique  n'est  possible  que  si  elle  correspond  à  une  aug- 
mentation d'entropie. 

Cette  théorie  ne  saurait  être  admise  sans  restriction.  M.  Clausius 
a  démontré,  il  est  vrai,  que  l'on  ne  peut  faire  décroître  l'entropie 
d'un  système,  mais  cette  démonstration  est  subordonnée  à  une 
restriction;  elle  ne  s'applique  qu'à  un  système  qui  ne  peut  em- 
prunter ou  céder  de  la  chaleur,  de  la  force  vive  ou  du  travail  au 
milieu  ambiant.  Si  l'on  ne  tenait  pas  compte  de  cette  restriction, 
on  pourrait  déduire  du  théorème  dont  il  s'agit  des  conséquences 
erronées;  il  est  bien  certain,  par  exemple,  que  l'entropie  d'une 
masse  d'eau  diminue  lorscpi'on  vaporise  cette  eau  à  température 
constante.  Toutefois,  le  principe  énoncé  par  M.  Hortsmann  peut, 
lorsqu'on  l'applique  dans  les  circonstances  pour  lesquelles  il  est 
démontré,  conduire  à  des  conséquences  conformes  à  l'expérience; 
c'est  ainsi  que  M.  Hortsmann  est  arrivé,  en  étudiant  la  dissociation 
du  carbamate  d'ammoniaque,  à  énoncer  une  loi  importante  qui 
s'étend  à  tous  les  phénomènes  analogues  de  dissociation  ('). 

L'énergie  ne  peut  donc,  dans  la  Mécanique  chimique,  jouer  le 
rôle  de  potentiel;  l'entropie  ne  peut  jouer  le  rôle  de  fonction  des 
forces.  Les  physiciens  ont  été  conduits  à  rechercher,  parmi  les 
autres  quantités  qu'étudie  la  Thermodynamique,  une  fonction  qui 
pût  servir  à  caractériser  les  équilibres. 

Dans  un  important  Mémoire  dont  quelques  extraits  parurent  en 


(')  La  llicoiic  aiijmiid'tiiii  coiulamncc  tic  M.  llurlsinann  viciil  d'être  reprise 
sans  modidcalion  cssenliellc,  du  moins  dans  ses  principes,  par  M.  Max  IManck, 
dans  un  Mémoire  inliliilc  :  Ueber  (las  Princip  der  Venneliruug  der  Entropie 
(  ]l'iedeina/iii's  Aiinalcn  der  /7m  w /A  and  Chcinic,  I.  \\\,  p.  562;  1887). 
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i86y  ('),  mais  qui  ne  fut  complètement  publié  qu'en  18^6  (-), 
M.  Massieu  était  parvenu  au  résultat  suivant  : 

Tous  les  coefficients  qui  déterminent  les  propriétés  mécaniques 
et  phj'siques  d'un  corps,  énergie  interne,  entropie,  chaleurs  spé- 
cifiques, coefficients  de  dilatation,  de  compressibilité,  etc.,  sont 
connus  lorsqu'on  connaît  une  certaine  fonction  des  paramètres  qui 
définissent  l'état  du  corps.  M.  Massieu  donnait  à  cette  fonction  le 
nom  àe  fonction  caractéristique. 

La  fonction  caractéristique  change  selon  que  l'on  choisit  pour 
déterminer  l'état  du  corps  un  système  de  variables  indépendantes 
ou  un  autre.  M.  Massieu  a  considéré  en  particulier  deux  cas  :  celui 
où  l'on  prend  pour  variables  propres  à  déterminer  l'état  du  corps 
le  volume  et  la  température,  et  celui  où  l'on  prend  pour  variables 
la  pression  et  la  température. 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  désigne  par  T  la  température  ab- 
solue, par  S  l'entropie  du  corps,  par  U  l'énergie  interne,  le  corps 
admet  pour  fonction  caractéristique  la  quantité 

H  =  TS  —  U. 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  garde  les  notations  précédentes,  et  si 
l'on  désigne  en  outre  par  A  l'équivalent  calorifique  du  travail,  par 
t'  le  volume  du  corps,  et  par  p  la  pression  qu'il  supporte,  le  corps 
admet  pour  fonction  caractéristique  la  quantitc; 

H'  =  TS  —  U  -  Kpv. 

M.  Massieu  a  établi  les  diverses  propriétés  des  fonctions  II  et 
H'  et  a  montré  comment  toutes  les  équations  de  la  Thermodjna- 
mique  pouvaient  s'écrire  de  manière  à  ne  plus  renfermer  que  ces 
fonctions  et  leurs  dérivées  partielles.  Par  là,  il  avançait  et  perfec- 
tionnait singulièrement  l'application  à  la  Thermodynamique  de 
méthodes  purement  analytiques;  il  mettait  en  évidence  de  nou- 
velles fonctions,  plus  importantes  que   l'énergie  interne  et  l'en- 


(')  I'".  INIassieii,  Sur  les  fonctions  caractéristiques  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  I^XtX,  p.  858  et  1067;  1869). 

(  =  )  I"\  Massieu,  Mémoire  sur  les  fonctions  caractéristiques  des  divers  fluides 
et  sur  la  théorie  des  vapeurs  {Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  WII, 
année  1876;  Journal  de  Physique,  r°  série,  l.  M.  p.  216;  1877). 
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trople,  puisque  l'expression  de  ces  deux  dernières  peut  se  déduire 

de  la  connaissance  des  premières. 

Ce  sont  ces  nouvelles  fonctions  dont  l'emploi,  grâce  à  M.  J. 
Willard  Gibbs,  allait  donner  à  la  Thermodynamique  une  nouvelle 
et  féconde  impulsion. 

Les  idées  qui  ont  conduit  M.  Gibbs  sont  tout  à  fait  analogues  à 
celles  auxquelles  M.  Hortsmann  avait  demandé  la  loi  des  équi- 
libres chimiques  ;  mais,  plus  heureux  que  son  devancier,  M.  Gibbs 
a  évité  les  erreurs  dans  lesquelles  il  était  tombé  et  est  parvenu 
enfin  au  théorème  fondamental  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

<(  L'' énergie  de  V univers  est  constante.  » 

«  Uentropic  de  V univers  tend  vers  un  maximum.  » 

Telles  sont  les  deux  propositions  de  IM.  Clausius  que  M.  Gibbs, 
comme  M.  Hortsmann,  prend  pour  point  de  départ  de  ses  re- 
cherches et  pour  épigraphe  du  plus  important  de  ses  Mémoires. 
Ce  sont  ces  propositions  qui  le  conduisent  aux  conditions  d'équi- 
libre d'un  système,  conditions  qu'il  énonce,  sans  démonstration, 
sous  deux  formes  équivalentes  que  voici  ('). 

Pour  V équilibre  d' un  système  isolé,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que,  dans  toutes  les  variations  possibles  de  l'état  du 
système  qui  n' altèrent  pas  son  énergie,  la  variation  qu'éprouve 
son  entropie  soit  nulle  ou  négative. 

Pour  Véqidlibrc  d'un  système  isolé,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que,  dans  toutes  les  variations  possibles  d'un  système 
isolé  qui  n'altèrent  pas  son  entropie  la  variation  de  son 
énergie  soit  nulle  ou  positive. 

La  première  de  ces  deux  conditions  n'est  autre  chose  (pie  la 
condition  d'équilibre  donnée  par  M.  Hortsmann,  mais  modifiée 
par  la  précautior»  d'en  restreindre  l'application  aux  modifications 
dans  lesquelles  l'énergie  ne  varie  pas.  Toutefois,  au  sujet  même  de 
l'exactitude  de  ces  énoncés,  une  réserve  doit  être  faite.  Les  con- 
ditions d'équilibre  énoncées  par  1\L  Gibbs  sont  suffisantes,  elles 


(')  On  the  equilibrium.   clr.    ('l'rfiiisnclions  nf  thr   Cn/uiectiriit    Acnrlemy. 
l.  III,  I"  Pnriio,  p.  lOf)). 
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ne  sont  pas  nécessaires.  De  ce  que,  grâce  à  M.  Clausius,  nous 
connaissons  sur  toutes  les  modifications  possibles,  nous  déduisons 
bien  qu'il  ne  peut  se  produire  une  modification  correspondant  à 
une  somme  négative  de  transformations  non  compensées;  mais  de 
ce  qu'une  modification  produirait  une  somme  positive  de  trans- 
formations non  compensées,  nous  ne  pouvons  conclure  qu'elle  aura 
nécessairement  lieu.  M.  Gibbs  (')  a  déjà  indiqué  quelques  consi- 
dérations qui  se  rattachent  à  ce  principe;  mais  c'est  à  M.  Mou- 
tier(2)  que  l'on  doit  de  l'avoir  nettement  affirmé  et  d'en  avoir 
montré  dans  plusieurs  cas  la  nécessité. 

J'ajouterai  que  les  conditions  d'équilibre  indiquées  par 
M.  Gibbs  nécessitent  une  autre  correction;  elles  ne  sont  exactes 
que  pour  des  modifications  qui  n'entraînent  ni  travail  externe  ni 
variation  de  température.  Moyennant  cette  restriction,  on  se  con- 
vaincra aisément  de  leur  exactitude  en  se  reportant  à  notre  équa- 
tion (16);  en  supposant  en  eiTet  une  modification  isothermique 
infiniment  petite,  en  désignant  par  clQ  le  travail  non  compensé  et 
par  d(B  le  travail  externe,  on  a 

d&  =  EdlJ  —  ETdS-^  f/S, 

et  cette  quantité  doit  être  positive.  Si  l'on  s'astreint  seulement  à 
considérer  des  modifications  pour  lesquelles  o^C  ^  o,  on  voit 
que  dU  sera  positif  pour  toutes  celles  de  ces  modifications  qui 
rendront  <^S  égal  à  o  et  dS  négatif  pour  toutes  celles  de  ces  mo- 
difications qui  rendront  dV  égal  à  o.  Mais  ces  conclusions  ne  sont 
plus  établies  lorsque  la  modification  considérée  entraîne  un  travail 
externe  positif  ou  négatif. 

Les  restrictions  que  nous  venons  d'indiquer  doivent  aussi  s'ap- 
pliquer au  théorème  suivant,  énoncé  par  M.  Gibbs  comme  consé- 
quence des  conditions  d'équilibre  (')  : 

Si  la  température  d'an  système  est  maintenue  constante,  il 
faut  et  il  sufjit,  pour  que  ce  système  soit  en  équilibre,  que  la 


(')  GiBns,  loc.  cit.,  p.  III. 

(^)  J.  IMouTiKR,  Sur  quelques  relations  entre  la  Physique  et  la  Chimie  {Ency- 
clopédie chimique  de  Fremy ;  Introduction,  I.  M). 
(1)  GiRBS,  loc.  cit.,  p.  \fy). 
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fond  ion 

.f  =  E(U— TS), 

soit  minimum. 

Mais  la  première  seule  des  deux  rcslrictions  que  nous  avons 
indiquées  s'applique  à  cel  autre  théorème  de  M.  Gibbs  ('). 

Lorsque  la  tempéralure  et  la  pression  d'un  système  sont 
maintenues  uniformes  et  constantes,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant pour  V équilibre  du  système  considéré  que  la  quantité 

'!>  =  E(U  — TS)-^y?i^, 

dans  laquelle  p  désigne  la  pression  et  v  le  volume  du  système, 
soit  minimum. 

Ces  deux  propositions  de  M.  Gibbs,  avec  les  restrictions  que 
nous  y  avons  introduites,  ne  sont  autre  chose  que  l'énoncé,  dans 
deux  cas  particuliers,  celui  où  les  forces  extérieures  n'effectuent 
aucun  travail,  et  celui  où  les  forces  extérieures  se  réduisent  à  une 
pression  normale,  uniforme  et  constante,  du  théorème  général  que 
nous  avons  énoncé  au  n°  6  de  la  première  Partie.  C'est  donc  à  bon 
droit  que  Ton  peut  donner  à  ce  théorème  le  nom  de  M.  Gibbs. 

Le  2  février  i88a,  IM.  Ilermann  von  ïlelmholtz  communiquait  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  un  Mémoire  Sur  la  Thermo- 
dynamique des  phénomènes  chimiques  {-),  bientôt  suivi  de  deux 
autres  Mémoires  consacrés  aux  applications  de  la  théorie  dont  le 
premier  renfermait  l'exposé. 

Cette  théorie  ne  renfermait  rien  qui  ne  fût  déjà  dans  les  Ou- 
vrages de  M.  Massieu,  de  M.  Gibbs.  11  nous  suffira  de  citer  à  cet 
é'^ard,  le  témoignage  rendu  par  M.  Ïlelmholtz  à  ses  prédécesseurs 
au  début  de  son  troisième  INlémoire. 

«  L'emploi  pour  représenter  l'énergie  et  l'entropie  d'un  système 
de  corps,  des  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  intégrale,  in- 


(')  Gibbs,  toc.  cit.,  p.  1/17. 

(■')  H.  vox  Hei.miioltz,  Zj//'  Tliernioclynaitiil,  cliemisclier  \'orgcinge  lAblinndl. 
{Sitzungsbeviclitc  dcr  Alxadeniic  der  Wissenscliaflcn  zu  Berlin,  l.  I,  p.  a3  ; 
1882).  II.  Abhandl.,  Untcrsiicliuiigen  uber  ChloizinlK-Kcdomcl  Elemente  {ibid.. 
I.  II,  p.  825;  1882).  III.  Aliliunll.,  Folgerungen  id)cr  galvaiiisclie  Polarisalion 
{ibid.,  t.  I,  p.  f.'i::  i8s:;). 
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troduit  en  Thermodynamique  une  grande  simplification.  Cette 
simplification  a  été  découverte  avant  moi,  dès  l'année  187^  (*), 
par  M.  Massieu  ;  il  en  a  développé  les  conséquences  d'une  manière 
complète,  du  moins  dans  le  cas  où  l'état  du  corps  dépend  d'un 
seul  paramètre  autre  que  la  température,  mais  il  n'en  a  déduit 
aucune  conclusion  relative  aux  phénomènes  chimiques.  Il  donne 
à  la  fonction  intégrale  qu'il  considère  le  nom  de  fonction  carac- 
téristique du  corps.  Cette  fonction,  qu'il  désigne  par  la  lettre  H, 
correspond  à  ma  fonction  ( — ^).  Je  propose  de  conserver  à  la 
fonction  ^  le  nom  d^énergie  libre  que  j'ai  choisi  :  il  me  semble 
que  ce  nom  exprime  très  exactement  la  vraie  signification  physique 
de  cette  quantité. 

»  La  forme  sous  laquelle  M.  Massieu  a  présenté  les  théorèmes 
dont  il  s'agit  est  un  peu  plus  générale  que  celle  à  laquelle  je  me 
suis  arrêté.  Elle  est  en  même  temps  plus  commode  pour  l'exécu- 
tion de  certains  calculs  .... 

»  En  1878  (-),  M.  J.-W.  Gibbs  a  développé  analytiquement 
avec  beaucoup  d'extension  et  de  généralité  les  relations  thermo- 
dynamiques qui  concernent  les  changements  d'état  physique  ou 
d'état  chimique  auxquels  peut  donner  lieu  un  système  matériel 
composé  d'un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra  de  substances 
différentes  contiguës  ou  mélangées.  M.  Gibbs  a  retrouvé  ainsi  la 
fonction  caractéristique  de  M.  Massieu  et  lui  a  donné  le  nom  de 
fonction  de  force  à  température  constante  ...  ». 

Ainsi,  de  son  propre  aveu,  M.  Helmholtz  n'a  introduit  de  nou- 
veau dans  la  théorie  de  M.  Massieu  et  de  M.  Gibbs  que  les  déno- 
minations à'énergie  libre  pour  désigner  la  quantité 

J  =  E(U  — TS), 

et  d'énergie  liée  pour  désigner  la  quantité 

Z  =  ETS. 

Ceci    nous  amène  à  examiner  les  dénominations   qui    ont  été 


(')   Les  travaux   de  M.   Massieu   datent   de   1S69,  comme   nous  l'avons  rappelé 
plus  haut. 

(")  Les  reclierches  de  M.  Gibbs  datent  de  187.5  et  non  de  i8-b>. 
Bull,  des  Sciences  matliém.,  2"  série,  t.  XL  (Juillet  1887.)  12 
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proposées  pour  désigner  les  diverses  quantités   qui  figurent  dans 

cette  théorie. 

M.  Massieu  avait  donné  le  nom  de  fonctions  caractéristiques 

aux  quantités 

II  =  TS  —  l 

et 

H'  =  TS  — r  -  \pi\ 

et  ce  nom  était  admirablement  approprié  au  rôle  qu'il  avait  décou- 
vert à  CCS  fonctions,  puisque  leur  connaissance  pour  un  corps  dé- 
terminé avait  pour  effet  de  faire  connaître  toutes  les  propriétés  de 
ce  corps  et  de  caractériser  par  là  ce  corps.  Cette  dénomination 
laissait  davantage  à  désirer  à  partir  du  jour  où  la  découverte  du 
rôle  que  jouent  dans  la  détermination  de  l'équilibre  les  fonctions 
étudiées  par  M.  Massieu  permettait  de  souhaiter  pour  ces  fonctions 
un  nom  qui  rappelât  leurs  analogies  mécaniques.  Ce  fut  donc  avec 
raison  (pic  M.  Gibbs  transporta  de  la  Mécanique  à  la  Thermody- 
namique, pour  désigner  les  diverses  fonctions  qui  figuraient  dans 
ses  équations,  les  noms  de  fonction  de  force  et  de  potentiel,  et 
c'est  pour  maintenir  cet  usage  introduit  par  l'inventeur  de  la 
théorie  qui  nous  occupe  que  nous  avons  désigné  la  fonction  '!>, 
définie  par  l'égalité  (i8),  par  le  nom  de  potentiel  thermodyna- 
mique du  système. 

Aux  dénominations  dont  nous  venons  de  parler,  qui  ont  le 
double  avantage  de  n'introduire  aucun  terme  dont  l'emploi  ne  soit 
depuis  longtemps  familier  au  physicien,  et  de  rappeler  nettement 
le  rôle  dos  quantités  employées,  M.  Hclmholtz  a  proposé  de  sub- 
stituer les  dénominations  ^énergie  libre  et  ^'énergie  liée  que 
nous  rappelions  tout  à  l'heure.  Ces  dénominations  pourraient 
'lonner  Heu  à  plus  d'une  critique;  mais,  mettant  en  pratique  la 
devise  de  Gauss  :  Simus  faciles  in  verbis,  nous  ne  nous  attarderons 
pas  à  ces  critiques  et  nous  passerons  à  l'exposé  rapide  des  princi- 
pales applications  de  la  théorie  de  M.  Gibbs. 

2.  Application  de  la  théorie  de  M.  Gibbs  aux  phénomènes 
de  dissocicUion.  —  Un  certain  nombre  de  phénomènes  de  disso- 
ciation présentent  avec  les  phénomènes  de  vaporisation  l'analogie 
la  plus  étroite  :  tout  le  monde  connaît  l'expérience  de  M.  Debray 
cuii  mit  cette  analogie  en  si   complète  évidence  par  l'élude  de  la 


MELANGES.  171 

dissociation  du  carbonate  de  chaux.  La  Thermodynamique  n'a  pas 
lardé  à  s'emparer  de  ces  phénomènes  et  à  leur  étendre  des  consi- 
dérations analogues  à  celles  qu'elle  avait  appliquées  d'une  manière 
si  heureuse  à  l'étude  de  la  vaporisation.  Mais  beaucoup  de  phéno- 
mènes de  dissociation  se  distinguent  de  ceux-là  par  une  circon- 
stance qui  en  complique  singulièrement  l'étude.  Le  système  dont 
on  étudie  l'équilibre,  au  lieu  de  renfermer  un  seul  corps  gazeux, 
en  renferme  deux  ou  plusieurs  qui  se  mélangent  l'un  à  l'autre;  à 
cette  catégorie  de  phénomènes  appartiennent  la  dissociation  de  la 
vapeur  d'eau,  de  l'acide  carbonique,  de  l'acide  sulfureux,  de 
l'oxyde  de  carbone,  de  l'acide  chlorhydrique,  dont  l'étude  avait 
conduit  H.  Sainte-Glaire  Deville  à  la  conception  des  phénomènes 
de  dissociation,  la  dissociation  des  sels  ammoniacaux  qui  a  été 
récemment  étudiée  avec  tant  de  soins  par  M.  Naumann,  M.  Horts- 
mann  et  M.  Isambert.  Il  est  évidemment  du  plus  haut  intérêt  d'ap- 
pliquer les  considérations  de  la  Thermodynamique  à  de  semblables 
phénomènes. 

L'intérêt  que  présente  cette  étude  est  encore  accru  parla  cir- 
constance suivante. 

En  1840,  M.  Cahours  observa  que  la  densité  de  vapeur  de 
l'acide  acétique  par  rapport  à  l'air  diminuait  d'une  manière  très 
notable  lorsque  la  température  à  laquelle  cette  densité  était  déter- 
minée allait  en  croissant.  Des  faits  semblables  furent  signalés  dans 
l'étude  d'un  certain  nombre  de  corps  gazeux.  MM.  PL  Sainte-Claire 
Deville  et  Troost  étudièrent  avec  beaucoup  de  soin  les  variations 
de  la  densité  de  l'acide  hypoazolique  et  de  la  vapeur  de  soufre. 
Pour  cette  dernière,  ils  trouvèrent  que  la  densité  augmentait  du 
simple  au  triple  lorsque  la  température  baissait  de  1000"  à  5oo°. 
M.  Crafts  et  Meier  ont  montré  plus  récemment  que  la  densité  de 
la  vapeur  d'iode  variait  du  simple  au  double  lorsque  la  tempé- 
rature baissait  de  1600°  à  800^. 

Beaucoup  de  physiciens  ont  pensé  que  de  semblables  variations 
ne  devaient  pas  être  simplement  attribuées  aux  écarts  que  les 
vapeurs  considérées  présentent  par  rapport  aux  lois  de  Mariotte  et 
de  Gay-Lussac  ;  ils  ont  cherché  à  en  donner  une  explication  d'ordre 
chimique:  ils  ont  pensé  que  ces  variations  de  densité  étaient  dues 
au  dédoublement  de  polymères,  dédoublement  ({ui  irait  en  s'ac- 
centuant  lorsque  la  lem])('rature  augmente;  ils  ont  iap|)roché  par 
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là  ces  variations  de  densité  des  variations  apparentes  que  présente 
la  densité  du  perchlorure  de  phosphore  gazeux,  grâce  à  la  décom- 
position graduelle  de  ce  corps  en  prolochlorure  de  phosphore  et 
en  chlore.  11  était  de  première  importance  de  développer  la  théorie 
de  la  dissociation  des  composés  gazeux  qui  se  résolvent  en  éléments 
gazeux,  de  façon  à  s'assurer  si  cette  théorie  pouvait  fournir  l'ex- 
plication des  phénomènes  observés. 

C'est  celte  théorie  qui  constitue  l'une  des  principales  applica- 
tions de  la  méthode  de  M.  Gibbs  (  '  ). 

M.  Gibbs  suppose  les  gaz  qu'il  étudie,  parvenus  à  cet  état  idéal 
où  ils  suivraient  exactement  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac; 
il  peut  alors  obtenir  l'expression  complète  de  leur  potentiel  ther- 
modynamique et  établir  les  lois  de  leur  décomposition.  Il  n'obtient 
ainsi,  il  est  vrai,  (pTuiie  théorie  approchée;  mais,  tout  approchées 
que  soient  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac,  elles  n'en  sont 
pas  moins  dans  l'élude  des  propriétés  physiques  des  (;orps  gazeux 
d'une  ulilité  sans  conteste.  N'en  est-il  pas  de  même  d'une  théorie 
de  la  dissociation  des  composés  gazeux,  soumise  aux  mêmes 
approximations? 

Nous  ne  voulons  pas  détailler  ici  la  théorie  de  M.  Gibbs.  Qu'il 
nous  suffise  de  dire  que  son  auteur  en  a  comparé  les  résultats  nu- 
mériques aux  données  des  expériences  faites  sur  le  perchlorure 
de  phosphore  ('^),  et  que  cette  comparaison  a  montré  que  la 
théorie  présentait,  avec  l'expérience,  une  conformité  aussi  grande 
(pi'on  pouvait  l'espérer.  Une  comparaison  analogue  a  montré  (\uc 
riiypothèse  de  la  dissociation  d'un  polymère  cxpli(piait,  d'une 
manière  satisfaisante,  les  variations  de  densité  de  vapeur  de  l'acide 
hypo-azoti(jue  et  de  l'acide  acétic[ue. 

3.  Application  de  la  théorie  de  M.  (iibhs  à  la  pile  vol- 
taïqne.  —  M.  Gibbs  ne  s'est  pas  borne'  à  appliquer  la  théorie 
féconde  qu'il  avait  inaugurée  à  l'étude  de  la  dissociation.  Il  l'a 
appliquée  également  à  l'étude  de  la  capillarité  et  a  montré  que  la 


(  ')  (JiRiJs,  On  tlie  cquilihriui))  i>f  tieterogencoiis  xiiljstances  (  Transactions  of 
tlie  Connectictit  Acaclcniy  of  Sciences  and  Arts,  \o\.  III,  Pari  I,  p.  jio). 

(')  GinB.s,  On  tlie  density  of  vapours,  etc.  (American  Journal  of  Sciences 
and  Arts,  ^ol.  \\  lit;  iH;;)). 
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Thermodynamique  pouvait  donner  une  signification  nouvelle  à  la 
théorie  en  laquelle  Gauss  avait  embrassé  celte  branche  de  la  Phy- 
sique. Mais  c'est  surtout  dans  l'étude  de  la  force  électromotrice 
d'une  pile  voltaïque  que  M.  Gibbs  a  été  conduit,  par  sa  méthode, 
à  de  nouveaux  et  féconds  résultats.  Donnons  une  idée  du  problème 
qu'il  s'agissait  de  résoudre  et  de  la  solution  que  M.  Gibbs  a  pro- 
posée. 

M.  Edmond  Becquerel  avait  eu  le  premier  l'idée  de  relier  la 
valeur  de  la  force  électromotrice  d'une  pile  voltaïque  à  la  grandeur 
des  phénomènes  thermiques  qui  accompagnent  la  réaction  dont 
cette  pile  est  le  siège;  voici  la  loi  qu'il  avait  ainsi  été  conduit  à 
énoncer  : 

Lorsqa' une  charge  électrique,  égale  à  i' unité,  traverse  une 
pile,  cette  pile  est  le  siège  cV une  certaine  réaction  chimique. 
Si  cette  réaction  chimique  ne  produisait  aucun  courant,  elle 
dégagerait  une  quantité  de  chaleur  Q.  Si  l'on  désigne  par  C 
la  force  électromotrice  de  la  pile,  et  par  E  V équivalent  méca- 
nique de  la  chaleur,  on  a 

EQ  =  *::. 

Cette  loi  si  simple  ne  tarda  malheureusement  pas  à  être  contre- 
dite par  l'expérience.  Favre  prouva  le  premier,  en  i858,  qu'entre 
la  chaleur  chimique  Q  et  ce  qu'on  a  nommé  depuis  la  chaleur 

voltaïque  -^i  existe  une  différence  positive   ou  négative  souvent 

très  considérable.  M.  Raoult  (i864-i865),  M.  Ediund  (1869-1883), 
M.  F.  Braun  (1878),  ont  montré,  par  un  nombre  considérable 
d'expériences,  que  l'immense  majorité  des  couples  voltaïques 
s'écartait  de  la  règle  posée  par  M.  Edmond  Becquerel;  que  ceux 
qui  suivaient  cette  loi  étaient  l'exception. 

Ce  désaccord  entre  l'expérience  et  la  théorie  de  M.  Becquerel 
semblait  inexplicable-,  car  plusieurs  de  ceux  qui  l'avaient  signalé, 
et  entre  autres  Favre,  croyaient  que  la  formule  de  M.  Becquerel 
était  une  conséquence  rigoureuse  des  principes  de  la  Thermody- 
namique. M.  Braun  eut  l'idée  que  la  raison  de  ce  désaccord  devait 
être  demandée  au  théorème  de  Carnot  qui  conduirait  à  substituer 
à  la  règle  de  M.  Edmond  Becquerel  une  règle  plus  exacte.  Mais  la 
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règle  qu'il  proposa  manquail  de  précision  el  plusieurs  de  ses  con- 
clusions sont  aujourd'hui  inacceptables.  La  règle  véritable,  qui 
devait  être  substituée  à  la  règle  de  M.  Edmond  Becquerel,  était 
donnée  par  M.  Gibbs,  au  moment  même  où  M.  Braun  publiait 
ses  idées,  dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire  Sur  l'équilibre 
des  substances  hétérogènes  {*).  Voici  comment  peut  être  énoncée 
cette  règle  fondamentale  : 

Lorsqu'une  charge  électrique  égale  à  l'unité  traverse  une 
pile,  cette  pile  est  le  siège  d'une  certaine  réaction  chimique. 
Si  cette  réaction  chimique  ne  produisait  aucun  courant,  elle 
produirait  une  variation  {^.,  —  <!»,)  du  potentiel  thermody- 
namique du  système,  telle  que  l'on  ait 

Ce  postulatum  fondamental  est  devenu  le  point  de  départ  d'une 
théorie  entièrement  nouvelle  de  la  pile  galvanique,  théorie  à 
laquelle  l'expérience  a  déjà  apporté  d'importantes  confirmations. 
Comme  nous  l'avons  dit,  ce  postulatum  est  du  à  M.  Gibbs;  cepen- 
dant la  théorie  qui  en  est  issue  porte  ordinairement  le  nom  de 
Théorie  d' llelmholtz.  Un  Ouvrage  que  nous  avons  publié  sur 
cette  question,  à  une  époque  où  nous  n'avions  malheureusement 
qu'une  connaissance  incomplète  des  travaux  de  M.  Gibbs,  n'est 
peut-être  pas  entièrement  étranger  à  l'introduction  de  cette  déno- 
mination erronée;  nous  ne  ferons  donc  qu'accomplir  ici  un  devoir 
de  justice  en  la  rectifiant  et  en  proclamant  l'incontestable  priorité 
de  M.  Gibbs. 

Dans  un  couple  hydro-électrique,  la  force  électromotrice  dépend 
delà  concentration  |)lus  ou  moins  grande  des  liquides  qui  baignent 
les  électrodes.  Afin  do  préciser  l'inilucnce  que  la  concentration 
des  liquides  exerce  sur  la  Ibrce  électromotrice,  M.  James  Moser  (-) 
entreprit  l'élude  de  piles  dans  lesquelles  la  réaction  produite  à  un 


(')  On  thc  cquilibriuin  of  )ieterogencous  substances  (Tiansac lions  0/  the 
Connecticut  Acacieniy  of  Arts  and  Sciences,  Vol.  III,  Part  II,  p.  5o3). 

{')  J.  ISIosK»,  Galvanische  Stiônic  zn'ischen  verschieden  concentrirten  Lô- 
suiigen  desselben  Korpers  und  Spannungsrcihen  {Monatsber.  der  Berl.  Akad., 
8  nov.  i!^;;".  W'iedcniann's  Annalcn  dcr  Phjsik  und  C/icnu'e,  t.  III,  p.  216; 
1S7S). 
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pôle  est  renversée  à  l'autre  pôle.  La  force  éleclromotrice  dépend 
uniquement  alors  de  la  concentration  des  liquides.  Deux  vases, 
mis  en  communication  par  un  siphon,  renfermaient  des  dissolu- 
tions inégalement  concentrées  d'un  même  sel  métallique.  Deux 
électrodes,  formées  du  métal  qui  entrait  dans  la  constitution  de  ce 
sel,  plongeaient  dans  ces  vases.  Tel  est  le  type  des  piles  dont 
M.  Moser  mesura  la  force  électromotrice. 

En  même  temps  que  M.  Moser  publiait  les  résultats  de  ces 
recherches  expérimentales  exécutées  au  laboratoii^e  de  M.  Helm- 
holtz,  ce  dernier  (')  appliquait  les  propositions  de  la  Thermody- 
namique aux  phénomènes  étudiés  par  M.  Moser. 

Les  dissolutions,  renfermées  dans  les  deux  vases  dont  se  com- 
posait chacune  des  piles  étudiées  par  M.  Moser,  avaient  des  ten- 
sions de  vapeur  différentes.  M.  Helmholtz  montre  que,  de  la  varia- 
tion que  subissait  la  tension  de  vapeur  de  ces  dissolutions  lorsqu'on 
faisait  varier  leur  concentration,  on  pouvait  déduire  la  valeur  de 
leur  force  électromotrice.  La  comparaison  de  la  valeur  ainsi  cal- 
culée à  la  valeur  déterminée  par  l'expérience  conduisait  à  un 
accord  satisfaisant. 

Dans  cette  étude  théorique,  M.  Helmholtz,  il  est  vrai,  avait  fait 
usage  du  Théorème  de  Carnot:  mais  il  n'avait  point,  pour  cela, 
renoncé  à  la  loi  de  M.  Edmond  Becquerel,  ainsi  qu'on  peut  le 
conclure  du  passage  suivant  (-)  :  «  .  .  En  vertu  de  la  loi  qui  règle 
les  autres  phénomènes  d'électrolyse,  le  travail  produit  dans  ce  cas 
par  les  forces  chimiques  doit  agir  comme  force  électromotrice. 
Ce  travail  peut  se  calculer  au  moyen  de  la  théorie  mécanique  de 
la  chaleur  ...  »,  Lors  donc  que,  l'année  même  (1878)  où  le 
Mémoire  de  M.  Helmholtz  avait  paru  dans  les  Aanalen  der 
Physik  and  Cheinie,  M.  Gibbs  formulait,  d'une  manière  précise, 
le  postulatum  fondamental  dont  nous  rapportions  tout  à  l'heure 
l'énoncé,  il  devenait  le  véritable  fondateur  de  la  nouvelle  théorie 
de  la  pile.   Les  belles  conséquences   que,   quelques   années  plus 


(')  H.  IIki.mholtz,  Ueber  galvaiiische  Stromc  verursaclit  durch  Conccnlra- 
tionsunterschiede.  Folgerungeii  aus  der  mechanischen  Wàrmetheorie  {Mo- 
natsber.  der  Berl.  Akad.,  a6  nov.  i^-j~;  Wiedeinann's  Annale»  der  Physik  luid 
Cheniie,  l.  III,  p.  201;  1878). 

(')   Wiedcniann's  Annalen  der  Pliysik  tind  Cheniie,  t.  III,  p.  2o3. 
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lard,  M.  Helmholtz  a  déduites  de  celte  théorie  ne  doivent  point 
faire  oublier  le  nom  de  celui  qui  l'a  créée  et  qui  en  a  proclamé  la 
rigueur  et  la  généralité,  tirant  ainsi  une  conséquence  de  premier 
ordre  de  la  méthode  nouvelle  qu'il  avait  inaugurée  en  Thermody- 
namique. 

Tel  est  le  point  auquel  étaient  parvenues,  après  les  travaux  de 
M.  Gibbs  et  de  M.  Helmholtz,  cette  méthode  et  ses  principales 
applications.  La  voie  était  tracée  et  l'on  savait  qu'elle  serait  bonne. 
Il  restait  à  montrer  que  les  principes  de  la  nouvelle  méthode  se 
déduisaient  simplement  des  postulats  de  la  Thermodynamique,  à 
développer  la  théorie  de  la  dissociation  à  laquelle  elle  avait  con- 
duit, à  relier  la  proposition  sur  laquelle  elle  faisait  reposer  la 
théorie  de  la  pile  aux  lois  élémentaires  de  l'électricité,  à  pousser 
enfin  dans  toutes  les  branches  de  la  Physique  les  conséquences  de 
la  nouvelle  doctrine.  Quel  a  été  le  fruit  des  efforts  tentés  dans 
ces  diverses  directions  depuis  les  travaux  de  INI.  Gibbs  et  de 
M.   Helmholtz?  Ce  n'est  pas  à  nous  qu'il -appartient  de  le  dire. 


SUR  L'EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CARRÉE; 
Par  m.   Gaston  DARBOUX. 

Étant  donné  un  nombre  A,  supposons  que  l'on  ait  trouvé,  à  une 
unité  près  et  par  défaut,  sa  racine  carrée  a;  a -{-a:  désignant  la 
valeur  exacte  dj^  la  racine,  on  aura 

A  =  (a-hxf 
et,  par  conséquent, 

A  —  a- 


Prcnons  comme  valeur  np])rochéc  de  .r 

A  — «2 
ia  -h\ 

Celle  valeur  est  cvidemmenl  inférieure  à  .r,  et  l'on  a 

_  A  —  a"^  _  A—a"^  _  A  —  a^  _    (A  —ai)(i  —  x)    _  x(i  —  x) 
■j.a-r-i        ■}.a-hx        art-4-i        (2a -+- i)(2n -4- r)  ~     7.a-hi 
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X    étanl    inférieure    à   l'unité,    la   valeur   maximum    du    produit 
x\\  —  x)  est  -•  On  aura  donc 

A  —  «2        ,        , 

x ,  ^  _  . 

2 «  -f- 1         \  ia  -\-  V 

On  peut  déduire  de  cette  formule  un  procédé  rapide  et  régulier 
pour  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  trouvé  p  chiffres  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  A,  On  peut  toujours  admettre  que  l'on  ait 
placé  la  virgule  dans  le  nombre  A,  de  telle  manière  que  cesyO  chiffres 
représentent  la  partie  entière  de  la  racine. 

Alors,  si  a  se  compose  d'un  seul  chiffre,  on  aura 

4  2a  H-  I     12 
A  —  «2 


T-w            I               .A  —  a'-  .  ,  .        ,     I         , 

Donc,  le  quotient  ; —  représente  la  racine  a  —  près,  et,  si 

l'on  effectue  la  division  en  se  bornant  au  chiffre  des  dixièmes,  on 
obtient  le  chiffre  suivant  de  la  racine,  ou  un  chiffre  trop  faible 
d'une  unité  seulement. 

Lorsque  a  se  compose  de  deux  chiffres,  il  peut  se  présenter  deux 
cas  :  si  a  est  supérieur  ou  égal  à  12,  on  a 


4  2«  -(-  I     100 


et,  par  conséquent,  si  l'on  prend  pour  valeur  approchée  de  x  le 
nombre  formé  par  les  deux  premiers  chiffres  du  quotient 

A  — «2 

■) 

"xa  -h  1 

on  commettra  une  erreur  moindre  que  —^-  En  d'autres  termes,  on 

'100 

obtiendra  les  deux  chiffres  suivants  de  la  racine,  soit  en  prenant 

les  deux  premiers  chiffres  du  quotient,  soit  en  augmentant  d'une 

unité  le  nombre  formé  par  ces  deux  chiffres. 

Si  a  est  égal  à  10  ou  à  i  i,  on  aura  seulement 

\ <-L, 

4(2a-M)-84 
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et  il  pourra  arriver  que,  pour  obtenir  les  deux  cliilFres  suivants 
de  la  racine,  on  ail  à  augmenter  de  2  unités  le  nombre  formé  par 

les  deux  premiers  chiffres  du  quotient  -_ 

Supposons  maintenant  que  a  se  compose  de  plus  de  2  chiffres, 
soit  p  chiffres.  Si  le  nombre  formé  par  les  trois  premiers  chiffres 
de  a  est  égal  ou  supérieur  à  laj,  on  aura 

4(2a  H-i)  <  \oP 
et,  par  suite, 


a- 


Par  conséquent,  si  Ton  évalue  le  quotient  - — ^  à  une  unité 

près  du  p^'^"^^  ordre,  c'est-à-dire  si  l'on  calcule,  en  tenant  compte 
des  zéros  qui  peuvent  se  présenter  au  début,  les/?  premiers  chiffres 
du  quotient,  on  aura  la  valeur  de  x  avec  une  erreur  moindre  que 

—  •    Par  suite,  on  obtiendra  exactement  les  p  chiffres  suivants  de 

la  racine,  soit  en  prenant  les/?  premiers  chiffres  du  quotient,  soit 

en  augmentant  d'une  unité  du  dernier  ordre  le  nombre  formé  par 

ces  p  chiffres. 

Si  les  trois  premiers  chidres  de  a  forment  un  nombre  inférieur 

à  125,  l'erreur  commise 

I 

4  (  2  «  -i-  '  ) 

sera  seulement  inférieure  à et  il  pourra  se  faire  que,  pour 

obtenir  les  y?  chiffres  de  la  racine,  on  ait  à  augmenter  de  2  unités 

du  dernier  ordre  le  nombre  formé  par  les /^  premiers  chiffres  du 

f^ ^2 

quotient  précédent Mais  ce  cas  est  extrêmement  rare,  et 

un  calcul  facile  montre  que  sa  probabilité  est  inférieure  à 

1  '  100 

Soit,  d'une  manicrc  générale,  q  la  valeur  du  nombre  formé  par 

ces  p  premiers  chiffres.  Eu  faisant  la  division,  on  aura  obtenu  un 

reste  /•  et  l'on  aura 

A  —  a^  =  <7  (  2  a  -1-  I  )  -I-  r. 

Il  nous  reste  à   indicjuer  coinmcnl  on  reconnaîtra    si   tous  les 
chiffres  àc  a  -^  q  sont  exacts  ou  s'il  faul  auginonlrr  le  dernier.  On 
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considère  pour  cela  la  différence 

A  —  {a  -T-  q)-, 
qui  est  égale,  si  l'on  tient  compte  de  l'égalité  précédente,  à 

q(i  —  q)-\-r, 

et  la  différence 

A  —  (  a  +  <7  H )  j 

\         ^        10/7 

qui  est  égale  à  la  précédente  diminuée  de 


iq  -\ 

Si  l'on  a 


1    / 
10/^  \ 


■' ^         ^  ^  10/' V  lo/'/ 

tous  les  chiffres  de  la  racine  seront  bons;  sinon,  il  faudra  forcer  le 
dernier  chiffre  du  nombre  </,  et  il  n'y  aura  plus  d'incertitude; 
c'est-à-dire  qu'il  n'y  aura  plus  lieu  de  forcer,  sauf  dans  le  cas  où  les 
trois  premiers  chiffres  de  a  formeraient  un  nombre  inférieur 
à  12J. 

Voici  comment  on  reconnaîtra  si  l'inégalité  précédente  est  véri- 
fiée. Supposons,  par  exemple, 

<jr  =  o  I  2  3  7  o. 

On  prendra  le  nombre  complémentaire 

987630, 

obtenu  en  prenant  le  complément  à  9  de  tous  les  chiffres  signifi- 
catifs, sauf  le  dernier  pour  lequel  on  prendra  le  complément  à  10. 
Le  produit  de  ces  deux  nombres  représentera  des  unités  de 
même  ordre  que  /■,  on  l'ajoutera  à  /'  et  l'on  vérifiera  si  le  nombre 
obtenu  est  inférieur  au  double  de  la  partie  trouvée  à  la  racine, 
i{a-\-q),  augmenté  d'une  unité  du  dernier  ordre.  S'il  en  est  ainsi, 
les/?  chiffres  trouvés  sont  tous  exacts,  sinon  on  retranchera 

2  a  -I-  2  ^  -T-  I 

et  l'on  forcera  le  dernier  cbiffre  de  q.  11  n'y  aura  lieu  de  recom- 
mencer cet  essai  que  dans  le  cas  extrêmement  rai'e  où  les  trois 
|)romiers  chiffres   de  a  formeraient  un   nombre  inférieur  à   i25. 
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Dans  tous  les  cas,  le  i-este  résultant  de  ces  opérations  est  celui 
qu'il  faudra  employer  pour  continuer  et  pour  obtenir  de  nouveaux 
chiffres  de  la  racine  carrée. 

Les  remarques  précédentes  permettront  de  comprendre  la  règle 
que  nous  allons  proposeret  que  nous  expliquerons  sur  un  exemple 
numérique. 

Soit  à  chercher  la  racine  de  3.  On  calculera  le  premier  chiffre 
par  la  méthode  ordinaire,  ce  qui  donne  le  premier  chiffre  i  et  le 
reste  2 

3  \11 

•200  P 
■206  6 

■2  4  I 

4  4  '^4 

—  33 


Pour  obtenir  le  second  chiffre,  on  abaisse  la  tranche  suivante, 
c'est-à-dire  deux  zéros,  et  l'on  divise  200  par  le  double  de  i  aug- 
menté de  I,  c'est-à-dire  3,  en  se  bornant  à  calculer  un  chiffre  du 
quotient.  On  trouve  ainsi  le  quotient  6  et  le  reste  20.  On  ajoute 
à  20  le  produit  24  de  G  par  le  nombre  complémentaire  4?  ce  qui 
donne  41  j  44  est  supérieur  au  double  de  la  partie  trouvée  à  la 
racine  I G,  augmenté  de  i ,  c'est-à-dire  à  33.  On  retranche  33,  ce  qui 
donne  le  reste  1 1  et  l'on  force  le  chiffre  6,  ce  qui  donne  7  pour 
le  second  chiffre  delà  racine.  On  abaisse  maintenant  deux  tranches, 
c'est-à-dire  (|uatre   zéros  à  la  droite  de  i  1    et  l'on  divise  par  le 


I  10000 

|3 

5 

3  I 

0  5  0 

3 

£ 

69 

I  j  0  0 

279 

-h  a  1  3  g 

I  86 

3  6  3») 

2139 

—  3  4  6  3 

176 

double  de  la  partie  1-  trouvée  à  la  racine,  augmenté  de  1,  c'est- 
à-dire  par  35,  en  continuant  l'opération  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 
obtenu  deux  chiffres  du  (piotienl.  On  obtient  ainsi  un  quotient  3i 
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et  un  reste  i5oo  auquel  on  ajoute  le  produit  J.i'ig  de  3i  par  le 
nombre  complémentaire  6g.  On  trouve  ainsi  3689.  Le  double  de 
la  partie  trouvée  à  la  racine  1731  augmenté  de  i  est  3463;  ce 
nombre  étant  inférieur  à  3639,  on  le  retranche  et  l'on  obtient 
le  reste  176.    En  forçant  le  chiffre  i,  on  a 

1782 

pour  les  quatre  premiers  chiffres  de  la  racine.  Pour  déterminer  les 
4  suivants,    on  divisera  le  reste    176  suivi  de  8  zéros  par  3465 


7600000000 

|3 

465 

0  5  0  7 

27500 

0 

307 

9493 

32450000 

I  5  2  1 

-+-     4812951 

4563 

3726295  1 

2028 

—  3464  101  5 

4563 

2  621986 

4  8  I  2  9  5  1 

jusqu'à  ce  que  l'on  ait  obtenu  4  chiffres  au  quotient,  ce  qui  donne 
un  quotient  oSo^  et  le  reste  3245oooo  auquel  on  ajoutera  le  pro- 
duit 481 295 1    de    o5o'-    par    le    nombre    complémentaire    9493- 

On  trouve  ainsi 

37262951. 

Si  l'on  augmente  d'une  unité  le  double  de  la  partie  obtenue  à  la 
racine   17320507,  on  obtient 

3  4  6  4  I  o  I  5, 

nombre  inférieur  au  précédent.  11  faut  donc  forcer  le  chiffre  y,  ce 

qui  donne 

17820508, 

pour  les  huit  premiers  chiffres  de  la  l'acine,  et  le  reste  de  l'opéra- 
tion sera  le  nombre 

262  I  936. 

Si  l'on  continue  avec  ce  nouveau  reste,   comme  nous   l'avons 
expliqué,  on  obtiendra  8  nouveaux  cliillVes  de  la  racine.  Voici  ce 
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dernier  calcul  : 

2Gjii936oooooooooooooooor)  461  1017  ^  ''' 

„  ,  „  ' -,-00 <)  2  4  3  I  123 

19706 4 810  07068^77         '  ' 

2 3 8597250  2270G631 

307511480  i5i3775i 

3o383344o  7568877 

267053040  7568877 

245659210  2  2  7  0  6-0  3  1 

317209100000000  30275508 

+  699599800958871  i5i37754 

1016808900958871  •'     -^ 

69959980095887  I 

Le  reste  élanl  inférieur  au  double  de  la  partie  trouvée  à  la  ra- 
cine augmenté  de  i,  le  dernier  chifTre  trouvé  est  exact.  Le  ré- 
sultat final  de  ces  opérations,  toutes  inscrites  dans  nos  tableaux, 

est  le  nombre 

I  ,732050807568877. 

Nous  ignorons  si  le  procédé  précédent,  qui  est  très  régulier, 
paraîtra  suffisamment  simple.  Dans  tous  les  cas,  il  est  bon  d'ajouter 
la  remarque  suivante. 

Lorsqu'on  a  obtenu  p  chiffres  de  la  racine,  il  peut  se  faire  qu'on 
en  veuille  obtenir  moins  de  p.  Alors,  si  l'on  veut  déterminer  seule- 
ment q  chiffres  nouveaux,  il  suffira  d'abaisser  les  q  tranches  sui- 
vantes et  d'appliquer  la  méthode  sans  aucune  modification.  En 
prenant  ^  =  i,  on  est  conduit  à  une  règle  nouvelle  pour  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  : 

Lorsqu'on  aura  obtenu  une  certaine  partie  de  la  racine  et 
le  reste  correspondant,  on  abaissera  une  nou^Tlle  tranche  de 
■1  chiffres  à  la  droite  de  ce  reste,  comme  dans  la  méthode  ordi- 
naire ;  mais,  au  lieu  de  diviser  par  le  double  de  la  partie 
trouvée  à  la  racine,  on  divisera  par  ce  double  augmenté  dhine 
unité.  On  aura  ainsi  un  quotient  q  cVun  seul  chiffre  et  un 
reste  r.  On  ajoutera  au  reste  le  produit  q{io  —  q);  et,  pour  re- 
connaître si  le  chiffre  q  est  exact,  il  suffira  de  comparer  le 
résultat  au  double  de  la  partie  trouvée  à  la  racine,  augmenté 
de  l'unité.  Si  ce  der/iicr  /xanbre  ne  peut  pas  être  retranclié, 
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q  sera  le  chiffre  exact.  Si  la  soustraction  est  possible,  on  l'ef- 
fectuera et  Von  forcera  d'une  unité  le  chiffre  q;  q  -^  i  sera 
toujours  le  chiure  exact,  et  le  reste  obtenu  servira  à  continuer 
l'opération. 

Voici   le  tableau  résultant  de   l'application  de   celte   règle  au 
nombre  3. 

3      |i732o5o8 
2  o  o  I  3 

•2  o  6 

•M 

4  4 
—33 

I  I  o  o  I  3  5 
o  5  o  3 

2  I 

7  1  o  o  I  3  4  7 
[  G  o   2 
i6 

17600  I  3  î  G  5 

o 
1  7  G  o  o  00  [3464  1 
27950  5 

2  5 


2797500   |34G/|iJ 

o 
279750000  j  3  4  6  4 I o  » 
2621920     8 
I  6 


2  6  2  I  9  3  () 


Le  résultat  est  en  parfait  accord  avec  celui  que  nous  avons 
trouvé  précédemment. 

La  règle  que  nous  avons  exposée  dans  cet  article  a  les  rapports 
les  plus  étroits  avec  la  méthode  abrégée  qui  permet  de  doubler, 
par  une  simple  division,  le  nombre  des  chîfTres  déjà  obtenus  à  la 
racine.  Nous  devons  dire,  en  terminant,  que  M.  Ilermite  avait 
bien  voulu  appeler  notre  attention  sur  ce  sujet,  en  nous  signalant 
la  possibilité  d'employer  cette  méthode  abrégée  et  de  la  trans- 
loriner  en  nu  procédé  régulier,  propre  à  remplacer  la  règle  usuelle. 
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Tableau  du  calcul  de  y/-,  d'après  la  méthode  précédente. 

3,1  4  1^9 '2  65358979  117724538 

•2  I  4  1_3 

47  3X7  =  21 

-1-2  1 

2  5  I  5  9  2  I  3  5       7  I 

G  5  71       29 

3092  639 

-)-2  059  14^ 


5 I 5 i        2059 
-3543 

I  (3  o  8  G  5  3  5  8  9  7  9  |  3  5  4  5  {^l 

,.  c-                                                       .  r  -.  3400 

19065                     4537  ^ 

I  3  4  O  3  I  3  6  1  I 

27685  27222 

28708979  18148 

-\-i  478563i  22685 


53494610         2  4785631 
— 3  5449075 

18045535 

v/tt=i,77  2  4538 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANAI.YSES. 

KONIGSBERGER.   —    Biîweis  von  dkk  Un-moglicukeit  dkk  Existiî.nz  kines 

ANDEREN   FUNCTIONALTHEOREMS    ALS    DES   AuEl'sCHEN.    FeslSCllPift    gewidmPt 

(Icr  Universitat  Heidclberg  zii  ilirom  funfhundcrtjiilirigon  .Tubilaiim.  88  p. 
in-i";  Berlin,  Reimcr,  iSGGC). 

Ce  Mémoire,  destiné  à  célél)rci',  d'après  un  rite  clier  aux  savants 
allemands,  l'anniversaire  de  la  fondation  de  l'Universilé  de  Hei- 
delberg,  cinq  fois  séculaire,  peut  être  regardé  comme  le  couron- 
nement de  longues  recherches,  dispersées  dans  le  Journal  de 
Crelle,  dans  les  Acta  nialhematica  et  dans  le  Livre  de  l'auteur 
intitulé  All^emeine  Untersucluinfien  cuis  der  Thcoric  der  Dif- 
ferentialgleichungeii  ( '-). 

L'existence  du  théorème  d'Abel,  pour  les  intégrales  d'une  l'onc- 
tion algébrique,  conduit  naturellement  à  poser  la  question  sui- 
vante :  Trouver  une  fonction  telle  que  ses  valeurs  pour  n  argu- 
ments indépendants  soient  liées  algébriquement  à  ces  arguments 
d'une  part  et  de  l'autre  aux  valeurs  qu'elle  prend  j)our  p  argu- 
ments dépendant  algébriquement  des  ii  arguments  primitifs, 
p  étant  moindre  que  Ji.  Le  cas  de  /?  =  i  et  celui  de  /?  =  •>.  sont 
traités  avec  tous  les  détails  qui  conviennent;  les  raisonnements 
qui  permettent  de  conclure  lorsque  p  est  égal  à  deux  valent 
encore  lorsque /J  est  plus  grand  que  deux. 

En  excluant  le  cas  des  fonctions  que  regarde  le  théorème 
d'Abel,  on  montre  que  toute  fonction  qui  admettrait  un  ihéovème 
fonctionnel  d'espèce  p  devrait  satisfaire  à  une  équation  dilTéren- 
tielle  algébrique  d'ordre  y?,  équation  dont  l'intégrale  générale 
devrait  être  une  fonction  algébrique  dc/>  intégrales  particulières  : 
cette  équation  devrait,  par  conséquent,  se  ramener  à  une  équation 
différentielle  linéaire  homogène  d'ordre  />,  et  l'on  prouve  (pic 
l'intégrale  d'une  telle  équation  ne  peut  avoir  un  théorème  fonc- 
lioiuiel  d'ordre  p.  Le  résultat  final  auquel  ])arvient  M.  Konigs- 
bcrger  est  le  suivant   :   Toute  fonction   d'une  varial)le  qui  admet 


(')  Ce  Mémi)irc  a  paru  dans  le  t.   100  du  Journal  de  Crelle. 
{')  Voir  Bulletin,  t.  VU,,  p.  5. 

Bull,  des  Sciences  inatliéni.,  i'  séiie,  l.  \l.  (Août  1S87.) 
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un  lli(';urrnie  foiicLionncl  d'ordre  p  esl  l'inlr-^rale  dune  équation 
difTérentielle  qui  se  ramène,  par  une  suljsliltilion  ali^ébrique,  à  la 
forme 

g=o.(.r)y,(:r), 

les  fondions  (o(^)et  '/(j^)  satisfaisant  à  Tune  des  trois  conditions 
suivantes  : 

i"  '/(^)  est  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré 
et  w(^)  l'inverse  d'un  radical  de  la  même  nalure^ 

2"    /  est   une  fonction   algébrique  et   f(.û(x)    dx   est   une 

J  -/SX)  D  1  J       \     J 

intégrale  abélienne  de  genre  />,  n'a^'ant  que  des  discontinuités 
algébriques  ; 

3"    I -^^    est    le    logarithme    d'une     fonction     algébrique    et 
J  7.(-^) 
fi.ù{x)clx,    une   intégrale  abélienne  de  genre /?,  n'admettant  que 

des  discontinuités  logarithmiques. 

En  résumé,  on  ne  trouve  pas  d'autres  fonctions  d'une  variable 
que  celles  auxquelles  se  rapporte  le  théorème  d'Abel.        J.   T. 


MONTE VEH DE.  —  Iù.kmkxti  ni  Geometria  proiettiva.  i  vol.  in-8",  xix- 
3)1  p.,  avec  un  allas  de  xlvii  planches.  Genève,  L.  Beuf;  Paris,  Gauthier- 
Villa  rs,  i886. 

Le  Livre  de  M.  Monlcverde,  écrit  avec  beaucoup  de  soin,  est 
bien  un  Traité  élémentaire  àc  Géométrie  projective.  Ce  caractère 
se  manifeste  non  seulement  par  les  limites  que  l'auteur  s'est  impo- 
sées et  par  les  détails  apportés  aux  démonstrations,  mais  encore 
par  ce  fait  que  les  pro[)riétés  métriques  ne  sont  pas  systématique- 
ment séparées  des  propriétés  descriptives.  L'Auteur,  après  deux 
Chapitres  d'Introduction,  définit  les  cinq  formes  fondamentales 
de  première  et  de  seconde  espèce;  ces  définitions  suffisent  pour 
introduire  la  notion  de  dualité;  il  consacre  ensuite  un  Chapitre  à 
la  définition  des  opérations  fondamentales,  projection  et  intersec- 
tion, ainsi  qu'à  la  notion  (\o. prospectivité,  et  termine  en  montrant 
comment  on  pcul  relier  deux  figures /?/o/>c/à'(',v,  par  une  suite  de 


I 
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figures  lelles  que  chacune  soil  prospective  avec  celle  qui  la  pré- 
cède el  celle  qui  la  suit.  H  expose  ensuite  les  propriétés  du  rap- 
port anharmonique,  de  la  division  harmonique  et  du  quadrilatère 
complet  :  l'ensemble  de  ces  matières  constitue  le  premier  Livre. 
Le  second  Livre  comprend  l'étude  spéciale  des  formes  fonda- 
mentales de  première  espèce  :  construction  de  deux  formes  pro- 
jectives,  similitude,  égalité,  formes  homographiques  superposées, 
involution,  théorie  des  transversales.  Le  troisième  et  dernier 
Livre  couiprend  l'étude  des  coniques  et  des  cônes  du  second 
ordre,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  projective,  et  une  exposi- 
tion rapide  des  propriétés  principales  de  la  surface  gauche  du 
second  ordre;  la  génération  même  de  ces  courbes  ou  surfaces 
montre  qu'on  peut  en  faire  correspondre  les  éléments,  points, 
tangentes  ou  génératrices,  d'une  façon  univoque  aux  éléments 
d'une  forme  fondamentale  de  première  espèce  :  l'examen  des  pro- 
priétés qui  résultent  d'une  telle  correspondance  fournil  deux  des 
Chapitres  les  plus  intéressants  de  ce  Livre.  L'Ouvrage  se  termine 
par  quelques  indications  sur  l'introduction  des  éléments  imagi- 
naires en  Géométrie.  .T.   T. 


JURGENS  (E.  ).  —  Zuu  Auklôsung  LiNiîXniiR  Gle(ciiun(;ssvstkimi-:  und  ni- 
MERiscHEN  BiîRKciiNUNG  VON  t)i<;TKKMiNANTEN.  Eiiie  Fcsti^abe  zur  fïmfteii 
Siicular-Feier  der  UnivcrsiUit  licidelberg  am  2.  AugiisL  1886.  Gewidmct  von 
dcr  Konigliclien  tcchnischen  Ilocliscliule  zu  Aachen.  18  p.  in-4";  Aix-la- 
Chapelle,  Palm,  i88G. 

Voici  encore  un  travail  publié  à  l'occasion  du  cinquième  cen- 
tenaire de  l'Université  de  Heidelberg;  on  est  un  peu  étonné,  en  le 
lisant,  de  voir  un  double  fdet  rouge  courir  autour  des  pag(!s;  les 
Mémoires  de  Mathématiques  n'ont  pas,  d'habitude,  un  pareil  air 
de  fête  ;  mais,  après  tout,  ce  petit  ornement  n'enlève  rien  à  l'intérêt 
du  texte. 

J^'Auteur  s'est  proposé  de  donner  un  moyen  j)our  résoudre, 
par  approximations  successives,  un  système  d'équations  du  pre- 
mier degré.  Il  commence  par  transformer  ces  équations,  au  moyen 
d'un  système  de  multiplicateurs  (pi'il  apprend  à  former,  en 
d'autres  équations 


bii  Xi  -1-  bii  .ro  -I-  .  .  .  +  bii,  .i-,i  =  v,,         (i  =  \,  •}.,...,  n). 


i88 


puemièuh:  iwuTii:. 


dans  lesquelles  les  coefricienls  h  vcrilient  les  inégalités   suivanles 
{i  =  I,  •>.,  ...,  /?,)  : 

bu  >  V  S  I  b'u,  I  ; 

les  deux  barres  signifient  qu'on  prend  la  valeur  absolue  de  la 
quantité  qu'elles  comprennent;  dans  les  seconds  membres,  k  doit 
prendre  toutes  les  valeurs  i,  2,  ...,  /?.,  sauf  la  valeur  i\  enfin  y- 
et  V  sont  des  nombres  positifs  que  l'on  doit  supposer  plus  grands 
que  un,  mais  (|u'il  y  a  intérêt  à  supposer  le  plus  grands  possibles. 
Le  déterminant  d'un  pareil  système  d'équations  est  manifeste- 
ment différent  de  zéro  ;  mais,  en  outre,  il  est  aisé  de  montrer  que 
toutes  les  inconnues  sont,  en  valeur  absolue,  moindres  que 


bZ 


où  l'indice  g  estcboisi  |);(rini  les  nombres  1 ,  2, 
que  la  (piantité 


/?,  de  manière 


b...r 


soit  la  plus  grande  parmi  ses  pareilles. 

Ceci  posé,  voici  la  marche  du  calcul;  supposons  que  le  second 
membre  ait  la  plus  grande  valeur  absolue  dans  la  /."'"'*  équation  ; 
on  substituera  Xk  +  h^  à  Xk  en  désignant  par  bk  le  nombre  entier 


^h- 


qui  s'approche  le  plus  do  ^;  on  aura  alors  remplacé  le  système 

d'éqtiations  proposé  par  un  autre  système  dans  lequel  la  somme 
des  valeurs  absolues  des  seconds  membres  est  moindre  que  dans 
le  premier  système;  en  continuant  d'appliquer  le  même  procédé, 
on  parviendra,  au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations,  à  un  système 
pour   lequel  le   procédé  sera  impraticable,   chacun  des  nombres 

2  j^  étant,  en   valeur  ahsolue,   moindre   que  un.   On   multipliera 

alors  tous  les  seconds  membres  par  une  mèm(>  puissance  de  10,  ce 
qui  impli(|uc  que  les  valeurs  trouvées  ensuite  pour  les  inconnues 
devront  être  divisées  par  cette  même  puissance  de  10,  el  Ton  con- 
tinuera l'application  du  même  procédé,  jusqu'à  cecpi'on  ait  obtenu 
l'approximation  désirée.  On  a,  à  ehacpie  fois,  une  limite  supé- 
rieure de  l'ciMVur  commise,  el  les  calcids  se  font  assez,  rapidemenl. 

.1.  T. 
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MELVNGES. 

LES  «  DÉFINITIONS  »  DU  PSEUDO-HÉRON; 
Pau  m.  Paul  TANNERY. 

1.  Les  extraits  que  j'ai  donnés,  d'après  le  manuscrit  arabe  de 
Le_yde,  du  Commentaire  de  Héron  sur  Euclide,  pourraient  peut- 
être  produire  l'impression  que  ce  travail  aurait  été  moins  un 
commentaire  proprement  dit  qu'une  suite  de  lemuies  analogues, 
dans  une  certaine  mesure,  à  ceux  que  Pappus  nous  a  conservés 
sur  les  Ouvrages  d'Analyse  géométrique  des  anciens,  au  Livre  VII 
de  sa  Collection  matJiénia tique. 

Pour  montrer  que  cette  impression  serait  inexacte,  il  me  serait 
facile  de  faire  de  nouvelles  citations  décisives  des  scolies  héro- 
niens  relatifs  aux  propositions  (  '  )  ;  mais  je  préfère  indiquer  ceux 
qui  subsistent  sur  les  définitions  des  Livres  autres  que  le  premier, 
le  commentaire  arabe  sur  celles  du  Livre  I  étant  perdu,  comme  je 
l'ai  dit. 

Sur  la  définition  II,  i,  Héron  remarcjue  que  la  raison  pour 
laquelle  Euclide  la  limite  au  parallélogramme  rectangle  est  que  la 
mesure  de  la  surface  de  ce  rectangle  est  donnée  par  le  produit  des 
deux  côtés  de  l'angle  droit. 

Sur  III,  déf.  \,  où  Euclide  définit  l'égalité  des  cercles  par  celle 
des  diamètres  ou  par  celle  des  ravons.  Héron  prouve  que  ces  deux 
définitions  n'en  font  qu'une. 

Sur  III,  déf.  4  (égalité  de  distance  des  cordes  au  centre),  il 
remarque  que  la  distance  d'un  point  à  une  droite  se  mesure  par  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  la  droite,  en  raison  de  la 
propriété  de  cette  perpendiculaire  d'être  la  plus  courte  ligne  allant 
du  point  à  la  droite. 

Sur  III,  déf.  ç),  il  oI)scrve  que  l'expression  d'Euclide  «  un  angle 
a  pour  base  un  arc  »  (i-1  T.-,y.-^-z.z-j.y.z  \b;i-T.  ''^t^ir^y.vrj.:  y;  Y<')V'!a)  s'ap- 


(  '  )  lùi  fiiil,  l;i  [)lus  grande  partie  de  ces  scolies  consiste  à  rif>t't<  r  les  démon- 
slrations  nirlidicnncs  flans  d'autres  cas  dos  fij;ures  on  à  proiiMT  rinipnssiliilité 
fies  cas  aii\i(ncls  rcs  di^nfinslrations  ne  s'applif|iieraionl  pas. 
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pliquc  en  (ail,  soit  à  l'angle  qui  a  son  soinmel  au  ccnlre,  soil  à 
ceux  (|ui  ont  leur  sommet  à  la  circonférence. 

Après  III,  déf.  II,  il  distingue  comme  figures  dérivées  du  cercle 
par  son  intersection  avec  une  droite  ou  avec  un  cercle  le  segment, 
la  lunule  et  l'amphicvrte  ( '). 

Enfin  sur  IV,  déf.  i  et  2  (figures  inscrites  ou  circonscrites  à 
une  figure),  nous  lisons  :  «  Quelques  personnes  ont  demandé 
pourquoi  le  géomètre  a  donné  ces  définitions,  puisqu'il  ne  vou- 
lait traiter  que  de  l'inscription  ou  de  la  circonscription  par  rap- 
port à  un  cercle;  nous  répondrons  qu'il  a  agi  de  la  sorte  pour  la 
perfection  de  son  enseignement.  » 

Je  n'insiste  pas  sur  le  caractère  de  ces  divers  scolies;  évidem- 
ment, ils  proviennent  d'un  véritable  commcnlaire  et  l'on  peut 
ajouter  d'un  commentaire  dont  le  niveau  n'était  guère  élevé.  Mais 
on  remarcpiera  qu'en  tous  cas  il  n'y  a  aucun  rapport  entre  ces 
scolies  et  le  contenu  de  l'opuscule  des  Déjlnitions  des  termes  de 
Géométrie,  attribué  à  Héron. 

2.  Cet  Opuscule  nous  est  présenté  comme  constituant  des  Pro- 
légomènes aux  Eléments  de  Géométrie  et  comme  correspondant 
à  des  Prolégomènes  aux  Eléments  d' Arithmétique,  écrits  j)ar 
le  même  auteur,  et  que  nous  n'avons  plus.  C'est  une  compilation 
des  diverses  dc'finitions  géométriques;  dans  cette  conn)ilation,  si 
les  formules  adoptées  par  Euclide  sont  généralement  énoncées 
avant  les  autres,  Tordre  d'Euclide  n'est  nullement  respecté;  des 
idées  qui  lui  sont  étrangères  sont  introduites  et  dérangent  souvent 
cet  ordre.  Si  donc  ces  Prolégomènes  avaient  été  rédigés  par 
Héron,  ils  l'auraient  été,  en  tous  cas,  indépendamment  de  son 
commentaire  sur  Euclide,  dont  les  fragments  qui  nous  resterit  ne 
témoignent  d'ailleurs  d'aucune  communauté  d'origine  avec  l'Opus- 
cule contesté. 


(')  C"csl-à-(lirr'  la  pailic  («nimiiiu'  aux  deux  cercles  qui  se  coupeuL,  les  lunules 
élant  au  coiUrairc  les  parties  non  communes.  Avant  cette  distinction,  vient  une 
remarque  assez  inintelligible.  «  Nous  saxions  déjà  que,  quand  deux  segments  sont 
égaux,  les  angles  inscrils  sont  égaux:  récipro(|uomenl,  si  les  angles  sont  égaux, 
les  segmenls  le  seront.  »  IIitou  avait-il  éiioncé  ih'jà  <iir  III.  dcC.  (>,  le  Ihéorèuic 
fie  l'égalité  do  angles  insciils  dan-  le  niciiic  -ci^iiHiil  ? 
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L'evislencc  du  commentaire  de  Héron  sur  Euclide  n'est  donc, 
en  ("ail,  nullement  favorable  à  l'attribution  au  même  géomètre  de 
l'Opuscule  qui  nous  occupe.  Cette  attribution  repose  d'ailleurs 
sur  deu\  motifs  :  l'un  est  l'inscription  que  portent  les  manuscrits; 
l'autre  est  que  l'ensemble  du  texte,  en  faisant  abstraction  de 
quelques  additions  et  remanieiuents  postérieurs,  paraît  bien  cor- 
respondi'e,  en  réalité,   à   une  époque  voisine  de  celle  de  Héron. 

Ce  second  motif  peut  être  écarté,  si  l'on  admet  que  l'auteur  des 
Prolégomènes,  auquel  on  doit,  semble-t-il,  attribuer  la  majeure 
partie  des  remaniements  dont  j'ai  parlé,  a  copié  une  compilation 
faite  dans  le  courant  du  i^'"  siècle  avant  l'ère  cbrétienne  ou  bien 
effectué  lui-même  cette  compilation  sur  un  Ouvrage  plus  étendu, 
par  exemple  celui  de  Geminus. 

Quant  à  l'inscription  des  manuscrits,  on  peut  l'expliquer  de 
différentes  façons.  Je  me  bornerai  à  développer  celle  qui  me  paraît 
aujourd'hui  la  plus  plausible. 

Dans  les  manuscrits,  l'Opuscule  des  DéJiniLwns  précède  tou- 
jours des  extraits  d'Anatolius  et  de  Proclus,  mais  dans  l'intervalle 
sont  insérés  :  i"  une  Table  métrologique  sur  le  modèle  de  celles 
de  Héron;  2"  des  extraits  des  Introductions  de  Géométrie  de 
Héron,  tirés  de  son  grand  Ouvrage  de  Géométrie  pratique;  3"  les 
jiostulats  et  les  notions  communes  d'Euclide.  L'ensemble  de  la 
compilation  étant  anonyme,  le  nom  de  Héron  inscrit  en  regard 
soit  du  préambule  de  la  Table  métrologique,  soit  des  extraits 
authentiques  qui  suivent,  a  très  bien  pu,  du  (ait  d'un  copiste  déjà 
ancien,  passer  en  tête  de  l'ensemble. 

3.  Peut  on  aller  plus  loin  et  former  quelque  conjecture  sur  la 
véritable  origine  de  l'Opuscule  des  Définitions?  J'ai  parlé  plus 
haut  de  Geminus;  c'est  que  nous  pouvons,  par  le  commentaire 
de  Proclus,  nous  (aire  une  idée  assez  exacte  de  ce  que  disait  Ge- 
minus sur  ce  sujet,  de  l'ordre  qu'il  suivait,  des  notions  qu'il  déve- 
lopj)ait.  Or,  si  l'on  compare  l'Opuscule  en  question,  on  v  retrouve 
tous  les  caractères  que  l'on  est  amené  à  reconnaître  comme 
propres  au  travail  de  (jcminus  :  les  mêmes  définitions  y  sont 
recueillies;  le  même  ordre  est  adopté;  les  idées  qui  paraissent  le 
plus  spéciales  sont  pareilles.  On  ne  peut  dénier  la  communauté 
d'oriiiine. 
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Dira-l-on  ([tic  Gcinlnus  aurait  pn  iililis(!run  Iravail  anh'ricur  de 
Héron,  et  que  ce  Iravail  aurait  été,  par  la  suite,  singulièrement 
mutilé  pour  être  ramené  à  sa  forme  actuelle?  (^e  serait  le  seul 
moyen  de  sauver  l'attribution  à  Héron.  !Mais  une  telle  conjecture, 
bien  improbable  en  elle-même,  ne  peut  guère  résister  à  un  examen 
plus  approfondi. 

Si  l'on  se  demande,  en  edet,  à  quelle  époque  et  par  qui  l'Opus- 
cule des  DéJinil.Luns  a  été  amené,  sinon  à  sa  forme  actuelle,  due 
sans  doute  au  com[)ilateur  postérieur  à  Proclus,  au  moins  à  celle 
que  lui  avait  donnée  Fauteur  âes  Prolégomènes,  il  faut  au  moins, 
eu  égard  à  la  Table  métrologique  qui  suit,  descendre  au  m'"  siècle 
d(î  notre  ère.  Dès  lors,  on  pense  naturellement  à  Anatolius,  des 
écrits  duquel  le  dernier  compilateur  a  tiré  la  |)rcsque  totalité  de 
ce  qu'il  n'a  pas  copié  dans  Proclus,  qu'il  ait  d'ailleurs  ou  non 
marqué  l'origine  de  ces  extraits. 

Or  nous  avons  vu  (')  qu'Anatolius  avait  lui-même  compilé 
Geminus  :  quoi  de  plus  naturel  dès  lors  que  de  conjecturer  que 
c'est  lui  qui  est  le  véritable  auteur  des  Prolégomènes  (-),  et  qu'il 
en  a  extrait  la  substance  de  la  Théorie  des  MalJiématiqaes,  uti- 
lisée de  même  plus  tard  par  Proclus? 

i.  En  résumé,  comme  fonds,  l'Opuscule  des  Définilions 
remonte  bien  au  i^''  siècle  avant  l'ère  chrétienne,  et  c'est  là 
ce  qui  en  fait  la  valeur.  Comme  forme,  il  se  trouve  incorporé  dans 
des  Prolégomènes  rédigés  au  j)lus  tôt  vers  le  m"  siècle  dt;  notre 
ère  et  introduits  à  leur  tour  dans  une  compilation  postérieure 
au  v". 

Le  rédacteur  des  Prolégomènes  (Anatolius?)  a  |)uisé,  non  pas 
dans  un  Ouvrage  de  Héron,  mais  bien  dans  celui  de  Geminus,  en 
sorte  que  les  extraits  qu'il  nous  a  conservés,  relatifs  aux  Défi- 
nitions géométriques,  complètent  licureusenu'nt  ceux  cpie  nous 
donne  Proclus  sur  le  même  sujet. 

Dès  lors,  pour  restituer,  autant  (pi'il  est  possible,  1  histoire  des 


(')  lUilIctin  (les  Sciciircs  ninllirnialii/iics.  iSSj,  p.  -.?(>()  cl  siiiv. 
(■■')    Dans    ccllo    liypnilirsr,    le    Aiovjirio;    Xap-TipÔTa-oç,    aii(|iic!    sont    rlcdiés    les 
Prolégomènes.  poMirail  rire  idciUitiô  avec  Dcnys,  l'évcinic  (i'Aicxaiuliir,  (•i>nlcni- 

|H>i;iin  d'  \niili)liu> 
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Défiiiilions,  il  faut  s'appuyer  sur  ces  deux  documents,  Proclus  et 
le  Pseudo-Héron,  en  les  comparant  constamment  et  en  les  utili- 
sant sur  le  même  pied,  puisqu'à  vrai  dire  ils  n'en  représentent 
qu'un  seul,  Geminus. 

11  ressort  de  ce  fait  qu'après  la  période  alexandrine  les  ques- 
tions relatives  aux.  Délinitions  ont  été  considérées  comme  épuisées 
dans  l'anliquité.  Euclide  est  dès  lors  classique  sans  aucune  res- 
triction, et  la  Géométrie  élémentaire,  regardée  comme  parfaite, 
reste  absolument  stationnaire. 

Est-il  possible  maintenant,  au  moins  pour  cette  question  des 
Définitions,  de  faire  la  part  des  deux  périodes  antérieures,  avant 
et  après  Euclide?  C'est  ce  qu'il  nous  reste  à  examiner. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  GOMES  TEIXEIRA  A  M.  JULES  TANNERY. 
....  La  quantité 


inverse  de  celle  que  vous  avez  considérée  dans  votre  lellre  à 
M.  Weierstrass  ('),  donne  lieu  à  l'observation  suivante  :  L'iden- 
tité 

I  —  .r"'  _  2(\  —  x)  'ixii  —  cr)  2,r'"-i(i — t) 


montre  que  la  somme  de  la  série 

2.r'""~'  (r  —  x) 


2o 


(i  +  .r"'-i)(i  +  .-r"'  ) 

est  égale  à  -f-  r  ou  à  —  i  suivant  (juc  l'on  a 

|,r|<j  ou  l^|>r, 


(')  Wi;ii;iiSTUASs,  Ablutiullungen  ans  c/er  Funclioncnichre.  p.  loa.  C'csl  à 
,M.  Scidcl  [Journal  de  Crctie,  I.  7!i:  iS-i)  que  l'on  doil  d'aviiir  r('iiiiii(|U('  (|iicllc 
i-l;iil  la  liinilo  de  celle  (|iiaiiliL(;  pour  m  infini;  voir,  à  ce  siijel,  dans  le  lorne  Q'2 
des  .Malkcniatischc  Annalcii,  un  arlirle  de  M.   l'iiii^^'-lu'iin.  .1.  'I'. 
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en  sorte  que  celle  série  peut  jouer  le  même  rôle  que  celle  que 
vous  avez  considérée  (^);  mais  on  peut  considérer  cette  série  à  un 
autre  point  de  vue  d'où  elle  me  paraît  acquérir  une  importance 
propre. 

Si  l'on  veut  former  une  fonction  d'une  variable  réelle  qui  soit 
ponctuellement  discontinue  par  la  jiiéthode  de  la  condensation 
des  singularités  de  Hankei,  il  faut  construire  d'abord  une  fonc- 
tion qui  soit  nulle  pour  r  =  o,  et  qui  tende  vers  deux  limites 
dilTc-rentes  quand  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives  ou  des 
valeurs  négatives  :  or,  sans  recourir  à  la  théorie  des  séries  trigo- 
nométriques,  on  a  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  x  et  qui  satisfait  aux  conditions  imposées  :  c'est 
précisément  la  série  précédente  dans  laquelle  on  remplace  x  par 
^  +  I  ;  la  somme  de  cette  série  est  égale,  quelle  que  soit  la  variable 
réelle  x  supérieure  à  —  i ,  à  la  limite,  pour  m  infini,  de 

I— (a7-+-i)'« 
i-l-(.r-f-i)'"' 

e'est-à-dire  à  +1,0  ou  — 1  suivant  que  x  est  négalil,  nul  ou 
positif. 


SUR  UN  POINT  DE  LA  THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES; 

Pau    m.    Émii.i:    PICARD. 
On  sail  (pic  le  système  (récjualions  dinérenlielles 


(A)  ^    Ê=    /^(-'^''.^'-•••'^'")' 


—~l —    — J  niK-t  \  yX'}'-!^  ....y„,  ). 


OÙ  les  /  sont  des  fonctions  liolomorplics  de  .r,    )|,    )'.>, 


(')    \[Mi-.  \\.  Scliioflrr  {Sr/i/nmi/c/i's  /cilschrift .  m"  ;uinrc.  p.   i8'|).       J.T. 
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dans  le  voisinage  de 


■^0,  JKÏ,  j^,  ...,  y) 


admet  un  système  d'inlcgraJesy,,  j'2>  •  •  'lymi  holomorphes  dans 
le  voisinage  de  ^0  6t  prenant  respectivement  pour  x  ^=  Xq  les 
valeurs /;,jK^,  .  ..,  r,V 

Dans  le  cas  d'une  seule  équation  (m  ^  i),MM.  Briot  elBoucjuet 
démontrent,  dans  leur  Mémoire  bien  connu  sur  les  équations  diflé- 
rentielles,  qu'il  n'existe  pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holo- 
morplie,  satisfaisant  aux  conditions  initiales.  Ainsi,  soit  l'équation 

y  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  j'  =  o.  Il  n'existe 
pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe,  s'annulant  pour 
x=:o.  Il  n'est  d'ailleurs  pas  inutile  de  préciser  ce  qu'on  doit 
entendre  par  intégrale  s'annulant  à  l'origine;  on  doit  désigner 
ainsi  une  fonction  y  tendant  d'une  manière  continue  vers  zéro, 
quand  a?  tend  vers  l'origine  en  suivant  un  certain  chemin  C  de  lon- 
gueur y?/iie.  Rappelons  rapidement  la  démonstration  de  Briot  et 
Bouquet  :  y^  désignant  l'intégrale  holomorphe,  soit  j' =j'i  +  ;; 
une  autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe,  z  s'annulera  pour 
.r  =  o,  et  l'équation  en  :;  aura  la  forme 

dz 
dans  cp(;;,  x)  on  remplace  z  par  sa  valeur,  et  l'on  peut  écrire 

'|/(.r)  étant  une  fonction  continue  de  x,  le  long  du  chemin  C. 
L'équation  précédente  donne 


\o^z  —  \(yrzo=j      '\f{x)clx, 


résultat  impossible  ;  car,  quand  x  tend  vers  zéro,  le  second  membre 
reste  fini  et  le  premier  grandit  sans  limite,  puisque  ::;  tend  vers 
zéro. 

Ou    voit   rpic   la   démonstral  ion  précédente   est  esseni  icilciiietil 
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bornée  au  cas  de  ni  =  \ .  Le  théorème  est  exact  cependant  dans  le 
cas  j^énrral,  et  je  me  permets  d'indiquer  ici  la  marclic  fine  je  suis 
dans  mon  cours  à  la  Faculté  des  Sciences. 

Bornons-nous  d'abord  au  cas  de  deux  équations.  Soit  donc  le 
système 

_/ et  es  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  .r  =  v  ^  z  =  o. 
Nous  supposons  (pi'on  remplace  y  par  j'i  +.)''  et  z  par  ^,  +  ;;',  en 
désignant  par  (.)'i,  ^i)  l'intégrale  holomorplie.  Par  suite,  les  équa- 
tions (i)  prendront,  après  suppression  des  accents,  une  forme 
analogue,  mais  de  }^\\\%  f{x^y^  z)  et  o(x^y,  z)  s'annuleront  alors 
])Our  j' =  o,  3  =  0,  quel  que  soit  x.  Partons  donc  de  suite  des 
équations  (i)  ainsi  préparées. 

Nous  allons  cfTecluer  le  ciiangement  de  fondions 

a  et  V  dt;signant  les  nouvelles  lonctions,  P  et  Q  étant  pour  le 
moment  des  fonctions  holomorphes  de  a  et  x,  dans  le  voisinage 
de  //.  =  (),  x  =  o,  et  s'annulant  pour  ces  valeurs  que  nous  allons 
déterminer  dans  un  instant.  Les  équations  (1)  deviennent 


('-») 


dV  du 

on  dx 

fh> 

uQ  du 

d.v 

"^  au   d.v 

Or  posons 


^   =/(a:,  P,  Q)  +  ('  F(  P.  O,  .r), 

UT  '    ' 


r}P 

-  =/(.r,  I'.  Q). 

^=,...P,Q); 
Ox         ' 


on  peut    choisir  (l(;s  loiutions  de   .r  et   11  \(''nliiinl   ces  (leu\  t'(pia- 
tions.  Soil ,  par  ('\cn)[)le. 


P  =  II.         O  - 
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On  tirera  des  équallons  P  cl  Q  fonctions  holomorphes  de  x  et 
«,  dans  le  voisinage  de  j:  =  o,  /i  =  o;  de  plus,  les  coefficients  de 
toutes  les  puissances  de  x  contiendront  u  en  facteur,  c'est-à-dire 

que 

P(o,:f}  =  o,  Q(o,  3:')  =  o,  quel  que  soit  a:. 

D'ailleurs  -^-  se  réduit  à  l'unité  pour  w  =  o,  x  =z  o. 

au.  ^ 

La  première  des  équations  [%)  montre  donc  que-j-  =  K^',  K  étant 

liolomorplie  en  u^  v  et  x^  et,  en  substituant  dans  la  seconde,  on  a 

pareillement 

dv 

K,  étant  également  holoniorphe.  On  peut  maintenant  suivre  la 
marche  employée  par  Briot  et  Bouquet;  on  en  conclut  que  t^  et 
par  suite  u  sont  identiquement  nulles,  et  il  en  est  de  même  alors 
pour  j)'  et  z. 

Les  considérations  précédentes  s'appliquent  à  un  nombre  quel- 
conque d'équations.  Partant  du  système  (A),  où  nous  supposons 
de  suite  que  les/" s'annulent  pour 

7i  =  o,         ^2  =  0,  •  •  •  ,        7  m  =  o, 

quel  que  soit  x,  on  fera  le  changement  de  fonctions 

7l=  Pl{Uu  "2,  •  •  -,   Um-U  ^), 
y^_=  P2(«i,  lli,  ..  .,  U,n-\,  x), 


y  ni  =  V  -\-Y>,„{Uu  Ui,  ...,«„,_,,. r), 


les  P  satisfaisant  aux  équations 


'^  =/,(.r,  r>i,p,...,p.,), 

a.r 


o.r 
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On  pourra  se  donner  arbitrairement  P, ,  P2.  .  •  • ,  P/w  j)onr  x  =^  o, 
soil,  |)ar  exemple, 

on  aura  alors  pour  P, ,  P^,  .  • .,  P/»  des  fonctions  holomorplies  de 
X,  Ut,  u-2-,  •  .  •,  ii,n-\,  ^ui  s'annuleront  pour 

«,  =   U-2  =  .  .  .=  llm-\  =  o, 

quel  cpie  soil  x. 

Le  système  (A)  devient  alors 

oiPi  dux  f)Pi     du,„-\ 

A 1  t  ' , 


ôui    dx  '  '  '  duia-i      dx 

diii       dx  '  '  '  ôu,„-i  dx 

dv     ^    dV ,„  diii  ()V,„  du„i-\ 

dx         àui     dx  '  '  '  àu„i~i      <^f-^ 


les  A  étant  holomorphes.   D'ailleurs  le  déterminant  fonctionnel 

,—, — — — ^'  '  '  '' — '"   '    n'est  pas  nul,  |)uisqu'il  se  réduit  à  l'nnil<''  i)()ur 

x=o,  a,  =...=.  n,„    ,  =  o. 

On  tirera  donc  des  (m  —  1)  premières  équations 

dUi  dUin-'i 


cl  enfin  de  la  dernière 

dx 


=  K,„<', 


l\,„   étant   li()lomorj)lic  ;    la   démonstralion    s'aclicvc   alors   comme 
plus  liant . 
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STOLZ    (0.).     —     VOBLESUNGEN    UEBER    ALLGKMEINE    ArITIIMETIK,    NACH     DEN 

NEUEBEN  Ansiciiten.  Ersler  Theil  :  Allgemcines  und  Aritlimetik  dcr  reellen 
Zahlen.  i  vol.  in-8°,  vi-344  P-  Zweiter  'l'heil  :  Aritlimetik  der  complexen 
Zahlen  mit  geometrisclien  Anvvcndungen.  i  vol.  in-8°,  vm-SaG  p.  Leipzig, 
Teubner,  i885-i886. 

La  première  Partie  du  Livre  de  M.  Stolz  traite  des  nombres,  des 
opérations  à  efTectuer  sur  les  nombres,  de  la  mesure  des  gran- 
deurs, des  séries  et  des  produits  infinis  à  termes  réels;  elle  est 
manifestement  l'œuvre  d'un  matliématicien  philosoplie  et  ne  peut 
manquer  d'intéresser  vivement  tous  ceux  qui  se  préoccupent  des 
questions  d'enseignement.  Les  concepts  de  grandeur,  de  nouibre 
et  d'opération  sont  soumis  à  une  critique  subtile  et  pénétrante, 
ainsi  que  les  idées  émises  à  ce  sujet  par  Grassmann  et  par  Hankel. 
Dans  le  Chapitre  relatif  à  la  mesure  des  grandeurs,  les  postulats 
que  l'on  admet  d'habitude  plus  ou  moins  explicitement  sont 
dégagés  et  précisés  de  la  façon  la  plus  heureuse;  ceux  qui  ont  à 
enseigner  les  éléments  des  Mathématiques  trouveront  là,  comme 
dans  l'exposition  de  la  théorie  des  proportions  d'après  Euclide, 
l'objet  d'utiles  réflexions.  La  théorie  des  nombres  irrationnels 
repose  sur  les  fondements  qu'ont  adoptés  M,  Heine  et  M.  G. 
Cantor  :  c'est  une  introduction  indispensable  à  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  réelle  et  à  celle  des  séries,  qui  termine  le 
premier  Volume. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  à  la  théorie  des  nombres  com- 
plexes et  des  fonctions  d'une  variable  complexe  ;  après  avoir  étudié 
les  nombres  formés  au  moyen  de  deux  unités,  M.  Stolz  expos(; 
les  résultats  négatifs  obtenus  récemment  par  M.  Dedekind  et 
M.  Weierstrass  sur  les  nombres  complexes  formés  au  moyen  de 
n  unités;  il  passe  ensuite  à  la  représentation  géométri(pie  des 
nombres  complexes  ordinaires  :  c'est  l'occasion  de  dire  quelques 
mots  de  la  méthode  des  équipollences  et  d'en  indi(|ucr  diverses 
applications  à  la  Trigonométrie  et  à  la  Géométrie.  Jx'  concept  de 
fonction  et  les  notions  qui  s'y  rapportent  sont  ensuite  étendus  au 
cas  d'une  variable  complexe.  L'étude  des  fonctions  rationnelles 
Bull,  des  Sciences  niat/iém.,  1°  série,  l.  XI.  (Soptcinbrc  188-.)  i '1 
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entières,  celle  des  séries  ordonnées  siiivanl  les  puissances  entières 
d'une  variable  sont  faites  ensuite  avec  les  développements  qu'elles 
comportent,  les  fonctions  exponentielles,  circulaires,  logarith- 
miques, fournissent  des  exemples  essentiels  des  considérations 
précédentes;  enfin  l'Ouvrage  se  termine  par  deux  Chapitres  sur  les 
produits  infinis  et  les  fractions  continues. 

La  qualification  nacli  clen  neiieren  AnsicJiten,  ajoutée  par 
M.  Stolz  au  titre  de  son  Livre,  est  pleinement  justifiée  par  la 
rigueur  de  l'exposition,  la  profondeur  des  aperçus  et  la  richesse 
des  renseignements  qu'il  a  su  rassembler.  J.  T. 


Annalks  dk  i.\  Facultk  des  Sciences  de  Tolloi  se  pour  les  Sciences  ma- 
thématiques ET  LES  Sciences  physiques,  publiées  piir  un  Comité  de  rédac- 
lion  composé  des  professeurs  de  Malhématicpies.  do  Physique  et  de  Chimie 
de  la  Faculté.  In-4°.  Paris,  Gauthier- Villars,  1887. 

Dans  la  séance  de  l'Académie  des  Sciences  du  '>.\  mars  de  la 
présente  année,  M.  Hermite  a  présenté  en  ces  termes  le  premier 
fascicule  des  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  : 

<(  Ce  Recueil  paraît  sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruc- 
tion publique  et  de  la  n)unici|jalité  de  Toulouse,  avec  le  concours 
des  Conseils  généraux  de  la  Haute-Garonne  et  des  Hautes- 
Pyrénées.  Les  premiers  articles  qu'il  contient  ont  pour  litres  : 

))  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  et  les  groupes 
algébriques  de  transformations  ;  par  M.  E.  Picard. 

»  Sur  l'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible  ;  par 
M.  P.  Appell. 

»  Sur  un  problème  relatif  aux  courbes  à  double  courbure; 
par  M.  E.  Gotjiisat. 

»  Sj)ectres  d'absorption  des  chromâtes  alcalins  et  de  l'acide 
cliromique ;  par  AL  I^.  Sauatieu. 

«   Questions  d'Hydrodynamique  ;  par  M.  Maucei.  liraLLOuiN. 

»  Les  géomètres  et  les  physiciens  apprécieront  la  valeur  de  ces 
travaux  et  l'Académie  accordera  volontiers  sa  sympathie  à  une 
publication  qui  a(UM'()îlra  le  mouvement  scicnlifi(|U('  dont  la  ville 
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de  Toulouse  est  maintenanl  le  siège,  mouvement  (|ui  est  dû.  pour 
une  grande  part,  au  mérite  des  professeurs  de  la  Faculté  des 
Sciences  et  au  zèle  éclairé  de  leur  doyen,  M.  Baillaud.  » 

M.  Joseph  Bertrand  a  ajouté  qu'il  suffisait  aux  Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  pour  n'avoir  rien  à  envier  aux 
meilleures  publications  des  universités  étrangères,  de  rester  à  la 
hauteur  où  les  place  immédiatement  leur  premier  fascicule. 

La  grande  autorité  des  maîtres  qui  ont  prononcé  ces  paroles  si 
encourageantes  nous  dispensera  d'insister  sur  la  valeur  de  ces 
Annales;  nous  nous  contenterons  d'indiquer  le  caractère  de  la 
publication  :  elle  est  essentiellement  consacrée  aux  Mathématiques, 
à  la  Physique  et  à  la  Chimie;  le  Comité  de  rédaction  est  formé  des 
professeurs  titulaires  de  la  Faculté.  Les  professeurs,  chargés  de 
cours  et  maîtres  de  conférences  qui  enseignent  actuellement  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  sont  :  MM.  Baillaud,  Legoux, 
Stieltjes,  Andoyer,  Bouquet  pour  les  Mathématiques;  MM.  Berson 
et  Chauvin  pour  la  Physique;  MM.  Sabatier  et  Destrem  pour  la 
Chimie;  parmi  les  hommes  qui,  dans  ces  dernières  années,  ont 
enseigné  à  la  même  Faculté,  et  qui  lui  restent  attachés  par  les  sou- 
venirs mêmes  qu'ils  y  ont  laissés  et  l'illustration  qu'ils  lui  ont 
donnée,  il  convient  de  citer  MM.  Tisserand,  Emile  Picard, 
Goursat,  G.  Kœnigs,  Brillduin. 

On  voit  que  les  maîtres  qui  ont  appartenu  et  qui  appartiennent 
à  la  Faculté  de  Toulouse  suffiraient  amplement  à  alimenter  le 
Recueil  quel'on  vient  de  fonder-,  ce  Recueil  toutefois  reste  ouvert 
aux  savants  étrangers  à  la  Faculté,  comme  le  montrent  suffisam- 
ment les  deux  fascicules  parus. 

Les  Mémoires  contenus  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse  seront  analysés  dans  la  seconde  Partie  du 
Bulletin;  mais  nous  tenons  à  signaler  de  suite  une  innovalion 
très  heureuse  qui  rendra  ce  Recueil  précieux  aux  travailleurs  : 
le  Comité  de  rédaction  annonce,  dans  la  Préface,  des  articles  de 
bibliographie  sur  des  sujets  spéciaux;  ces  articles  ne  scroni  pas 
des  listes  de  litres  de  Mémoires  et  d'Ouvrages,  mais  bien  des 
résumés  succincts  des  principaux  résidtals  de  la  Science  sur  le 
sujet  traité,  avec  les  renscigncmenis  bibliographiques  dc-sirables, 
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en  sorte  qu'ils  nieUroiU  le  lecteur  en  mesure  d'étudier  à  fond  ce 
sujet.  Le  premier  fascicule  contient  un  article  de  ce  genre,  du 
plus  haut  intérêt,  sur  rHydrodynamique  :  il  est  dû  à  M.  Brillouin  ; 
notre  collaborateur,  M.  G.  Kœuigs,  donnera  dans  la  suite  un 
article  sur  les  complexes  de  droites. 

Ajoutons  que  M.  Gautliier-Villars  a  donné  tous  ses  soins  au 
côté  matériel  de  l'entreprise.  On  ne  peut,  en  France,  que  le  com- 
parer à  lui-même;  mais,  pour  la  beauté  de  l'exécution  typogra- 
phique, les  Annales  de  Toulouse  sont  au  niveau  des  belles  publi- 
cations qui  honorent  sa  maison.  J.  T. 


IMI'IU.MANN   (0.).  —  TiiiîORiK  dkr  .vn.vi.vïisciikn  Flnctionex.   i   vol.   in-8", 
x-457  p.  Leipzig,  Teubner,  1887. 

j.e  Livre  de  ]\L  Bicrmann  est  un  manuel  de  la  théorie  des  fonc- 
tions, d'après  la  doctrine  de  M.  Weierstrass,  Les  publiealions  de 
M.  Weierstrass  et  de  ses  élèves  permettent,  il  est  vrai,  de  recon- 
struire à  peu  près  entièrement  celte  doctrine  :  un  Traité  d'en- 
semble, comme  celui  de  M.  Otto  Biermann,  ordonné,  concis  et 
complet,  n'en  rendra  pas  moins  de  grands  services. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  huit  Chapitres  : 

Le  premier,  consacré  aux  éléments  de  l'Arithmétique,  commence 
à  la  notion  de  nombre  entier,  développe  la  notion  de  nombre 
irrationnel  vA  de  nombre  complexe  et  se  termine  par  la  considé- 
ration des  sommes  et  produits  d'un  nombre  infini  d'éléments  ou 
de  fonctions.  Le  deuxième  Chapitre  se  rapporte  à  la  notion  de 
variable,  le  champ  de  la  variable  peut  être  illimité  ou  limité: 
dans  ce  dernier  cas,  s'introduit  la  notion  d'ensemble  de  points 
(Punktnicnge).  L'auteur  traite  ensuite  des  propriétés  élémen- 
taires des  fonctions  rationnelles,  entières  ou  non.  Le  troisième 
Chapitre  concerne  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
entières  el  positives  de  la  variable;  après  avoir  établi  les  propriétés 
essentielles  d'une  lellc  série,  on  montre  comment  elle  constitue 
un  élément  de  fonction,  laquelle  fonction  s'obtient  par  eontinua- 
tio/i;  on  acquiert  ainsi  la  notion  de  fonclion  analytique  mono- 
<iène.  Les  équations  algébriques,  les  équations  diirérentielles 
oïdinaires,    les  é(|ualions  aux  (léri\rcs  parli(>lles   se  résolvent  au 
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moyen  de  fonctions  analytiques  :  c'est  ce  qui  fait  l'objet  du  qua- 
trième Chapitre.  Le  cinquième  traite  des  fonctions  transcendantes 
élémentaires.  Le  suivant  se  rapporte  à  la  représentation  des  fonc- 
tions analytiques  uniformes;  on  y  trouvera  le  théorème  de 
M.  Weierstrass  sur  la  décomposition  en  facteurs  primaires,  le 
théorème  de  M.  Laurent  et  celui  de  M.  Mittag-Leffler.  La  théorie 
des  fonctions  doublement  périodiques  est  la  matière  de  la  première 
partie  du  septième  Chapitre  ;  la  seconde  partie  est  une  introduction 
à  la  théorie  des  fonctions  qui  se  reproduisent  quand  on  fait  subir 
à  la  variable  une  substitution  linéaire.  Enfin  le  dernier  Chapitre 
est  consacré  à  la  théorie  des  fonctions  analytiques  de  plusieurs 
variables.  J.  T. 


MÉLANGES. 

NOTE  SUR  LA  THÉORIE  DES  QUANTITÉS  COMPLEXES  FORMÉES 
AVEC  n  UNITÉS  PRINCIPALES; 

Par  m.  Edouard  WEYR. 
1.   Considérons  des  quantités  complexes  de  la  forme 

formées  avec  n  unités  linéairement  indépendantes  Ci,  eo,  .  .  .,  e„, 

les  lettres  grecques  désignant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires. 

Définissons  la  somme  et  la  différence  de  deux  telles  quantités 

H  n 

par  les  formules 

n  n 

«  +  6  =  2(  ïy  +  py  )ey,  rt  —  6  =  ^  (  ay  —  ^j)Cj. 

/=1  /=! 

et  leur  produit  par 

ab  =  2 Xj p/, ej c  (j.  A  =  1.  ....  n) 

II',/!) 
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en  supposanl  „ 


^jc/.=2d'''^^^'' 


eie/,= 

i  =  J 


les  «■*  quantités  réelles  ou  imaginaires  zijh  étant  choisies  de  ma- 

mière  qu'on  ail 

{ciej)ei,  =  eiiejc'/,). 

Dans  un   tel  svslènie  de  quantités  complexes  la  multiplication 
est  associative  sans  être  nécessairement  commutative. 

"2.  Soit 
une  quantité  donnée.  Formons  ses  puissances  successives 


Soit 

l'équation  de  degré  minimum  satisfaite  par  x,  c'est-à-dire  sup- 
posons les  m  systèmes  de  n  quantités  (^),  (^'),  .  .  . ,  (Ç('«-0^  linéai- 
rement indépendants,  tandis  qu'on  a 

en  désignant  par  (o)  un  système  de  n  zéros. 
Soit  maintenant  donnée  la  série 

« 
(2)  ^CC,X\ 

V=  1 

et  proposons-nous  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  qu'elle  définisse  une  quantité  complexe. 
S.  l'aide  de  l'équation  (i),  il  viendra 

V  av  J-^  =    a',;,'.'/:'"    ■+-  a^;V-i  ^"'~'  -+-•••-♦-  a'/'ar, 
v^  1 
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La  série  (2)  définira  une  quanlité  complexe  si,  étant  donnée  une 
quantité  positive  arbitraire  s,  on  peut  assigner  un  entier  p  tel  que, 
pour  tout  entier  s  >/?,  les  m  valeurs  absolues 

\<^',l^">\         (A  =  i,...,m) 
soient  plus  petites  que  z. 

Cette  condition  est  évidemment  suffisante,  et  elle  est  nécessaire 
parce  que  les  m  quantités  x,  x-,  .  .  .,  ^'"  sont  linéairement  indé- 
pendantes. Il  s'agit  maintenant  de  voir  dans  quelles  circonstances 
cette  condition  se  trouve  remplie. 

Pour  les  systèmes  de  quantités  complexes  considérés  par 
M.  Weierstrass  dans  sa  Note  Zur  Théorie  der  aus  n  Haupt- 
einheiten  gebildeten  complexen  Gràsseii  [Gôttinger  Nach- 
richlen,  i884)>  'c  problème  proposé  se  résout  immédiatement  si 
l'on  décompose  x  en  ses  composants,  comme  l'a  remarqué 
M.  Berloty  dans  sa  thèse  Théorie  des  quantités  complexes  à 
n  unités  principales  (n°  Si);  Paris,  1884. 

Pour  le  résoudre  dans  le  cas  général,  posons 


"Ç  étant  une  quantité  complexe  ordinaire  située  dans  le  cercle  de 
convergence  de  cette  série,  et  appelons  o,  [x,,  jj-o,  ...,  [f-m  les 
racines  de  l'équation 

(  3  )  [J."'+'  M-  Yi  [X"'   +  .  .  .  +  '(,n  [J.  =  O. 

Pour  que  (2)  définisse  une  quantité  complexe,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  racines  ]x^,  .  .  . ,  ]j.m  se  trouvent  dans  le  cercle  de 

convergence  de  la  série  'f  (^)- 

A  la  vérité,  ces  racines  peuvent  même  être  sur  la  circonférence 
de  ce  cercle,  si  toutefois  la  série  cp(Q  et  ses  dérivées  considérées 
[)lus  bas  convergent  pour  (:^=  [j.,,  iji,.,,  .  .  .,  ]}~,ni  comme  cela  dé- 
coule immédiatement  de  la  démonslralion  qu'on  va  lire. 

3.  Pour  rendre  la  démonsti-ation  plus  commode,  supposons 
d'abord  que  l'équation  (3)  n'ait  que  des  racines  simples. 
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On  a  éNidciiiincnl 


•I  -=  .V  -4-  1 

Si  donc  oïl  suppose  les  [jla  dans  le  cercle  de  convergence  de  la 
série  c^fC),  on  peut  |)rendre  s  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

li^^;V'''[4'-v-..--^P''''''!V.l<ï'         (A-  =  i,  ....  m). 

z'  étant  une  quantité  positive  arbitraire.  On  aura  donc 

(4)  fi^;i'^''!J^;j'-+--..-V-?/''''!^A  =  s'r.;,         (X- =  .....,  m), 

les  m  quantités  r,/,  ayant  des  valeurs  absolues  plus  petites  que  i. 
Posons 

[Jt'/',        tJL',"-',         ...,        [Al 


A   = 


l^m 


et  remarquons  que  le  déterminant  A  est  différent  de  zéro;  de  plus 
appelons  A'/"  le  mineur  de  A  correspondant  à  l'élément  pi^..  On 
tire  de  (4) 

\^',P  "^  =  t' (  r, ,  A'/"  + .  . .  +  Tj ,„  A(/i'  )         (  A  =  I .  .  .  . ,  //O- 

Si  l'on  désigne  donc  par  s"  celle  des  valeurs  absolues 


•(A</')+..._^Alf{i) 


(h  =  \, 


. ,  m). 


qui  est  la  plus  grande,  on  aura 

|p;;'-'''|<^-'^"         (A  =  i,...,m), 

ce  qui  montre  que  les  conditions  énoncées  sont  suffisantes. 
Mais  elles  sont  aussi  nécessaires;  car,  si  l'on  peut  rendre  toutes  les 
valeurs  |fj/^'''|  aussi  petites  qu'on  veut,  en  mettant  pour  s  un 
entier  suffisamment  grand,  la  même  chose  a  lieu  pour 


c'est-à-dire  poui 


Pi;V-^''!4'+...+P^-"'l^Al       (/.■  =  i....,m), 


2 


-^^H 
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ce  qui  montre  qu'alors  en  effet  les  séries  f  ([>•/,)  sont  convergentes. 
On  a  maintenant 

v  =  1 

en  désignant  par  a^  la  limite  de  a,^'  pour  s  =  ce. 
On  a  de  même 

?(^»•^)  =  î^m  14'+- •  •-<-«,  (x/,        (A=i,...,m) 
ou  bien 

On  trouve  donc,  à  l'aide  de  la  formule  de  Lagrange, 

Xd  ^dll^^P  {  il/,)    X  —  |J./, 

V  =  l  *=:1 

où  P(^)  désigne  le  produit 

{x  —  |i.i)...(.r—  [x,„), 

et  P'(^)  sa  dérivée  prise  comme  si  x  était  une  variable  complexe 
ordinaire. 

4.  Envisageons  maintenant  le  cas  général  où  l'équation  (3) 
possède  les  racines  distinctes  o,  [j.,,  [jl._>,  .  .  .,  y-ii  leurs  degrés  de 
multiplicité  étant  i  -\-  p,  p,,  p^,  .  .  . ,  p^,  de  sorte  que 

p  -t-  Pi -f- . . .  +  Px  =  /«. 
On  a 

Y/«  ==  o,        Y'«-i  ~  ^'        •••'        Y'«-p+i  —  "'        'lm-p>o. 
et  la  relation  (i)  devient 

A  l'aide  de  cette  relation,  on  aura,  dès  que  s  surpasse  p, 
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de  sorte  que 

Supposons  les  racines  [j.,,  .  .  . ,  [jl^  dans  le  cercle  de  convergence 
de  la  série  o(^);  alors  non  seulement  la  série  'f  ([J-a)  sera  conver- 
gente, mais  aussi  ses  dérivées  cp' ( pi/;. ) ,  o"([jt.A),  •  •  ••  On  peut  donc 
prendre  s  assez  grand  pour  (jue  les  sommes 


'^'^^  ^  2  ^^;^^-  ^  E  ^^!^^-  • 


deviennent  aussi  petites  que  l'on  veut,  quel  ([uc  soit  s'. 
Mais  on  a  pour  toute  valeur  de  u. 

s  +  s' 

V  =  .Ç  +  1 

en  désignant  par  /([Ji.)  le  polynôme 

et  par  B([j.)  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  [i.. 

Si  l'on  dérive  cette  identité  (p^  —  i)  fois  de  suite  suivant  ;/  cl  si 
l'on  fait  après  [jl=  [jia,  on  a  les  p^  équations 


s 

dix/, 


^  =mp^;;-^'),xr'  -i-...+  (p  +  i)?|,v;VL 


^^,  =m(m -.)... (m -p,+  .0^(;V-^''lx---P^-»-'+...+  (p,-.)..^^ 

où  l'on  a  écrits  au  lieu  de    ^    2Cva][..  On  a  ainsi,  en  donnant  à  /> 

V  =  i -H  I 

les  valeurs  i,  2,  ...,  t,  en  somme  p, -f- p^-l-.  .  .-f- px=  m  —  p 
équations.  On  peut  rendre  toutes  ces  m  —  p  expressions  aussi 
petites  qu'on  veut  en  prenant  pour  s  un  entier  assez  grand,  et 
comme  le  déterminant  des  coefficients  de  ^i^;V' ',   •••,  ^p+î  '  dans 
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ces  expressions  est  différent  de  zéro  (  '  ),  on  en  conclut,  comme  au 
n°  3,  que  les  /n  —  p  quantités  fi',^;*',  .  .  .,  ^p+f  deviennent  aussi 
petites  qu'on  veut,  pour  des  entiers  5  suffisamment  grands.  Les 
conditions  énoncées  à  la  fin  du  n"  2  sont  donc  suffisantes  pour 

que    la    série  J^cHuX"'  définisse  une  quantité  complexe;  on  voit 

v  =  l 

facilement,  comme  au  n"  3,  qu'elles  sont  nécessaires.  Par  cela  notre 
proposition  se  trouve  démontrée. 
Maintenant,  en  partant  de  l'identité 

2  av  fxv  ==  A(  [j.)  x(  l-i)  -H  «'/«'  IJ.'«  -t- . .  .  -t-  a|i'i,  jxp+ï  +  ap  [xp  -h  .  . .  -i-  a^  [x, 


oij  A([Ji.)  désigne  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  [x,  on  voit 
que  la  somme   \^av[J.'' et  ses  p^ — i  premières  dérivées  suivant  ^. 

coïncident  pour  ^  =  |/./f  respectivement  avec  le  polynôme 

a(;Vlx'"4-...-f-ai[j., 

et  ses  pk  ■ —  I  premières  dérivées  pour  ^  =  [Ji/t.  Si  l'on  fait  croître  s 
à  l'infini,  on  voit  que  cp(  pt^)  et  ses  p^  —  i  premières  dérivées  sont 
respectivement  égales  au  polynôme 

a,«  [J./f  H-  .  . .  -f-  ap^-i  [j.P."^'  -I-  ap  [i-P  -1- .  .  .  -t-  aj  [x/,, 

et  à  ses  dérivées,  en  désignant  par  a,„,  .  .  . ,  ap^,  les  limites  de 
a|*',  .  .  . ,  «p^i  pour  5  =  00.  On  trouve  donc  enfin 

\    OiyX'^  =  !X,nX"'  -+-...-!-  Up+i  XP+^  -<r  OipXp  -{-.  .  .-i-  XiX, 
v  =  i 

les  valeurs  a„j,  .  .  . ,  ap^,  étant  déterminées  par  les  conditions 
suivantes. 


(')  En  cflcl,  il  csl  facile  de  montrer  que  ce  délerminanl  esL  égal  au  produit  de 
cerlaiocs  puissances  des  racines  [x,,  ...,  ;x.  cl  de  certaines  puissances  des  dilTc- 
rcnccs  de  ces  racines. 
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Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

/(  [x)  =  a,„  IX'"  -I- .  .  .  +  ap+i  [jiP  ^-I  +  ap  [xp  -+-...-+-  a,  jx, 

on  doil  avoir 

(A-  =  i,  ...,T); 
de  plus,  on  a  évidemment 

La  fonction  /{[*■)  de  degré  m  doit  donc  prendre  pour 
p.  =  o,  [j.,,  .  .  .,  [JL^  des  valeurs  déterminées  et  y  avoir  aussi  des 
dérivées  déterminées  jusqu'aux  ordres  respectifs  p,  p,  —  i, 
pa —  1 ,  ...,  Pt  —  '  >  ce  qui  fait  en  somme 

I-f-   p  -1-   Pl  -h   P2  -H  •  •   •  -t-  pT   =   '»   -t-  I  , 

conditions  qui,  comme  on  le  sait  d'après  la  formule  de  Lagrange 
un  peu  généralisée,  déterminent  complètement  la  fonction  /{[»■)• 

5.  Faisons  la  supposition  qu'il  existe  dans  le  système  de  quan- 
tités complexes  considéré  une  quantité  w,  telle  qu'on  ait 

UX  =z  Xll  =  X, 

quel  que  soit  x-^  supposons  de  plus  qu'il  existe  la  quantité  x~\ 
c'est-à-dire  une  quantité  telle  que  ^vC~'  =  «,  et  envisageons  la 
série 

(5)  2  «•'•^'' 

en  y  entendant  par  x"  la  quantité //.  Il  s'agit  de  décider  sous  quelles 
conditions  cette  série  définit  une  quantité  complexe,  respectivement 

à  évaluer  cette  quantité  à  l'aide  de  la  fonction  ^  ^v^C'- 

Dans  le  cas  actuel,  il  est  impossible  que,  dans  l'équation  de 
degré  minimum  (i)  satisfaite  par  ./•.  il  manque  \v  terme  en  x,  c'est- 
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à-dire  qu'on  ait  y,,;  =  o.  En  efTel,  si  l'équalion  (i)  était 

(6)  x"'+i-h^(ix"'  +...-|-Y,„_p.rP+i  =  o, 

p  étant  plus  grand  que  zéro,  on  en  tirerait,  en  multipliant  par  x"P 

3""^-'-p  -I- Yi.r"'-P  -4-. .  .-h  Y'«-p'^  =  o> 

équation  de  degré  moindre  que  (G),  ce  qui  serait  contre  l'hvpo- 
thèse.  On  a  donc  bien  y,n^o  et 

( 7 )  a"«+i  -t-  Yi .T'«  -+-. .  .-\--[„,x  =  o; 
si  l'on  multiplie  cette  équation  par  .r~"'~-,  on  a 

(8)  .r-i-i- Yi37-2-+-...4- Y„,x-("'+i'  =  o, 

et  c'est  là  l'équation  de  degré  minimum  satisfaite  par  x~^;  car  de 
toute  équation   de  degré  moindre  on    tirerait   sur  le  champ  une 
équation  satisfaite  par  x  et  de  degré  moindre  que  m  4-  i . 
Posons  maintenant 

00  00 

V  =  1  V  =  l 

et  supposons  que  la  première  série  converge  pour  les  "(^  dont  la 
valeur  absolue  est  moindre  que  R,  la  seconde  tant  que 

soit  de  plus  R  >•  R| . 
La  série 

convergera   dans   l'aire   comprise   en  ire    les  deux   cercles  décrits 
autour  du  point  O  avec  les  rayons  R  et  R,, 

Pour  que  (5)  définisse  une  quantité  complexe,  il  faut  que  la 
même  chose  ait  lieu  pour  les  deux  séries 

^ava;'^  ^a_v.r-v. 

V  =.  1  V  =  l 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  difTére^jtes  de  zéro 
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des  cqiialions 

( -' )  ix'"^^  —  Yi  iJL'"  -+-...-+-     Y„,  1^     =  o, 

( 8'  )  V  -+-   Yi  v2  + . . .  -f-  Ym  v"'+»  =  o 

se  trouvcnl  respecllvement  clans  les  cercles  de  convergence  des 
séries  p(C)  et  à{^).  Mais  les  racines  différentes  de  zéro  de  l'é- 
quation (8')  sont  les  réciproques  des  racines  différentes  de  zéro 
[j.,,  .  . . ,  uL^  de  (7');  donc  il  faut  et  il  sufjil  que  les  racines  de 
V équation  (7')  se  trouvent  dans  l'aire  comprise  entre  les  deux 
cercles. 

Dans  ce  cas   la  série  (5)   définit  une  quantité  complexe  qu'on 
évaluera    absolument    de    la   même    manière    (jue    l'on    a  évalué 

^avr''  au  n°  4.   En    effet,   en   désignant   par  '/([J-)   lo   membre 

1 
gauche  de  l'équation  (7'),  on  a  identiquement 

^    a,,xv  =  G([0  7(ix)  +  a'.l'-^'jz'"  -h. .  .+  a','.  -^'[JL, 

V  =  -  -  .Ç 

(7  —  »»  —  1 

C(a)  étant  une  somme  de  la  forme      ^     Ov[j.^.  De  là  on  conclut 

V  =  -  .V  —  I 

T 

que  la  somme  2_.'^v^^'  et  ses  p;i —  i  premières  dérivées  coïncident 

—  s 

pour  jx  =  [JL/;  avec  le  polvnôme 

a";,- "^t  [JL'"  -H...-+-a',^''^';ji, 

et  ses  pa  —  i  premières  dérivées,  si  l'on  y  met  p.A  à  la  |)lace  de  [ji. 
En  faisant  croître  5  et  o"  à  l'infini,  on  voit  que  ^(ijl)  et  ses  p^  —  1 
premières  dérivées  pour  pi  1=  [a/,  sont  respectivement  égales  au 
polynôme 

et  à  ses  p/,  —  i   premières  dérivées  pour  u.  r=  jji^  ;   ici  a„,,    ...,  a, 
désignent  les  limites  dea'J;'^',  . .  .,  a',"'^'  pourlim  s  =:  ce  • 
On  a  donc  enfin 


2 


i^jT''  =z  ■x,„T">  +.  .  .-1-  a|.r; 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE.  ai5 

les  cocfficicnLs  a,„,  ...,  a,  soni  déterminés  [lar  celte  condition, 
que  le  poljnùme 

^mlJ-'"  -r-.  .  .-l-ai[X 

et  ses  pk  —  I  premières  dérivées  doivent  coïncider  pour  a  =  u/j 
respectivement  avec  les  valeurs  Tn(|ji;^),  m'[^^j./f),  ...,  T7îfp/.~'^(p.^), 
l'indice  /."  parcourant  la  série  i ,  ■3,  .  . .,  -. 
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Alodulargleicliungen  der  elliptischeii  Funclionen.  Inaiiguraldissciia- 
lion.  Lci])zig. 

Fine  (Henrv-B.).  —  On  tlie  sini;ularities  0/  curve\  of  double  curva- 
ture.  Inauguiaidissnttation.  Leip/.ig. 

Grassmann  (IIaum.)-  —  Anwendung  der  lusdehnungslehre  auf  die 
allgemeine  Théorie  der  llaumcurven  und  laummen  Flachen.  Pio- 
gramm  der  Hauplscluilo  in  Halle. 

IIaentzschei,  (E.).  —  Zur  Théorie  der  FunAfionc/i  des  elliptischen 
Cylinders.  Progiaiiiin  des  I^caigymnasiums  in  Dnisl)nrg. 

NiMSCH  (Paul).  —  Ueber  die  Perioden  der  elliptischen  Intégrale 
I.  und")..  Gattung  als  Funktionen  der  rationalen  f/wariante/i.  Inan- 
gnraidisserlation.  Leipzig. 
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LAISANT.   —    Théorie  et  applic.vtioxs  des   équipollexces.    i    vol.  in-S"; 
xvi-299  p.  Paris,  Gauthier-Villars,  1887. 

M.  Laisant  avait  déjà  contribué  à  faire  connaître  en  France  la 
théorie  des  équipollences  en  traduisant  le  Livre  oij  Bellavitis  en 
avait  exposé  les  principes;  il  nous  donne,  aujourd'hui,  sur  le 
même  sujet,  une  œuvre  personnelle.  Son  exposition  est  claire  et 
très  agréable  à  lire;  il  est  à  souhaiter  qu'elle  soit  lue,  en  particu- 
lier, de  nos  professeurs  de  lycée;  ce  n'est  pas  que,  à  mon  avis, 
cette  théorie  tout  entière,  avec  son  appareil  et  ses  détails,  doive 
pénétrer  dans  notre  enseignement  classique,  mais  les  professeurs 
de  Mathématiques  spéciales  ont  plusieurs  fois  l'occasion  d'v 
toucher;  rien  ne  les  empêche  d'en  introduire  les  éléments,  sans 
le  dire,  s'ils  le  veulent,  et  de  jeter  quelques  indications  qui  ger- 
meront dans  l'esprit  de  leurs  élèves.  Quelques-uns  de  ceux-ci 
pourront  même  fort  bien  lire  le  Livre  de  M.  Laisant,  qui  n'est 
nullement  au-dessus  de  leur  portée. 

L'exposition  de  la  théorie  tient  dans  une  soixantaine  de  pages; 
les  applications  remplissent  donc  la  plus  grosse  partie  du  Livre. 
Elles  sont  intéressantes  et  bien  choisies.  Les  unes  se  rapportent 
aux  propriétés  des  triangles  et  des  polygones,  d'autres  à  la  théorie 
des  courbes,  d'autres  aux  représentations  conformes  les  plus 
simples,  d'autres  enfin  au  mouvement  d  une  figure  plane  dans  son 
plan.  Ces  dernières  reproduisent,  avec  de  légères  modifications,  un 
Mémoire  de  l'auteur  inséré  dans  les  Ahia^elles  Annales  de  Ma- 
thématiques, 2^  série,  t.  XVI L 

Les  divers  Chapitres  sont  suivis  d'exercices  dont  les  solutions 
sont  quelquefois  brièvement  indiquées,  et  qui  seront  très  utiles 
aux  lecteurs  qui  veulent  se  familiariser  avec  la  méthode  de  Bella- 
vitis. 

M.  Laisant,  avec  une  grande  modestie,  veut  qu'on  rapporte  au 
géomètre  italien  tout  le  mérite  de  son  Livre.  Si  ce  dernier  vivait 
encore,  il  serait  assurément  touch('  du  pieux  souvenir  que  lui  con- 
sacre son  disciple,  en  même  temps  qu'il  se  réjouirait  de  cette  iu- 
Bull.  des  Sciences  malhém.,  2'  série,  t.  XI.  (Ortnbrn  1S87.)  ij 
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mineuse  exposilion,   de  ces  nombreuses  et  nouvelles  illuslralions 
qui  viennent  nionlrer  la  portée  de  sa  nitHliode.  J.  T. 


IIECKRR  (L).  —  UiîBiîR  Rui'KiNi's  Beweis  fIu  die  Unmoomciikeit  der  al- 

GKHUAISCJIICM  AuFLbSUNG  DKK  ALLGEMEINEX  GlEICIILNG    VON  EINEM    IIOIIEKEX 

ALS  DESi  vrERTEN  Grade.  Dissci'taliou  inaiiiriwale.  29  p.  iii-S".  Bonn,  188G. 

On  sait  que  Ruffini  a,  le  premier,  énoncé  et  cherché  à  démon- 
trer l'impossibilité  de  résoudre  algébriquement  l'équation  géné- 
rale d'un  degré  supérieur  à  quatre.  Ses  recherches,  parues  à 
Modène  en  i8[3,  sont  intitulées  :  Rifflessioniintornoallasolii- 
zione  délie  equazioni  algebraiche  geiicraii. 

Dans  son  Mémoire  resté  inachevé  Sur  la  résolution  algébrique 
des  équations,  Abel  (')  dit  que  les  raisonnements  de  llufflni 
sont  tellement  compliqués  qu'il  est  très  difficile  de  juger  de  leur 
justesse.  M.  Hecker  montre  qu'on  peut  toutefois  tirer  parti  de  ces 
raisonnements  en  les  éclairant,  il  est  Arai,  des  résultats  dus  à 
Abel;  au  surplus,  M.  Sylow  (-)  avait  déjà  remarqué  que  le  point 
faible  de  la  démonstration  de  Ruffini  consistait  en  ce  qu'il  sup- 
pose, sans  démonstration,  que  les  radicaux  qui  concourent  à  la 
résolution  de  l'équation  s'ex})rimaient  rationnellement  par  les 
racines.  Or  c'est  là,  comme  on  sait,  le  premier  point  sur  lequel 
Abel  a  porté  ses  elforts  (■');  depuis,  M.  Kronecker  (*),  par  une 
analyse  très  simple,  a  mis  ce  résultat  essentiel  en  pleine  lumière, 
en  décrivant  ime  forme  spéciale  qui  peut  être  donnée  à  toute 
expression  explicitement  algébrique  vérifiant  une  équation  entière 
f(^x)  =  o,  dont  les  coefficients  appartiennent  à  un  domaine  de 
rationiialité  donné  :  cette  forme  laisse  voir  clairement  d'une  part 
l'enchaînement  des  radicaux  qui  figurent  dans  l'expression  algé- 


(')  Œuvres,  ?."  éd.,  l.  II,  p.  218. 

{'')  Jbicl.,  p.  ifQ.i. 

(')T.  ï,  p.  7.-i. 

(♦)  VereiiifachuDg  des  AbeVsclien  Beweises  «  der  Unmoglichheit  algebraisclic 
Gleichungen  von  luiherem  Grades  a/s  dem  vierten  allgcmein  au/zulôsen  », 
dans  les  MoncitsbericlUe  de  rVcadémio  de  lîrrlin,   p.   -jçj.')  ;   1879. 
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brique,  de  l'autre  la  propriété  qu'ont  ces  radicaux  d'être  des  fonc- 
tions entières  des  racines  de  l'unité  et  des  racines  de  l'équation 
f{x)  =---■  o. 

M.  Hecker  commence  donc  par  exposer  les  recherches  de 
M.  Rronecker,  puis  il  reproduit,  en  les  précisant  sur  quelques 
points,  les  explications  qu'Abel  a  données,  dans  son  JMénioire 
inachevé  (')  sur  la  lonnation  de  l'équation  irréductible  à  laquelle 
satisfait  une  expressioa  explicitement  algébrique  donnée.  Après 
avoir  ensuite  établi  l'irréductibilité  de  l'équation  générale  du 
^icme  degré,  il  arrive  à  la  part  de  Ruffini,  qu'il  fait  consister  dans 
le  théorème  suivant  : 

Soient  Xi,  X2,  .. .,  x^  des  variables  indépendantes,  soient  F 
et  f  des  fonctions  rationnelles  de  ces  variables,  entre  lesquelles 
existe  la  relation 

f"  =  F, 

où  n  est  un  entier  positif;  si  les  substitutions 

Xi     ir.t     Xx   J  \  ./-.,     x^     ,r, 

laissent  invariable  la  fonction  F,  ces  substitutions  ne  chan- 
gent pas  non  plus  la  fonction  f. 

Encore  Ruffini  a-t-il  eu  le  tort  d'énoncer  ce  théorème  sans  sup- 
poser que  les  fonctions  /"  et  F  fussent  rationnelles.  Quant  à  la 
démonstration  que  M.  Hecker  donne  du  théorème  de  Ruffini,  elle 
repose  sur  ce  fait  que,  des  deux  substitutions  cycliques  à  trois 
éléments  que  l'on  y  considère,  on  peut  déduire  une  substitution 
cyclique  à  cinq  éléments.  C'est  le  même  principe  qu'avait  utilisé 
M.  Rronecker  dans  la  partie  de  sa  Communication  citée  plus  haut 
qui  regarde  la  théorie  des  substitutions.  Ce  théorème,  joint  aux 
propositions  d'Abel,  permet  de  conclure  aisément  à  l'impossibi- 
lité de  résoudre  algébriquement  l'équation  générale  d'un  degré 
supérieur  au  quatrième. 

L'intéressante  dissertation  de  M.  Hecker  qui,  bien  que  consa- 
crée à  Ruffini,  se  trouve   tourner  à  la   plus  grande  gloire   d'Abel, 


(')  T.  II.  |).  2:50. 
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élucide  un  point  de  riiisLoire  d'une  des  plus  belles  découvertes 
malhémaliques  de  ce  siècle.  Au  surplus,  on  ne  saurait  conlesler 
à  Ruffinl  le  mérite  d'avoir  commencé  à  poser  (bien  qu'imparfaite- 
ment) une  question  essentielle,  et  ce  mérite  est  sans  doute  con- 
sidérable, s'il  est  vrai,  comme  le  voulait  Abel,  que  la  solution 
d'une  question  soit  presque  entièrement  contenue  dans  la  manière 
de  poser  cette  question.  J.   T. 


P.  .MANSION.  —  Éléments   db   la   théorie   des  déterminants,   avec  de 
NOMBREUX  exercices.  Quatrième  édition,   80  pages  in-8".  Paris,  Gauthier- 

Viliars. 

La  première  édition  de  cet  opuscule  a  paru  en  i  Syo  ;  la  deuxième 
(première  édition  allemande)  en  18785  la  troisième  en  1880.  Le 
plan  des  Eléments  est  toujours  resté  le  même  et  le  texte  de  la 
troisième  édition  n'a  guère  été  changé,  sauf  par  l'addition  de 
quelques  exercices  et  de  quelques  démonstrations.  Mais  la  nou- 
velle édition  est  précédée  d'un  Chapitre  préliminaire  à  l'usage 
des  commençants  où  les  premières  propriétés  des  déterminants  à 
deux  et  à  trois  lignes  sont  exposées  d'une  manière  extrêmement 
élémentaire.  Voici  les  principales  subdivisions.  Introduction. 
1.  Déterminants  à  deux  lignes  et  équations  linéaires  à  deux  in- 
connues. 2.  Déterminants  à  trois  lignes.  3.  Propriétés  immédiates. 
4.  Propriétés  des  mineurs.  5.  Equations  linéaires  à  trois  incon- 
nues. G.  Principe  de  l'addition  des  lignes.  —  Chapitre  7.  1. 
Perinulations  d'éléments  à  un  seul  indice.  2.  Permutations  dis- 
tinctes d'éléments  à  deux  indices.  3.  Définition  d'un  déterminant. 
4.  Propriétés  immédiates.  —  Chapitre  II.  1.  Propriété  des  mi- 
neurs. 2.  Principe  de  l'addition  des  lignes  ou  colonnes.  3.  Sommes 
et  produits  de  déterminants.  (Les  exercices  contiennent  le  résumé 
de  la  théorie  des  déterminants  spéciaux  :  adjoints,  bisymétrlques, 
cjclosy métriques,  gauches,  hémisymétriques,  persymétrlques,  cir- 
culants, continuants.)  —  Chapitre  III.  Applications.  1.  Résolu- 
tion des  équations  linéaires.  2.  Elimination,  dans  le  cas  où  les  équa- 
tions sont  linéaires  (une  pouvant  être  cpiadratique).  3.  Elimination 
entre  deux  éipialions  (nieicoiuiiics  :  Mu'iliodedialv  li(|ne  et  méthode 


i 
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de  Cauchy.  Théorème  de  BézouL  sur  l'éllininatlon.  — Appendice. 
Définition  d'un  déterminant  par  les  produits  symboliques.  Index, 
des  termes  spéciaux. 


P.  MANSION.  —  TiiÉoruE  de  l'élimination  entre  deux  équations  algé- 
briques, AU  MOVEN  DES  DÉTERMINANTS.  I.  Théofie  a  priori.  II.  Théorie  a 
posteriori,  86  pages  in-8°.  Paris,  Gaulhier-Villars,  i884- 

Réunion  (avec  quelques  additions  relatives  au  cas  oîi  les  racines 
communes  sont  multiples)  de  cinq  Notes  analysées  antérieure- 
ment. 


V.  DWELSHAUVERS-DERY.  —  Principes  de  la  résistance  des  matériaux. 
(Deuxième  Partie  du  Cours  de  Mécanique  appliquée  professé  à  l'Université 
de  Liège).  180  pages.  Liège,  Desoer,  1884. 

Le  but  de  l'Ouvrage  est  de  démontrer  les  formules  fondamen- 
tales que  Reuleaux  met  en  œuvre  dans  son  constructeur.  Voici  le 
sommaire  des  dix-huit  sections  du  Livre.  —  Préliminaires. 
Rappel  des  principes  de  Mécanique  nécessaires  ultérieurement.  \. 
Définitions,  hypothèses  et  conventions.  2.  Extension  ou  com- 
pression simple.  3.  Glissement  ou  cisaillement  simple.  4.  Flexion 
simple.  5.  Torsion  simple.  6.  Flexion  et  extension  composées.  7. 
Flexion  et  torsion  composées.  8.  Enveloppes.  9.  Pièces  pressées  à 
leurs  abouts.  10.  Pièce  droite  reposant  sur  plusieurs  appuis, 
soumise  à  des  charges  parallèles.  Ll.  Déformation  de  pièces  pri- 
mitivement courbes.  12.  Théorie  des  ressorts.  —  Notes.  1.  In- 
tégration graphique  (méthode  de  Rossin  et  Solin).  2.  Résolution 
graphique  des  équations.  3.  Sur  les  lignes  d'égale  tension.  4.  Sur 
le  calcul  des  courroies.  5.  Sur  le  calcul  des  tourillons.  La  méthode 
employée,  dans  ces  deux  dernières  Notes,  est  probablement 
nouvelle  et  conduit  à  des  résultats  que  l'expérience  a  permis  de 
vérifier. 
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SUR  LES   CUBIQUES   GAUCHES; 
V.ux  M.  Fkrdinand  CASPARY. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  C  du  Journal  de  IM.  Rronecker, 
j'ai  donné  un  tliéorème  général  sur  la  génération  des  courbes  de 
l'espace,  et  j'en  ai  déduit  quelques  générations  pour  les  cubiques 
gauches.  La  méthode  employée,  basée  seulement  sur  les  principes 
les  plus  simples  de  l'intuition,  est  le  résultat  de  l'élude  des  Mé- 
moires excellents  de  M.  IL  Grassmann  qui  font  partie  du  vo- 
lume XLIX  du  journal  cité. 

Je  me  propose  ici  d'employer  la  même  méthode  |)uremenl 
géométrique,  dont  M.  Carvallo  (')  vient  de  donner  une  ex[)Osition 
aussi  élégante  que  claire,  |)our  déduire  quelques  jiropriélés  des 
cubiques  gauches  que  je  crois  nouvelles  et  intéressantes.  Dans 
un  Mémoire  prochain,  j'exposerai  les  principes  algébriques  qui 
l'ont  la  base  de  ladite  méthode  et  qui  forment  le  lien  existant 
entre  la  géométrie  analytique  et  la  géométrie  synthétique. 

Quant  à  ce  Mémoire,  je  vais  expliquer  dans  le  premier  para- 
graphe la  notation  et  les  principes  que  j'emploie  dans  la  suite, 
en  renvoyant  pour  une  élude  approfondie  aux  travaux  de  M.  Grass- 
mann, de  I\L  Carvallo  et  aux  miens. 

1.  Notations  employées.  Principes.  —  En  (h'signanl  par  P, 
Q,  R,  S,  ...  des  points  dans  l'espace,  je  désignerai  par  [PQ]  la 
droite  joignant  les  deux  points  P  et  Q;  par  [PQR]  le  plan 
passant  par  les  trois  points  P,  Q,  R  et  par  [PQRS]  le  tétraèdre 
dont  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  forment  les  sommets. 

Si  le  volume  de  ce  tétraèdre  est  égal  à  zéro,  les  quatre  jioints 
P,  Q,  R,  S  sont  situés  dans  un  plan.  Pour  celle  raison  j'expri- 
merai par  l'égalité 

[  F'  Q  R  S  ]  =  o 


(')  Voir  RuUetin  de  la  Société  mathématique  de  France;  t.  XV,  p.  iô8. 
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que  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  sout  situés  dans  le  même  plan. 
Donc,  si  TT  désigne  le  plan  [QRS],  ou  si  ^  et  /?  désignent  les 
droites  [PQ]  et  [R.S],  les  égalités 

[P7l]  =  0,  {pq]  =  o 

veulent  dire  que  le  point  P  est  situé  sur  le  plan  7:  et  que  les  deux 
droites /:>  et  q  se  rencontrent. 

De  plus,  le  plan  qui  passe  par  la  droite  p=  [RS]  et  le  point 
Q  étant  désigné  par  [/>Q]  ou  [QRS],  j'exprimerai  par  les  égalités 

[;,Q]  =  o,         [QRS]  =  o 

que  la  droite  p  passe  par  le  point  Q,  ou  que  les  trois  points  Q, 
R,  S  sont  situés  sur  la  même  droite. 

D'une  façon  analogue,  en  désignant  par  tî,  x,  p,  ...  des 
plans  quelconques,  je  désignerai  par  [îîx]  la  droite  qui  est  l'inter- 
section de  deux  plans  iz  et  x;  je  désignerai  de  plus  par  [•J^v.o]  le 
point  où  les  trois  plan^  tt,  x,  p  se  coupent.  En  conséquence,  si  la 
droite  [tïx]  est  désignée  par  /•,  l'expression  [/'p]  désignera  le 
point  où  la  droite  /'  rencontre  le  plan  p. 

On  peut  résumer  les  notations  précédentes  de  la  manière  sui- 
vante. 

En  désignant  les  points  et  les  droites  respectivement  par  les 
majuscules  elles  minuscules  de  l'alphabet  latin;  en  désignant  de 
plus  les  plans  par  les  minuscules  de  l'alphabet  grec;  un  élément 
dans  l'espace,  fût-il  un  point,  une  droite  ou  un  plan,  provenant 
soit  de  la  jonction,  soit  de  l'intersection  des  éléments  originaux, 
est  désigné  par  la  juxtaposition  des  lettres  représentant  les  éléments 
originaux,  lesquelles  lettres  sont  renfermées  dans  deux  crochets. 
Si  les  éléments  sont  incidents,  c'est-à-dire  si  l'un  est  situé  sur 
l'autre,  l'expression  renfermée  dans  les  deux  crochets  est  posée 
égale  à  zéro. 

Quand  une  expression  renfermée  dans  deux  crochets  est  com- 
posée par  des  éléments,  composés  eux-mêmes,  j'omettrai  quelque- 
fois, pour  simplifier  la  notation,  les  crochets  intérieurs  qui  renfer- 
ment les  éléments  composants. 

Par  exemple,  soient  P',  Q',  R'  les  points  d'intersection  de  trois 
droites,  situées  dans  un  plan,  savoir 

lÂ'B'J.  jD'E'l:     (B'G'j,  (li'F'l;     jCT)'!,  |F'A'|: 
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au  lieu  de  représenter  la  droile  [P'Q']  par  l'expression 

[[[A'B']  [D'E']]     [[B'C]  [I-:F']]], 

je  la  représenterai  plus  simplement  ainsi  : 

[A'B'  D'E'      B'C  E'F']. 

De  la  même  manière,  j'écrirai  l'expression 

[F'Q'R']  =  o, 
comme  il  suit  : 

[A'B'  D'E'       B'C  E'F'      CD'F'A']  =  o. 

Cette  égalité,  exprimant  le  théorème  de  Pascal,  représente, 
quand  le  point  A'  est  mobile  et  quand  les  autres  points  sont  fixes, 
une  courbe  plane  du  deuxième  degré  décrite  par  le  point  mobile 
et  passant  par  les  cinq  points  fixes. 

Plus  généralement,  dans  le  plan,  chaque  égalité  de  la  forme 

[l'QH]  =  o         ou         [pqr\=^o, 

dans  laquelle  un  point  mobile  entre  U  ("ois,  représente  une 
courbe  plane  algébrique  du  n"^""^  degré;  dans  l'espace,  chaque 
égalité  de  la  forme 

[PQRS]  =  ()  ou  [-xp(7j=o, 

dans  laquelle  un  point  mobile  entre  U  fois,  représente  une  surface 
algébrique  du  n"""'  degré.  Ces  deux  théorèmes  féconds  sont  dus 
à  M.  Grassmann  ('). 

J'ai  ajouté  dans  mon  Mémoire  précité  celui-ci  que,  dans  l'espace, 
chaque  égalité  de  la  forme 

[PQRJ  =  o         ou         f7rxp]=o 

représente  une  courbe  gauche  dont  le  degré  dépend  de  la  nature 
des  éléments  P,  Q,  . . .,  p  (-). 

i2.  Théorèmes  sur  sept  points  situés  sur  une  cubique  gauche. 
—  La  courbe  d'intersection  de  deux  quadriqucs  réglées  qui  ont 


(')  Voir  Journal  de  Crelle,  t.  XLII,  XLIX. 
(')  Voir  Ibid.,  l.  C. 
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une  génératrice  commune  est  une  cubique  gauche.  Celte  courbe 
à  double  courbure  est  rencontrée  par  un  plan  quelconque  en  trois 
points.  Donc,  chaque  cône  qui  passe  par  la  courbe  et  dont  le 
sommet  est  situé  sur  elle  sera  du  second  ordre,  parce  que  tout  plan 
mené  par  le  sommet  de  ce  cône  ne  le  coupe  que  suivant  deux 
arêtes.  En  conséquence,  si  l'on  désigne  par  X;  A,  B,  C,  D,  E,  F 
sept  points  de  la  cubique  gauche,  dont  le  premier  soit  mobile  et 
les  autres  soient  fixes,  les  lignes  droites  [XA],...,  [XF]  formeront 
six  arêtes  d'un  cône  du  second  ordre.  Donc,  les  six  points  A',  B', 
C,  D',  E',  F'  où  ces  arêtes  sont  coupées  par  un  plan  quelconque 
seront  situés  sur  une  conique.  Dèslors  on  a,  en  vertu  du  théorème 
de  Pascal,  l'égalité  suivante  : 

(i)  [A'B'  D'E'       B'C  E'F'       CD'  F'A'J  =  o. 

En  posant 

(  [A'B'     D'E'J  =  I>', 

(•2)  [B'C     E'F']  =  Q', 

(  [CD'     F'A']  =  R', 

l'égalité  (i)  se  transforme  dans  l'égalité 

(3)  [P'Q'R']  =  o, 

qui  exprime  que  les  trois  points  d'intersection  P',  Q',  R'  sont  situés 
sur  une  ligne  droite  g' .  Si  l'on  mène  par  le  point  X  et  la  droite  g' 
un  plan  \,  les  quatre  points  X,  P',  Q',  R'  seront  si  tués  dans  le  plan 
\  et  conséquemment  ce  plan  contiendra  les  trois  lignes  droites 
[XP'],  [XQ'J,  [XR'].  Or,  la  première  des  égalités  (2)  montre 
que  le  point  P'  est  situé  sur  la  droite  [A'B']  et  sur  la  droite  [D'E'J  ; 
donc,  la  droite  [XP']  est  située  dans  le  plan  [XA'B']  et  dans  le 
plan  [XD'E'].  Par  conséquent,  comme  les  plans  [XA'B']  et 
[XD'E']  sont  les  mêmes  que  les  plans  [XAB]  et  [XDE],  la 
droite  [XP']  est  l'intersection  de  ces  deux  plans. 

De  la  même  manière  on  trouve  que  les  droites  [XQ'J  et  [XR'] 
sont  les  intersections  des  plans  [XBC],  [XEF]  et  [XCD],  [XFA]. 
Donc,  on  a 

l  [XP']  =  [XAB     XDEJ, 

(4)  [XQ'J  =  [XBC      XEF], 
'  [XR']  =  [XCD     XFA]. 
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Comme  les  lignes  droites  [XP'],  [XQ'],  [XIV]  sont  situées 
dans  le  plan  ç,  on  obtient  ce  tliéorème  connu  (')  ^ 

Si  l'on  mène  par  un  point  X  d'une  cubique  gauche  et  par 
les  côtés  d'un  hexagone  inscrit  dans  cette  courbe  six  plans,  les 
trois  lignes  d' intersection  des  plans  opposés  seront  situées  dans 
un  plan  \  passant  par  le  point  X. 

La  ligne  dlnterseclion  des  deux  plans  [XAB]  cl  [XDE]  ren- 
contre les  lignes  [AB]  et  [DE];  donc  cette  ligne  passe  par  les 
deux  points  [XAB    DE]  et  [XDE    AB]. 

Par  conséquent,  en  posant 

l  [XAB     DK]=:L,  [XDE     AHJ==L', 

(5)  '  [XBG  EFJ  =  M',    [XEF  BCJ  =  M, 

f  [XGD  FAJ  =  X,    |XFA  CD]  =  \', 

les  égalités  (4)  se  transforment  dans   les  suivantes  : 

l  [XP']  =  [LL'J, 

(6)  [XQ']  =  [MM'], 

(  I\B'J  =  [NN'|. 

Comme  les  trois  lignes  [XP'],  [XQ'],  [XIV]  situées  dans  le 
même  plan  \  se  coupent  au  point  X,  on  obtient 

(7)  [LL'  MM'  N\'J  =  o, 

et  l'on  a  l'énoncé  suivant  (-)  : 

Soit  un  hexagone  inscrit  dans  une  cubique  gauche.  En 
menant  par  un  point  X  de  cette  courbe  et  par  chaque  côté  de 
Vhcxagone  un  plan  qui  coupe  le  côté  opposé,  on  obtient  six 
points  situés  dans  un  plan  et  formant  un  hexagone  de  Brian- 
clion  dont  le  point  de  Brianchon  est  le  point  X. 

On  peut  donner  à  ce  ibéorèmc  un  autre  énoncé  géométiique. 
En  effet,  l'égalité  ('j)  prouve  que  les  six  points  L,  M,  N;  L',  M', 
N'  forment  deux  triangles  |iers|)ectifs  dont  le  centre  de  perspec- 
tive est  le  point  X. 


(')  Voir  Cremona,  Journal  de  Crelle,  l.  L\III,   |i.    i'|'|.    I{i.yi.,   Leçons  sur  la 
Géométrie  de  position,  Iraduilcs  par  0.  Cliciniii.  Dcuxicinc  l'arlic.  p.  m. 
(')  Voir  Cremona,  loc.  cit. 
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Or,  deux  triangles  perspectifs  donnent  naissance  à  un  troisième 
triangle,  lui-même  perspectif  aux  deux  premiers.  Les  sommets 
de  ce  troisième  triangle  sont  formés  par  les  points 

h"  =[MN'  M'N], 
I\1"=[NL'  ^'L], 
N"  =  [LM'   L'M]. 

Comme  le  point  M  est  situé  sur  la  droite  [BC]  et  le  point  IS' 
sur  la  droite  [CD],  la  droite  [MjN'J  est  située  dans  le  plan  [BGD]  ; 
de  plus,  elle  est  située  dans  le  plan  ^;  donc 

[MN']  =  [^  BGD]. 

De  la  même  manière,  on  trouve 

[M'N]  =  [^  EFA], 

et  coDséquemment  le  point  L"  est  le  point  d'intersection  des  trois 
plans  i,  [BCD],  [EFA].  Donc,  on  a 

1   h"  =  ['q     BGD     EFA], 

(8)  M"=  [ï     GDE     FAB], 

f  N"  =  [^     DEF     ABG]. 

Les  considérations  précédentes  conduisent  au  théorème  sui- 
vant : 

Soii  un  hexagone  inscfit  dans  une  cubique  gauche.  En  me- 
nant par  un  pointlL  de  cette  courbe  et  par  le  premier,  le  troi- 
sième et  le  cincjuième  côté  de  l' hexagone  des  plans,  coupés  res- 
pectivement par  le  quatrième,  le  sixième  et  le  deuxième  côté, 
ety'ice  versa,  on  aura  les  sommets  de  deux  triangles  perspec- 
tifs, situés  dans  le  même  plan  ^  passant  par  le  point  X. 

S  il' on  mène  de  plus  par  trois  sommets  consécutif  s  de  l'hexa- 
gone un  plan,  et  par  les  trois  autres  sommets  consécutifs  un 
autre  plan,  ces  trois  couples  de  plans  se  rencontreront  suivant 
trois  lignes  droites  dont  les  intersections  avec  le  plan  ^forment 
les  sommets  d'un  troisième  triangle,  lui-même  perspectif  à 
deux  autres.  Ces  trois  triangles  forment  la  configuration 
connue  de  Desargues. 

En   vertu  de  cette  configuration   bien  étudiée,  on  peut  obtenir 
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aisénienL  beaucoup  de  lliéorèmcs   sur  sept  points  d'une   cubique 
gauche,  ihéorcmes  que  je  nie  borne  ici  à  signaler. 

3.  Hvperboloïdes  à  une  nappe  dont  la  cubique  gauche  est 
la  courbe  d'intersection.  Détermination  de  la  sécante  fixe  g. 
Nouvelle  construction  de  la  cubique  gauche  passant  par  six 
points  donnés.  —  Le  plan  \  passant  par  le  point  X  de  la  cubique 
gauche  rencontrera  cette  courbe  encore  en  deux  points.  En  dési- 
gnant par  g  la  sécante  qui  joint  ces  deux  points,  la  droite  g  sera 
située  dans  le  même  plan  \  que  les  trois  droites  [LL'j,  [MM'J, 
[NN'].  Donc,  on  a 

Comme  ces  droites  [LL'],  [MM'],  [NN']  sont  respectivement 
les  lignes  d'intersection  des  |)lans  [XA.B],  [XDE];  [XBC], 
[XEF];  [XCD],  [XFA],  on  obtient  les  égalités 

[XÂB  XDI<:  g\  =  o,         [XBC  XEF  ^]  =  o,         f  XCD  XFA  g]  =  o, 
ou,  ce  que  l'intuition  prouve  immédiatement,  aussi  les  suivantes  : 

/  [X[AB]^[DE]X]=o, 

(9)  [X[BC]^[EF]X]=o, 

(  [X[CD]^-[FA]X]  =  o. 

En  désignant  pour  le  moment  par  P  le  point  [X[AB]^'  |,  on 
voit  que  la  droite  [XP]  rencontre  les  droites  [AB]  et^;et  comme, 
à  cause  de  la  première  égalité  (9),  on  a 

[P[DE]X]=o, 

la  droite  [XP]  rencontre  aussi  la  droite  [DE]. 

Donc,  la  droite  [XP],  rencontrant  les  trois  droites  [AB],  g, 
[DE],  décrira  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ayant  ces  trois  droites 
comme  génératrices. 

De  là  il  suit  que  les  égalités  (9)  représentent  trois  hjperboloïdes 
à  une  nappe  qui  ont  la  droite  g  comme  génératrice  commune  cl 
dont  la  courbe  d'intersection  est  la  cubique  gauche  passant  par 
les  six  points  donnés  A,  B,  C,  D,  E,  F. 
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Il  est  évident  que  Tliyperboloïde 

[X[AB],^[DE]X]=.o 

passe  parles  points  A,  B,  D,  E;  pour  la  faire  passer  aussi  parles 
points  C  et  F,  il  est  nécessaire  que  cette  égalité  soit  satisfaite  pour 
X  =  G  et  X  =  F.  Donc,  on  a 

[GAB  ff  DEC]  =  o,         [FAB  ^  DEF]  =0, 

ce  qui  prouve  que  la  droite  g'  rencontre  les  deux  droites 

[ABC  CDE],  [ABF  DEF]. 

De  la  même  manière  les  deux  autres  égalités  (9)  démontrent  que 
la  droite  »"  doit  rencontrer  les  droites 

[ABC  AEF],  [BCD  DEF], 
[BCD  ABF],  [CDE  AEF]. 


Donc,  la  droite  g  passe  par  les  deux  points  fixes 

(.0) 


H  =  [ABG     CDE     EFA], 
I    =[BCD     DEF     FAB], 


de  sorte  que  l'on  a 


Ces  résultats  donnent  une  nouvelle  construction  de  la  cubique 
gauche  passant  par  six  points  donnés.  En  effet,  comme  les  points 
L,  M',  N  sont  situés  dans  le  plan  ^,  on  a 

ou,  à  cause  des  égalités  (5), 
[Xf  AB]|  DE]f]  =  o,         [X[BCJ[EF]^]  =  o,         [Xl  CD][FA]î]  =  o. 

J)e  là  suit  que  l'on  a 

[UDE][AB]X]  =  «,         [UEF|[BClX]  =  o.         [^FA  |[CD]X]  =  o, 

et  conséquemment 

(r,.)  X=[ï|l)E|iM:|     l\EF]\nC.]     c^[FA|[CDl]=o, 

où  le  plan  ç  esl  défini  par  les  égalités  (10  )  cl  (i  1  ).  Donc;  : 
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Pour  construire  la  cubique  gauche  passant  par  les  six 
points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  on  mène  un  plan  quelconque  \  par  la 
droite  qui  joint  les  deux  points 

H  =  [ABC     CDE     EFA], 
\    =[BGD     DEF     FAI?]. 

Ce  plan  mobile  coupera  les  droites  [DE],  [EF],  [FA]  en 
trois  points.  En  menant  respectivement  par  ces  points  et  par 
les  droites  [\B],  [BC],  [CD]  trois  plans,  leur  point  d'intersec- 
tion décrira  là  cubique  gauche. 

A.  Théorèmes  de  M.  Chasles  et  de  M.  Reye.  Autres  con- 
structions de  la  cubique  gauche  passant  par  six  points,  dues  à 
M.  Schroter.  —  J'ai  dcnionli-é  que  les  sepL  points  L,  M',  N,  L', 
M,  N',  X  sont  situés  dans  un  plan.  Donc,  à  j)lus  forte  raison, 
quatre  de  ces  points  sont  situés  dans  un  plan.  En  ciioisissant  pour 
ces  quatre  points  les  points  M,  N',  L,  X,  on  a 

[MN'LX]  ^o 

ou,  à  l'aide  des  égalités  (5), 

(i3)         |XEF  ne  XFA  CD  XAB  DE  \  ]  =  o. 

Donc  : 

Quand  un  heptagone  a  ses  sommets  X,  A,  .  .  .,  F  sur  une 
cubique  gauche,  le  plan  de  l'un  quelconque  des  angles  X  de 
l'heptagone,  et  1rs  plans  des  deux  angles  adjacents  A  et  F, 
rencontrent  respectivement  les  côtés  opposés  en  trois  points  qui 
sont  dans  un  plan  passant  par  le  sommet  du  premier  angle  X. 

Ce  théorème  est  donné  sous  cette  forme,  sans  démonstration, 
par  M.  Chasles  {*).   En  rcnjplovanl  successivement  pour  les  six 


(')  A/JCrrii  hislorù/iic,  l»"  cdil.,  p.  /|()'|. 


soniniols  A, 


(fi) 


on  ol)lient 
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,  F  et  on  posant 

XAB  DE] 

ABC  EF] 

BCD  FX] 

GDE  XA] 

DEF  AB  ] 

EFX  BG] 

FXA  GD] 


(i5) 


(i6) 


S 


=  L. 

=  S, 
=  T, 

=  U, 

=  V, 
=  IM. 

=  N', 
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N'  L  S  A]  =  o, 
L  S  T  B]  =  o, 
S  T  U  G]  =o, 
T  U  V  D]  =  o, 
U  V  M  E]  =  o, 
V  M  iN'  F]  =  o, 
M  N'  L  X]  =  o. 


Il  y  a  beaucoup  de  conséquences  géométriques  qui  résultent  de 
ces  égalités;  je  vais  en  expliquer  quelques-unes.  On  déduit 
d'ahord  des  égalités  (i5)  et  (16)  le  théorème  suivant,  dont  l'énoncé 
est  dû  à  M.  Reye  (')  : 

Si  un  heptagone  est  inscrit  dans  une  cubique  gauche,  ses 
côtés  coupent  leurs  faces  opposées  aux  sommets  d'un  second 
heptagone.  Les  sommets  du  jyremier  heptagone  sont  situés 
dans  les  faces  du  second,  et  vice  versa,  de  façon  que  les  deux 
heptagones  sont  inscrits  et  circonscrits  l\in  à  Vautre. 

Comme  on  a,  d'après  les  égalités  (14)7 

[BGD     FX]  =  T,         fCDE     XA]  =  U, 

la  droite  [TU]  est  située  dans  le  plan 

[FXA]  =  tf. 

Or  on  a,  d'après  la  troisième  et  la  quatrième  égalité  (i5), 
[S  T  U  G]  =  0,         |T  U  V  D]  ^o, 


('  )  l.oc.  cit.,  p.  390. 
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ce  qui  prouve  que  la  droile  [TU]  rencontre  les  droites  [SC]  cl 
[VD];  donc,  la  droite  [TU]  passe  par  les  deux  points 

[ci  SC]         ex         [-^  XT)]. 

Déplus,  la  troisième  et  la  quatrième  égalité  (i4)  montrent  que 
les  points  T  et  U  sont  situés  respectivement  dans  les  plans  [BCD] 
et  [CDE];  donc  on  a 

T  =  [\o  SC]    [o  VD]  [BCD]], 
U  =  [[o  SC]    |o  VD]  [CDE]]. 

et  le  point  X  sera,  d'après  les  mêmes  égalités,  le  point  d'inlersec- 
lion  de  deux  droites  [FT]  et  [AU].  En  conséquence  : 

Si  l'on  const/-uif  les  deux  points 

S  =  [ABC     EF],         V  =  [DEF     AB], 

et  un  plan  mobile  passant  par  la  droite  [FA],  si  l'on  construit 
de  plus  la  droite  passant  par  les  points 

\o  SC],     [o  VD], 

et  si  l'on  coupe  enfin  cette  droite  par  les  doux  plans 

[BCD],  [CDE], 

on  obtiendra  deux  points  T  et  U.  Le  point  (F intersection  de 
deux  droites  [FT]  et  [AU]  décrira,  une  cubique  ffauche  pas- 
sant par  les  six  points  A,  B,  C,  D,  E,  F. 

Cette  construction,  sauf  une  légère  simplification  que  j'ai  em- 
plovée,  est  due  à  M.  Schroter  (  '). 

Pour  arriver  à  l'autre  consliuclion,  donnée  jiai-  cet  éniinent 
géomètre,  soit  posé 

[FXA]  =  o,        [V\'F1  =  J/,         [N'S\]  =  /. 

D'après  la  première  et  la  sixième  égalité  (i.)),  on  a 
[7.1/]  =  o,        ['LM]  =  o. 


(')    l'o//-   Sciniilii'U,    Théorie    (fer    Obcr/Uichen    zweiler    Ordnutig   iind   lier 
Jt<n/rnt,i/rven  ifri/ler  Orrhiiaii^.  p.  -.'^i.  l-oipzis,  iSSo. 
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De  plus,  on  déduit  de  la  première,  de  la  sixième  et  de  la 
septième  égalité  (i4) 

L  =  [yDE],         M  =  [4;BG],         N' =  [o  CD], 
et 

[XARL]  =  o,         [XEFM]=o,         [XFAN']=o, 

d'où  suit 

X=:.[ABL    EFM     FAN']. 
Donc('): 

En  construisant  le  plan  cp  et  les  points  'ë)  et\  de  la  construc- 
tion précédente,  en  construisant  de  plus  le  point 

N'  =  [cp  CD], 
et  les  plans 

[N'SA]  =  x-        [VN'F]=4., 

et  enfin  les  points 

L  =  [xDE],        M  =  [-].BG], 
les  trois  plans 

[ABL],     [EFM],     [FAN'] 

se  couperont  au  point  X  qui  décrit  la  cubique  gauche  passant 
par  les  six  points  A,  ...,  F  pendant  que  le  plan  mobile  co 
tourne  autour  de  la  droite  fixe  [FA]. 

5.  Cônes  du  second  degré  qui  passent  par  les  six  points 
donnés.  Surface  du  quatrième  degré  cjui  est  le  lieu  géomé- 
trique de  leurs  sommets.  —  En  substituant  dans  la  première  des 
égalités  (i5)  les  expressions  des  points  N',  L,  S,  données  par  les 
égalités  (14)5  on  obtient 

(17)  [[FXA  CD]     [XAB  DE]     [ABC  EF]  A]  =  o 
ou,  par  une  simple  transformation, 

(18)  [X[AF][GD]      [ABGAEF]      [DE]  [BA]  X]  =  o. 

Cette  égalité,  dans  laquelle  le  ])oint  X  entre  deux  fois,  repré- 
sente une  surfaee  du  deuxième  degré;  et,  comme  elle  est  satisfaite 
pour  [XAF]  =  o  et  [XAB]  =  o,  cette  surface  du  deuxième  degré 
sera  une  quadrique  réglée,  contenant  les  droites  [AF]  et  [BA]. 


(')  ScimoTER,  toc.  cit.,  p.  a^')- 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  2'  série,  t.  XI.  (Octobre  1887.)  iH 
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Or,  ces  droites  se  rencontrent  au  point  A.  Donc  l'égalité  (17)  ou 

(18)  représente  un  cône  du  second  degré  dont  le  sommet  est  le 
point  A. 

De  la  même  manière  les  autres  égalités  (i5)  représentent  des 
cônes  du  second  degré  ayant  pour  sommets  les  points  B,  . . .,  F; 
par  exemple,  la  deuxième  égalité  (i5)  représente  le  cône 

[X[BA][DE]      [ABC  BEF]      [CD]  [FBIX]  =  o, 

dont  le  sommet  est  le  point  B. 

Ces  six  cônes  se  coupent,  deux  à  deux,  suivant  la  cubique 
gauche  passant  par  les  six  points  A,  ...,  F  et,  de  plus,  suivant 
une  des  quinze  droites  qui  joignent  ces  points. 

L'égalité  (16) 

(16)  "lMN'LX]  =  o 

ou  l'égalité  (i3) 

(i3)  [XEF  BC    XFA  CD     XAB  DE    X]  =  o, 

dans  laquelle  le  point  X  entre  quatre  fois,  représente  une  surface 
§  du  quatrième  degré,  qui  est  le  lieu  géométrique  des  sommets 
des  cônes  du  second  degré  gui  passent  par  les  six  points 
A,...,  F. 

La  surface  S  peut  être  mise  sous  différentes  formes,  en  expri- 
mant que  trois  quelconques  des  six  points  L,  M',  N,  L',  M,  N' 
sont  situés  dans  le  même  plan  que  le  point  X  et,  de  plus,  en 
échangeant  de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres  A, 
B,  ...,F. 

Pour  déduire  les  propriétés  suivantes  de  la  surface  rT,  je  la  mets 
sous  la  forme 

(19)  [M'N'LX]  =  o. 

En  désignant  par  0  le  signe  de  variation,  Tégalité 

o[M'N'LX]  =  o, 
ou  l'égalité 

(20)  [M'  N'  L  oX]  +  [M'  N'  oL  X]  +  [M'  oi\'  L  XJ  -+-  [oM  N'  L  XJ  =  o, 

s/era  la  première  surface  polaire  de  la  surface  rf,  par  rapport  à  un 
point  quelconque  SX. 
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Pour  X  =  A,  on  obtient,  d'après  les  égalités  (5), 

L  =  o,        N' =  o, 

et  l'on  voit  que,  pour  ces  valeurs,  les  égalités  (19)  et  (20)  sont  sa- 
tisfaites. Donc  le  point  A  est  un  nœud  de  la  surface  i  et,  comme 
dans  les  égalités  représentant  la  surface  S  le  changement  des 
lettres  A,  .  . .,  F  est  permis,  on  obtient  cette  proposition  : 

La  surface  5^,  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du 
second  degré  qui  passent  par  six  points  donnés  de  l'espace, 
possède  en  ces  six  points  six  nœuds. 

Ce  théorème  est  dû  à  M.  Chasles  qui  l'a  donné  en  1861  dans  les 
Comptes  rendus,  t.  LU,  p.  1 109. 

Pour  trouver  le  cône  tangentiel  à  la  surface  S  au  nœud  A,  je 
forme  l'expression 

o2[M'N'LX]  =  0, 
ou 

[M'    N'  oL  oX]-4-[M'   oN'    L      oX] -t- [  M'    oN'  oL  X] 

-4-[ôMN'    L    oX]-H[oM    W    oL      X]  +  [oM'oN'    L    XJ  =  o, 
ce  qui  donne  pour  X  =  A,  et  conséquemment 

L=o,        N'  =  o,        M'  =  [ABG     EF]  =  S, 

l'égalité 

[S  oN'  oL'  A]  =  o, 

qui  est  précisément  l'égalité  (17),  sauf  la  notation  du  point  variable. 
Donc  : 

Les  cônes  tangentiels  à  la  surface  ^  aux  six  nœuds  sont  les 
cônes  cjui  passent  par  cincj  des  six  points  donnés  et  qui  ont 
pour  sommet  le  sixième  point  qui  est  le  nœud. 

Comme  on  peut  satisfaire  à  l'égalité  (i3)  en  prenant 
[XEFJ=:o,         ou         [XFA]=o,         ou         [XABJ=o, 

on  trouve  que  les  cjuinze  droites  joignant  les  points  A,  ...,  F, 
deux  à  deux,  sont  situées  sur  la  surface  ^f  (  '  ). 

De  la  même  manière  on  voit  que  les  dix  droites  d'intersection 

(  '  )   Voir  CuASLES,  loc.  cit. 
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des  couples  de  plan  déterminés  par  les  six  points,  pris  trois  à 
trois,  sont  situées  elles-mêmes  sur  la  surface  rT. 

Ces  résultats  sont  mis  en  évidence  par  la  fornie  suivante  de 
l'égalité  (i3) 

\        [\yVBC]  [XADE]  [XBEF]   [XCDF] 
*'^'''  1  —  [XAGD]  [XBCF]  [XABE]  [XDEF]  =  o, 

où  [XABC]  est  le  déterminant 


Xi 

A. 

B, 

c, 

X2 

A2 

B2 

G, 

X3 

A3 

B3 

G3 

X, 

A, 

Bi 

Ci 

et  oij  X/,  A/,  B/,  C/  (i=i,  2,  3,  4)  désignent  les  coordonnées 
iiomogènes  des  points  X,  A,  B,  C  (  '  ). 

Cependant,  pour  transformer  rapidement  l'égalité  (i3)  dans 
l'équation  (21),  on  a  besoin  de  quelques-uns  des  principes  algé- 
briques sur  lesquels  la  méthode  que  je  viens  d'employer  est  fondée, 
principes  très  simples  que  j'expliquerai  dans  un  Mémoire  pro- 
chain. 

L'application  de  ces  principes  conduit  aux  résultats  algébriques 
(pie  Ton  doit  à  MM.  Joachimslahl,  P.  Serrct,  Sturm,  Laguerre, 
Appell,  Tannery  et  à  d'autres  célèbres  géomètres. 

Je  termine  ce  Mémoire  par  la  remarque  suivante.  J'ai  obtenu 
les  résultats  précédents  en  transformant  la  relation  fournie  par  le 
théorème  de  Pascal  en  relations  entre  les  sept  points  X;  A,  ...,  F. 
Or,  quand  les  six  points  A',  ...,  F'  introduits  au  commencement 
du  deuxième  paragraphe  sont  situés  sur  une  conique,  ils  donnent 
naissance  à  la  configuration  de  Thexagramme  mystique  dont  le 
théorème  de  Pascal  est  une  seule  proposition.  Donc,  en  transfor- 
mant par  la  méthode  môme  que  je  viens  d'employer  les  résultats 
dus  à  MM.  Steincr,  Cayley,  de  Slaudt,  Kirkmann,  Veronese,  on 
obtient  pour  les  cubiques  gauches  de  nouveaux  théorèmes  dont  je 
me  borne  ici  à  signaler  l'existence. 


(■)  rojV  C.VYi.KY,  Comptes  rendus,  t.  LU,  p.  luG;  I^auuoux,  t.  I  de  ce  Journal, 
p.  35'!;  HiKiuioL/.Kn,  Matli.Aiin.,  l.  II,  p.  5G3,  cl  l.  IV,  p.  17.-;  IIunyauy,  yoM/virt/ 
de  M.  Kronecl<er,  t.  XCII,  p.  'iol\. 
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BEItlMBACIl    (W.).    —    UeBER    M-MAL   NACIIlîINANnER   ANGEWANDTE   SuBSTITU- 
TIONlîN,  DUHCU   WELCUE    DUE£    QuADUATE    IN  SICH   SELBSI'  TRANSFORMIT  WER- 

OEN.  Inaugural-Dissertation;  5o  p.  in-8°.  Bonn,  Georgi,  1887. 

Le  travail  de  M.  Bermbach  comprend  deux  Parties  :  dans  la 
première,  il  compare  brièvement  aux  belles  recherches  de 
M.  Lipschitz,  sur  les  transformations  par  lesquelles  une  somme 
de  n  carrés  se  reproduit,  la  méthode  géométrique  sur  laquelle 
Hamilton  a  fondé  la  doctrine  des  quaternions;  dans  la  seconde, 
il  traite  le  problème  suivant  :  «  Soit  donnée  une  substitution  de  dé- 
terminant H-  I  par  laquelle  se  reproduise  une  somme  de  trois 
carrés,  trouver  toutes  les  substitutions  de  la  même  nature,  telles 
que,  en  appliquant  n  fois  de  suite  l'une  quelconque  d'entre  elles, 
on  retombe  sur  la  substitution  donnée.    » 

C'est  grâce  à  une  expression  remarquablement  simple  de  la 
puissance  /?"'"''  d'un  quaternion  que  M.  Bembach  parvient  au  ré- 
sultat. J.   T. 


PEANO(G.  ).  —   Applicazione   geometriche  del  Calcolo  infinitésimale. 

I  vol.  in-8°;  xn-334  p-  Turin,  Bocca  frères,  1887. 

L'auteur  de  ces  Applications  géométriques  du  Calcul  diffé- 
lentiel  a  moins  cherché  à  accumuler  dans  son  Livre  des  faits 
mathématiques  qu'à  éclaircir  les  définitions  et  à  donner  des  no- 
tions à  la  fois  générales  et  précises  :  il  est,  à  cet  égard,  intéressant 
et  satisfaisant;  au  surplus,  la  publication  antérieure  du  Livre 
intitulé  :  Calcolo  di[ferenzialc  e principii  di  Calcolo  intégrale^ 
dont  il  a  été  rendu  compte  dans  te  HuUetia  ('),  avait  déjà 
montré  quelles  étaient  ses  préoccupations. 

Les  Applications  géométriques  comprennent  une  Introduc- 
tion et  sept  Chapitres. 


(')   Voir  l.  IX,,  p.  170.  • 

liull.  des  Sciences  nialhem.,  2°  série,  l.  XI.  (Novembre  1887.) 
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L'Introduction  se  rapporte  aux  opérations  exécutées  sur  les 
segments  :  équipollence,  addition  géométrique,  produit  géomé- 
trique (d'après  Resal)  ou  produit  intérieur  (d'après  Grassmann), 
de  deux  segments,  aire  d'un  parallélogramme  et  volume  d'un 
parallélépipède  regardés,  ainsi  que  le  fait  Grassmann,  comme  des 
fonctions  alternées  des  deux  ou  trois  segments  qui  définissent  le 
parallélogramme  ou  le  parallélépi[)ède.  Dans  le  premier  Chapitre, 
l'auteur  traite  des  segments  de  droite  considérés  comme  des  fonc- 
tions d'une  variable,  des  dérivées  géométriques;  il  termine  en 
donnant  l'interprétation  cinématique  de  la  formule  de  Taylor,  et 
des  fonctions  (ju'il  appelle  inlerpolaire^i.  Ainsi,  en  désignant  par 
f{t)  un  segment  qui  dépende  de  la  variable  nuniérifpie  t  et  en 
posant 


f{hhh)  = 


tu  ^2 


OÙ  il  faut  entendre  que  les  dilférences  /{t->) — f(ji)i 
/{t{h) — /{f^t-i)  ont  la  signification  géométrique,  on  a,  en 
supposant  que  les  quantités  /,,  t-i,  ...,  tn  aient  t  poiu-  limite 
commune, 

iim/(M....M- -.,... ;,_./'"-'(0; 

dans  le  second  membre,  f"~*{t)  désigne  la  (/?  —  i)"""*^  dérivée 
géométrique  du  segment  f{t).  Les  trois  Chapitres  qui  suivent 
contiennent  les  premiers  cléments  de  la  théorie  des  courbes  planes 
ou  gauches  et  des  surfaces  :  tangente,  plan  tangent,  paramètre 
différentiel  du  premier  ordre,  etc.  Le  Chapitre  V  porte  ce  titre  : 
Grandeurs  géométriques.  C'est  peut-être  le  plus  inq)ortant  et  le 
plus  intéressant,  celui,  du  moins,  par  lequel  le  Livre  de  M.  Peano 
se  distingue  davantage  des  Traités  classiques  :  les  définitions  qui 
se  rapportent  ans.  ehamps  de  points,  aux  points  extérieurs,  inté- 
rieurs ou  limites  par  rapport  à  un  cham|),  aux  fonctions  distribu- 
tives  (coexistantes  d'après  Cauchj),  à  la  longueur  (à  l'aire  ou  au 
volume)  externe,  interne  ou  propre  d'un  champ,  la  notion  d'inté- 
grale étendue  à  un  champ  sont  présentées  sous  une  forme  abstraite, 
1res  précise  et  très  claire.  Notons  encore,  dans  le  même  Chapitre, 
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la  façon  dont  sont  établies  les  formules  d'approximation  pour  le 
calcul  des  aires  planes;  M.  Peano  y  donne  l'expression  du  reste, 
obtenue  par  M.  Mansion  (*). 

Les  deux  derniers  Chapitres  sont  consacrés  à  la  théorie  de  la 
courbure  et  à  celle  des  enveloppes. 

Chaque  Chapitre  est  accompagné  d'exercices  en  général  assez 
faciles.  J.   T. 


L.  BURMESTER.  —  Lehrburch  der  Kinematik.  i'"'' Volume,  i*""  et  2*  fascicule. 

A.  Félix,  i886. 

La  grande  diversité  des  théories  qui  peuvent  être  groupées  sous 
le  titre  de  Cinématique  explique  les  divergences  des  nombreux 
Traités  qui  portent  ce  titre.  Prise  d'un  certain  côté,  la  Cinématique 
ouvre  accès  à  une  catégorie  de  questions  de  géométrie  abstraite, 
qui  se  rattachent  plus  ou  moins  directement  aux  propriétés  d'ordre 
mécanique.  L'auteur  s'est  placé  à  un  point  de  vue  différent,  autant 
du  moins  que  nous  en  pouvons  juger  d'après  les  deux  fascicules 
que  nous  avons  sous  les  yeux.  Il  expose  d'abord  géométriquement 
la  théorie  classique  du  déplacement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan.  Mais  les  principaux,  les  plus  considérables  développements 
ont  trait  à  la  description  des  mécanismes  nombreux  dont  la  théorie 
du  déplacement  d'une  figure  plane  peut  expliquer  le  jeu.  Nous 
n'entrerons  pas  ici  dans  une  énumération  détaillée  et  technique 
de  ces  mécanismes  variés  ;  disons  seulement  que  l'auteur  montre 
les  liens  généraux  qui  les  rattachent  entre  eux  et  enseigne  à  les 
engendrer  par  la  composition  de  mécanismes  élémentaires.  Ce 
Livre  offre,  on  le  voit,  un  certain  air  de  parenté  avec  le  Traité 
bien  connu  de  M.  Reuleaux  ;  mais  il  est  construit  sur  un  tout 
autre  plan. 

Ajoutons  que  des  planches  très  soignées,  aides  indispensables 
dans  cet  ordre  de  questions,  contribuent  à  la  compréhension  du 
texte.  G.  K. 


(')  Bulletin  de  l'Acad.  de  Belgique,  p.  298;  û 
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ADAM   (P.)-    —   MÉMOIRE   SUR   LES   SYSTÈMES   TRIPLES   ORTHOGONAUX. 

In-4°.  Paris,  Gaulhier-Villars,  1887. 

Ce  Mémoire,  présenté  comme  thèse  à  la  Facullc  des  Sciences 
de  Paris,  a  pour  objet  principal  la  formation  de  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  des  systèmes  orthogonaux  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées  tangentielles. 


Partant  de  l'équation 


BjK  +  C2  +  ^=  0, 


où  A,  B,  C  sont  trois  fonctions  déterminées  de  deux  variables  a 
et  [i,  et  i  une  fonction  quelconque  de  a,  ^  et  d'un  paramètre  p, 
laquelle  équation  représente  ainsi  un  plan  enveloppant  telle  famille 
de  surfaces  que  l'on  veut,  l'auteur  cherche  d'abord  la  condition 
analytique  nécessaire  et  suffisante  à  laquelle  doit  satisfaire  ^  pour 
conduire  à  une  famille  faisant  partie  d'un  système  triple  ortho- 
gonal. 

A  cet  effet,  il  s'appuie  sur  le  beau  théorème  de  Dupin  com- 
plété par  M.  Darboux: 

Pour  qiCune  famille  de  surfaces  appartienne  à  un  sy  sic  me 
orthogonal^  il  faut  et  il  suffit  cju'il  existe  une  seconde  famille 
la  rencontrant  à  angle  droit  et  suivant  ses  lignes  de  courbure, 
et  il  parvient  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre  dans  laquelle  le  premier  membre  est  la  somme  de  trois  dé- 
terminants du  troisième  ordre. 

L'auteur  particularise  alors  les  trois  fonctions  A,  B,  G,  en  pre- 
nant pour  a  et  [^  les  paramètres  des  génératrices  reclilignes  de  la 
sphère  en  représentation  spliériquc,  ce  qui  le  mène  à  l'équation 
suivante,  d'une  simplicité  digne  de  remarque, 


(0 


i 


^-(i/-2. 


"p  t^\t)^    ^T^  l^\t)^ 

a  —  3 


(/j,  7,  /•,  S-,  t  sont  les  dérivées  partielles  premières  et  secondes 
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de  ^  elles  indices  i,  2  et  3  indiquent  des  dérivations  respective- 
ment par  rapport  à  a,  [ii  et  p). 

L'équation  (i)  suppose  a  et  —  „  conjugués  pour  un  point  réel 

de  la  sphère,  parce  que,  dans  ces  conditions,  le  calcul  qui  y  con- 
duit est  plus  simple  et  plus  symétrique.  Mais  on  passe  facilement 
au  cas  où  a  et  ^  seraient  conjugués,  et  il  vient  ainsi  l'équation  ci- 
après,  qui  n'est  guère  plus  compli([uée  que  la  précédente  et  qui  est 
plus  avantageuse  dans  les  applications  : 


(2) 


(i  +  a?A. 


q^ 


i-f-a(3 


a^ 


ap   t 
t 


M.  Adam  fait  ensuite  cette  remarque,  que  l'on  peut  abréger 
beaucoup  l'écriture  des  équations  (i)  et  (2)  développées,  dans  le 
cas  des  familles  de  surfaces  réelles.  Pour  cela  et  en  supposant, 
par  exemple,  a  et  (B  conjugués,  il  établit  ce  lemme  : 

Pour  qu'à  une  fonction  \  corresponde  une  famille  réelle,  il 
faut  et  il  suffit  que  cette  fonction  ne  change  pas  quand  on  y 
remplace  a  par  [B,  '^  par  a  et  i  par  —  i  dans  les  coefficients. 

Comme  conséquence,  il  donne  à  l'équation  (2)  la  forme  sui- 
vante, relative  aux  familles  réelles, 


H 


\~prt  —  q\ 


[(' 


)'  -,-H(/-3^- 


—  rt 


/3/-) 


i  +  aS 


i-^ap 


rt 


lut 


i-f-a[i 


rt  -\-  ut  —  wr 


](--: 


Pb 


ap 


=  0, 


u,  lu^  tv,  V  étant  les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  de  la 
fonction  ^,  et  0  représentant  une  fonction  de  a,  [5,  p  assujettie  seu- 
lement à  ne  pas  changer  quand  on  y  remplacera  a  par  p,  [B  par  a 
et  i  par  —  i  dans  les  coefficients. 

Ainsi,    en    prenant    pour  B    une  constante    réelle,   ou  a+|j, 
ou  a[i,   etc.,   si  l'équation  correspondante  admet  des   solutions  ç 
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donnant  des  familles  réelles,  ces  familles  appartiendront  cerlaine- 

menl  à  des  systèmes  orthogonaux. 

La  suite  du  Mémoire  que  nous  analysons  a  trait  à  des  applica- 
tions de  l'équation  (2). 

En  premier  lieu,  l'auteur  forme  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  familles  de  surfaces  homothétiques  conduisant  à  des  systèmes 
orthogonaux;  au  sujet  de  ces  familles,  il  énonce  ce  théorème  : 

Sî  une  famille  de  surfaces  homothétiques  par  rapport  à  un 
certain  centre  O  fait  partie  dUin  système  orthogonal,  les  deux 
familles  conjuguées  sont  composées  de  surfaces  homothéticjues 
par  rapport  au  même  centre. 

Ce  théorème,  dont  la  démonstration  analytique  sert  de  vérifica- 
tion à  ce  qui  précède,  était  d'ailleurs  presque  évident,  car  la 
famille  considérée  ne  changeant  pas  quand  on  la  soumet  à  une 
transformation  homolhétique  de  cenlre  O,  les  familles  conjuguées 
doivent  aussi  rester  indifférentes  à  cette  transformation  et,  par 
suite,  être  homothétiques  par  rapport  au  point  O. 

En  cherchant  les  familles  de  surfaces  homothétiques  pour  les- 
quelles r=:t,  M.  Adam  obtient  la  famille  de  cyclides  homothé- 
tiques par  rapport  à  l'origine 


\  et  p.  étant  deux  constantes,  et  il  établit  que  les  conjuguées  de 
cette  famille  sont  deux  autres  familles  de  cyclides. 

En  second  lieu,  l'auteur  s'occupe  des  lamillos  de  surfaces  qui, 
appartenant  à  des  systèmes  orthogonaux,  résultent  de  la  transla- 
tion d'une  surface  invariable  de  forme. 

Après  avoir  établi  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  fa- 
milles, il  démontx'C  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'une  surface  im^ariable  de  forme  puisse,  par  trans- 
lation, engendrer  une  famille  capable  de  faire  partie  d'un 
système  orthogonal,  il  est  nécessaire  que  la  translation  s'ef- 
fectue en  ligne  droite. 

En  cherchant  encore,  dans  le  cas  actuel,  les  familles  qui  répon- 
dent à   l'équation  /•  =  /,  on   obtient  une  série  de  surfaces,  sortes 
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d'hélicoïdes,  à  lignes  de  courbure  planes,  circulaires  dans  un  sys- 
lèmc,  transcendantes  dans  l'autre;  les  deux  familles  conjuguées 
sont  une  famille  de  cyclides  et  une  famille  de  surfaces  transcen- 
dantes à  lignes  de  courbure  planes. 

La  fin  du  Mémoire  de  M.  Adam  est  consacrée  à  la  recherche  de 
certaines  familles  à  lignes  de  courbure  planes  et  appartenant  à  des 
systèmes  orthogonaux. 
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NOTE  SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  EXACTES  HOMOGÈNES; 
Par  m.  Ed.  COMBESGURE. 

Soit 

df  =  Xi  dxi  -+-  X2  dx-i  -i- .  . .  -4-  X,i  dxii , 

où  les  fonctions  X  satisfont  aux  conditions  ordinaires  d'inlégra- 
bilité 

(a)  dXn^àX^^ 

dxk        àx/i 

Je  supposerai  que  ces  mêmes  fonctions  sont  homogènes,  leur 
degré  commun  d'homogénéité  étant  désigné  par  m.  On  aura, 
d'après  cela. 


jpres 


dX,  d\,  dX, 


et,   par  suite,  en  ajoutant  X,  aux  deux  membres  et  avant  égard 

aux  conditions  (a),  on  pourra  écrire  cette  équation  de  la  manière 

suivante  : 

d(xiXi-+-  x,_\o_  +  .  .  .-^.T„X„) 
ô^, =(m  +  .)X.. 

En  faisant,  pour  abréger, 

r,  Xi -I- .r,  Xa +  ...-(- r„  X„  =  \', 
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on  ïiLira  donc  les  cqunlions  compatibles 

Multipliant  par  <r/^,,  dx-^,^  . . .,  dx,i  et  ajoutant,  il  viendra  (m+  i 
étant  supposé  dilFérent  de  zéro) 

d\  =  (  /?i  -+-  I  )  df. 

donc 

.TiXi-f-roXo-i-.  ..-!-. r„\„ 

/=  -î-consl. 

•'  m  -4-  1 

Lorscpjc  m  -\-  i  est  égal  à  zéro,  les  équations  {a)  fournissent 

a  étant  une  constante  donnée  fpielconque.  Si  l'on  fait  la  substi- 
tution 

on  pourra  écrire 

A|  =   —   1  1,  Ao  =    —  Y2,  ....  X„  =   Y„, 

les  Y  ne  dépendant  que  des  (n  —  i)  variables  j'^i  •  •  •)  J'«-  L'équa- 
tion (b)  deviendra 

Yi  -f-j-iYo-v. .  .-H  JaY„  =  a, 

ce  qui  constitue   une  relation  nécessaire    entre  les  ("onctions    Y. 
On  aura  ensuite 

Xi  rfjTi -+-... -f-X„c?a7„  =  (Yi +72  Y2-l-...  +  Y«7«) — ^--\-\'2dy«-^...-h\ndj„, 

Xi 

c'est-à-dire 

X,  dxi  -f- . . .  4-  X/j  dxi  =  a  — ^-  +  Y2  dy^  -t- . . .  -h  ï,j  dy,i, 

Xi 

les  fonctions  Y^,  . . .,  Y„  satisfaisant  naturellement  aux  conditions 
d'intégrabilité,  conformément  à  leur  définition  ci-dessus. 
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NOTE  SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  BINOMES; 
Par  m.  Ed.  COMBESCURE. 

Soit  la  clifiTérentielle  binôme 

d\  =  x">(a-t-  b .X"  )P  clx. 

On  ]3eul  l'écrire 

1/'/      _"  'l\P 

dW  =  x"'^  ^\ax    ^+bx^)    clx. 

En  posant 

n  n 

ax     2  _|_  hx''-  =  t, 


d'où 


ax    2  —  i)x^  =  ^t-  —  4  <3^^j 
Ja  différentiation  de  la  première  de  ces  relations  donnera 


ax    '■*  —  bx^  )  —  =  dt 

'    X 


et,  par  suite 

dx  1         dt 


X  n^fi—ô^ab 

On  aura  donc 


np  . 

„,  2       m  +  i  +  -i-  tP  dt 

a  V  =  —    -  X  2    __^__^__ 

"-  s/f^—^ab 


où  il  faut  introduire  l'expression  de  x  déduite  de  l'une    ou   de 
l'autre  des  relations  équivalentes 

ibx^'  =  t  —  ^t^—  ^ab, 


lax    '^  =  t -{- ^ t-  —  4«^) 
En  prenant  la  première,  par  exemple,  on  aura 


{ib) 

I 
tti  +  \) 

n 

{t      s/f'     4«^)     " 
+  p 

On  voit  que,  si 

2(/?l  +  l) 
hJJ 

2  (  m  -4- 1 1 

/'       tP  dt 


i/t^—  ^ab 


est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  la  difTcrenticUe  proposée 
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sera  ramenée  à  Jcs  difTérenlielles  à  un  seul  paramètre  /•,  savoir 

V  dl 


\J  t- — \ab 
l'exposant  /•  pouvant  être  réduit  à  être  eompris  entre  o  et  i 

Exemples  :  i"  Pour  «i  =  o,  /;  =  (),/;=: —  -,  la  did'érentielle 

dx 


3 
proposée,  savoir 


est  ramenée,  sauf  un  facteur  numérique,  à 

_  1 
t    '■'■  dt 

\J1F-—  kah 

3 

ou,   en    posant  l  rr^  z^  et  négligeant  toujours    un  facteur  numé- 
rique, à 

dz 


\J  z^ —  ù^ab 
2°  Pour  ni  =  o,  /?  =  3,  /;  =  —  T.1  la  difl'érentielle 


3 
dx 


est  ramenée  à 

_  2 

t    ^  dt 

\J  t- —  ^ab 

_  3 

OU,  en  posant  t=i  z    '',  à 

dz 


v/i —  ^abz^ 


expression  qui  se  ramène  à  la  précédente  par  une  substitution 
z  :=:  gy^  g  étant  une  constante.  Ces  exemples  sont  ceux  que 
jM.  Serret  a  traités  par  deux  substitutions  un  peu  différentes.  La 
substitution  que  j'ai  présentée  en  commençant  peut  être  con- 
sidérée comme  une  généralisation  de  celle  de  M.  Serret,  pour  le 
premier  cas. 
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Il  n'csl  pas  inutile  de  rappeler  que  les  différentielles  binômes 
des  exemples  i"  et  p/'  peuvent  être  réduites  autrement  aux  inté- 
grales elliptiques,  comme  l'a  fait  voir  M.  Cayley  (  T/ie  Afessenger 
of  Mathematics,    t.    XI,    1881-82).    (Voir    le    BulleLin,    t.    X, 

'>.^  série). 
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BERTRAND  (J.).  —  Tiiermodvnamique.  i  vol.  in-8°.  Paris,  Gauthicr-Villars, 
1887. 

M.  J.  Bertrand  vient  de  publier  les  belles  Leçons  sur  la 
Thermodynamique  qu'il  a  professées  au  Collège  de  France  durant 
l'année  1886-1887.  Pour  rendre  compte  de  cet  important  Ouvrage, 
suivons  pas  à  pas  l'ordre  adopté  par  son  autexir. 

L'exposé  des  principes  fondamentaux  de  la  Théorie  mécanique 
de  la  chaleur  forme  l'objet  des  quatre  premiers  Chapitres;  dans 
cet  exposé,  M.  J.  Bertrand  suit  dans  ses  grands  traits  la  marche 
des  découvertes  qui,  partant  d'une  part  des  divinations  de  Sadi 
Carnot,  dignement  commentées  par  Clapeyron,  d'autre  part  des 
idées  de  Robert  Majer,  ont  abouti,  grâce  à  la  synthèse  de  R. 
Clausius,  à  créer  la  Thermodynamique  moderne. 

Toutefois,  en  prenant  l'ordre  historique  pour  fd  conducteur, 
M.  J.  Bertrand  ne  s'est  point  astreint  à  le  suivre  jusque  dans  les 
dernières  minuties.  «  Si  j'ai  groupé,  dit-il,  les  explications  prin- 
cipales autour  de  trois  noms  dont  le  temps  a  consacré  la  gloire, 
Sadi  Carnot,  Mayer  et  Clausius,  je  n'ai  pas  voulu,  dans  une  œuvre 
récente  encore,  chercher  la  tâche  et  faire  la  part  de  chacun.  Les 
meilleurs  juges  sont  divisés  avec  passion.  L'omission  de  certains 
noms  sur  lesquels  on  ne  se  partage  pas,  celui  de  sir  W.  Thomson 
particulièrement,  montre  suffisamment  ce  parti  pris  de  ne  pas 
écrire  l'histoire  de  la  théorie  nouvelle.  » 

L  L'étude  des  gaz-  parfaits  a  été  le  point  de  départ  de  la 
Théorie  de  la  chaleur.  Laplace  et  Poisson,  dans  des  travaux  dont 
on  ne  saurait  trop  admirer  la  sagacité,  en  ont  établi  les  plus  beaux 
résultats.  L'idée  d'associer  une  chaleur  spécifique  particulière  à 
chaque  mode  de  transformation  d'un  corps,  la  découverte  de  la 
relation  qui  existe  entre  les  deux  chaleurs  spécifiques  sous  pres- 
sion constante  et  sous  volume  constant,  d'une  part,  et  les  lois  de 
la  détente,  d'autre  part,  l'application  de  cette  relation  à  la  théorie 
de  la  propagation  du  son,  sont  autant  de  titres  qui,  à  eux  seuls, 
suffiraient  à  placer  les  deux  illustres  géomètres  au  premier  rang 
parmi  les  physiciens  du  siècle. 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  2'  série,  t.  XF.  (Décembre  1887.)  18 
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Tous  ces  résultats  cependant  ont  été  obtenus  en  partant  d'une 
hypollicsc  erronée,  aujourd'hui  condamnée.  Pour  Laplace  et  pour 
Poisson,  les  [)hénomcnes  de  la  chaleur  étaient  les  manifestations 
d'un  fluide  impondérable,  le  calorique.  Lorsqu'un  corps  perdait 
ou  gagnait  une  certaine  quantité  de  chaleur,  il  perdait  ou  gagnait 
une  certaine  quantité  de  calorique.  Lorsque,  après  avoir  parcouru 
un  cycle  de  transformations,  le  corps  revenait  à  son  état  initial,  il 
avait,  en  y  arrivant,  la  même  quantité  de  chaleur  ou  de  calorique 
qu'en  le  quittant.  L'expression  de  cjuanlité  de  chaleur  contenue 
en  un  corps  avait  alors  un  sens;  elle  représentait  une  fonction 
uniforme  de  l'état  du  corps. 

Heureusement,  une  circonstance  que  les  progrès  ultérieurs  de 
la  Thermodynamique  ont  permis  de  préciser  laisse  toute  leur 
valeur  aux.  conséquences  (jue  Laplace  6t  Poisson  ont  déduites  de 
cette  hypothèse  erronée,  toutes  les  fois  que,  pour  les  obtenir,  ils 
n'ont  fait  subir  au  corps  que  des  transformations  infiniment 
petites. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  toutes  les  conséquences  que  l'on 
peut  déduire  de  cette  hypothèse.  Ainsi  Sadi  Carnot  en  a  déduit 
la  loi  suivante  :  Les  deux  chaleurs  spécifiques  d'un  gaz,  à  pression 
constante  et  à  volume  constant,  ont  une  difierence  constante;  cha- 
cune d'elles  varie,  cà  une  même  température,  proportionnellement 
au  logarithme  du  volume  occupé  par  la  masse  gazeuse.  Cette  loi 
est  aujourd'hui  inacceptable  :  les  expériences  de  Regnault  ont 
appris  que,  pour  les  gaz  parfaits,  la  chaleur  spécifique  sous  pres- 
sion constante  est  à  peu  près  indépendante  du  volume  occupé  par 
la  masse  de  gaz. 

«  Carnot,  dit  M.  Bertrand,  dans  le  travail  mémorable  dont 
l'importance  a  été  si  grande,  regardait  le  calorique  comme  une 
substance.  Il  admettait,  par  une  conséquence  nécessaire,  que  les 
caloriques  spécifiques  d'un  gaz  croissaient  proportionnellement 
au  logaritlune  du  volume.  Toutes  les  parties  de  sa  théorie  étaient 
logiquement  enchaînées.  Aucun  raisonnement,  sans  l'intervention 
d'expériences  précises,  ne  pouvait  en  démontrer  l'inexactitude.  » 

IL  Cette  hypothèse  inexacte,  plus  féconde  en  conséquences 
vraies  que  bien  des  vues  exactes,  domine  les  idées  de  Carnot. 

C;irn<it,  frappé  jinr  l'imporlnnre,  de  |our  en  jour  grandissante. 
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des  moteurs  à  feu,  et  des  projets  chimériques  et  ruineux  engendrés 
par  Je  désir  de  perfectionner  indéfiniment  ces  moteurs  et  d'ac- 
croître leur  rendement,  se  propose  de  trouver  la  limite  supérieure 
de  ce  rendement.  Persuadé  que  la  chaleur  ne  saurait  se  détruire^ 
Carnot  admet  que  tout  moteur  à  feu  est  un  moyen  d'emprunter 
au  foyer  une  certaine  quantité  de  chaleur  et  de  la  restituer  inté- 
gralement au  réfrigérant.  Pendant  ce  transport,  le  moteur  effectue 
un  certain  travail.  Le  rapport  du  travail  effectue  à  la  qucmlité  de 
chaleur  mise  enjeu,  est  le  coefficient  économique. 

Pour  que  le  coefficient  économique  soit  maximum,  d'après 
Carnot,  il  faut  tout  d'abord  que  toute  la  chaleur  fournie  au  moteur 
le  soit  à  une  même  température  T,,  que  toute  la  chaleur  cédée 
par  le  moteur  à  l'extérieur  le  soit  à  une  autre  même  température 
To,  c'est-à-dire  que  la  série  des  états  par  lesquels  passe  le  moteur 
pendant  une  période  entière  de  fonctionnement  forme  ce  qu'on 
a  appelé  depuis  un  cycle  de  Carnot.  Il  faut  ensuite,  Carnot  l'admet 
sans  démonstration,  que  le  cycle  ainsi  décrit  soit  réversible  ;  ainsi 
est  introduite,  pour  la  première  fois,  en  Thermodynamique,  cette 
notion  de  réversibilité  dont  la  définition  précise  et  l'emploi  rigou- 
reux dans  les  démonstrations  donnent  lieu  à  des  difficultés  bien 
grandes  et  pourtant  bien  négligées  des  physiciens. 

Ces  conditions  une  fois  remplies  par  le  moteur  à  feu,  Carnot 
énonce  cette 'conséquence,  qui  dut  paraître,  au  moment  où  fut 
publié  l'écrit  Sur  la  puissance  motrice  du  feu,  un  bien  étrange 
paradoxe  :  le  coefficient  économique  d'un  moteur  ne  dépend  point 
des  substances  dont  la  transformation  assure  la  marche  de  ce  mo- 
teur; il  dépend  exclusivement  des  deux  températures  auxquelles 
ont  lieu  le  gain  et  la  perte  de  chaleur. 

«  Si,  écrit  M.  Bertrand,  interprétant  Je  raisonnement  par  lequel 
Carnot  est  arrivé  à  ce  résultat,  une  machine  thermique  parfaite, 
dans  sa  marche  directe,  ofiVait  plus  d'avantages  qu'une  autre,  éga- 
lement parfaite,  c'est-à-dire  si,  pour  une  même  quantité  de  cha- 
leur dépensée  et  pour  une  même  chute  de  température,  eJle  pro- 
duisait plus  de  travaiJ,  l'autre,  dans  la  marche  inverse,  prendrait 
l'avantage  et  permettrait,  avec  moins  de  travail,  de  faire  remonter 
du  cor[)s  froid  sur  le  corps  cliaud  la  chaleur  transportée  par  Ja 
première.  On  pourrait  ainsi,  en  associant  Jcs  deux  machines,  l'une 
dans  Je  sens  direct,  J'autre  dans  le  sens  inverse,  créer,  sans  dépense 
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de  clialeur  et  sans  cliute  de  température,  une  quantité  de  travail  égale 
à  l'excès  du  travail  produit  par  la  première  machine  sur  celui  que 
dépense  la  seconde.  » 

((  Glapeyron,  en  appliquant  le  théorème  de  Carnot,  dit  M.  Ber- 
trand, a  considéré  exclusivement  des  cycles  infiniment  petits.  Le 
choix  présente  deux  avantages....  L'autre  avantage  attaché  à 
remploi  d'un  cycle  infiniment  petit  a  été  fortuit.  Glapeyron  ne  l'a 
ni  prévu  ni  connu,  mais  il  en  a  profité.  L'énoncé  de  Carnot  con- 
tient une  erreur.  ...  La  quantité  de  chaleur  désignée  par  Q  y  re- 
présente indifféremment  la  quantité  de  chaleur  versée  pendant  le 
parcours  de  l'un  des  côtés  isothermes  du  cycle,  ou  abandonnée 
sur  l'autre.  Pour  Glapeyron,  comme  pour  Carnot,  l'égalité  de  ces 
quantités  de  chaleur  est  évidente.  Cette  erreur  pouvait  avoir  de 
graves  conséquences.  La  difTérence,  regardée  comme  nulle,  est, 
en  vertu  d'un  théorème  aujourd'hui  démontré,  proportionnelle  à 
la  surface  du  cycle.  Elle  est  donc,  pour  un  cvcle  infiniment  petit, 
infiniment  petite  du  second  ordre  et,  grâce  à  cette  circonstance, 
les  conséquences  d'im  j)rincipe  que  personne  aujourd'hui  ne  vou- 
drait accepter  peuvent  être,  dans  ce  cas,  suivies  sans  erreur.  » 

Au  nombre  de  ces  conséquences  doit  être  rangée  une  équation, 
due  à  Glapeyron,  dont  l'importance  en  Physique  est  aujourd'hui 
incontestée.  Je  veux  parler  de  la  relation 

qui  lie  la  chaleur  L  de  vaporisation  d'un  liquide  aux  volumes  spé- 
cifiques s  et  (7  de  la  vapeur  et  du  liquide,  à  la  tension  p  de  la 
vapeur  saturée  et  à  une  certaine  fonction  ^t(T)  de  la  température. 
Jonction  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  fonction  de  Carnot. 

Glapeyron  n'a  point  déterminé  cette  fonction.  Aujourd'hui,  cMo 
est  connue;  Glausius  a  montré  qu'elle  était  le  quotient  de  l'équi- 
valent mécanique  de  la  chaleur  par  la  température  absolue.  Mais 
celte  détermination  repose  sur  l'idée  de  la  transformation  de  la 
chaleur  en  travail  que  Glapeyron  ne  possédait  pas.  M.  Bertrand 
fait  remarquer  que  l'idée,  admise  par  Glapeyron,  que  le  calorique 
est  indestructible,  peut,  elle  aussi,  conduire  à  la  détermination  de 
cette  fonction.  Le  résultat,  très  difTérent  de  celui  qui  est  admis 
aiijourd'lnii,   conduit  à  (^etto  con^rcjucnce  que  le  coefficient  éco- 
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nomique  d'un  moteur  parfait  est  proportionnel  à  la  difTérence  des 
logarithmes  des  deux  températures  auxquelles  ont  lieu  les  échanges 
de  chaleur. 

«  Le  raisonnement  seul,  dit  M.  Bertrand,  permettrait  de  con- 
damner la  forme  de  la  fonction  déduite  du  principe  de  Carnot. 
Une  remarque,  aujourd'hui  décisive,  aurait  été,  sans  doute,  il  v  a 
un  demi-siècle,  jugée  sans   importance.   La  fonction  /T,  —  /ï„, 

T 

égale  au  logarithme  du  rapport  ~,  peut  grandir  sans  limite  si  la 

température  T(,  de  la  source  froide  est  suffisamment  rapprochée 
du  zéro  absolu.  Si  la  formule  est  acceptée,  le  rapport  de  la  quan- 
tité de  travail  produit  à  la  chaleur  mise  en  œuvre  n'aurait  pas  de 
limite  supérieure;  la  puissance  de  travail  d'un  corps  chaud  serait 
infinie.  » 

IlL  Les  idées  de  Carnot  nécessitent  donc  un  complément;  les 
idées  de  Robert  Mayer  leur  ont  apporté  ce  complément.  Mais, 
comme  si  aucun  grand  progrès  n'eût  pu  s'accomplir  dans  la  théorie 
de  la  chaleur  sans  que  le  nom  de  Sadi  Carnot  y  fût  attaché,  les 
vues  de  Carnot  avaient  devancé  celles  de  Mayer.  Quelques  notes 
manuscrites,  publiées  seulement  en  i8yi  par  le  frère  de  Carnot, 
ont  révélé  ce  nouveau  titre  de  gloire  du  physicien  français,  sans 
diminuer  en  rien  ceux  de  l'illustre  médecin  de  Heilbronn. 

«  La  chaleur  n'est  autre  chose  que  la  puissance  motrice,  écrit 
Carnot,  ou  plutôt  que  le  mouvement  qui  a  changé  de  forme;  c'est 
un  mouvement  dans  les  particules  du  corps.  Partout  où  il  y  a  des- 
truction de  puissance  motrice,  il  y  a  en  même  temps  production 
de  chaleur  en  quantité  précisément  proportionnelle  à  la  quantité 
de  puissance  motrice  détruite.  Réciproquement,  partout  où  il  y 
a  destruction  de  chaleur,  il  y  a  production  de  puissance  mo- 
trice... 

»  On  peut  poser,  en  thèse  générale,  que  la  puissance  niolrice 
est  en  quantité  invariable  dans  la  nature;  qu'elle  n'est  jamais,  à 
proprement  parler,  produite  ou  détruite.  A  la  vérité,  elle  change 
de  forme,  c'est-à-dire  qu'elle  produit  tantôt  un  genre  de  mouve- 
ment, tantôt  un  autre,  mais  elle  n'est  jamais  anéantie.  » 

»  D'après  quelques  idées  que  je  me  suis  formées  sur  la  théorie 
de  la  chaleur,    la   production  de    x    unité  de  puissance   motrice 
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(iooo''8  élevés  à  i™)  nécessile  la  destruction  de  2,^0  unités  de 
chaleur.  » 

Carnot  avait  nettement  défini  l'équivalent  mécanique  de  la  cha- 
leur et  la  mesure  qu'il  en  donne  surpasse  en  exactitude  celle  que 
Robert  Mayer  obtint  quinze  ans  plus  tard. 

Robert  Maycr,  après  avoir  défini  l'équivalent  mécanique  de  la 
chaleur,  se  propose  d'en  déterminer  la  grandeur-,  la  comparaison 
des  deux  chaleurs  spécifiques  d'un  gaz  lui  en  fournit  le  moyen. 
L'excès  de  la  quantité  de  la  chaleur  employée  pour  échaufTer  un 
gaz  à  pression  constante  sur  la  quantité  de  chaleur  employée 
pour  réchauffer  à  volume  constant  représente  la  quantité  de  cha- 
leur équivalente  au  travail  subi  par  la  pression  extérieure  pendant 
que  le  gaz  se  dilate  à  température  constante. 

Cette  proposition,  prise  par  Mayer  comme  point  de  départ  de 
la  détermination  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  doit  son 
exactitude  à  ce  fait  que  l'expansion  d'un  gaz  à  température  con- 
stante n'entraîne  aucun  travail  intérieur.  Mayer  connaissait-il 
l'expérience  de  Gay-Lussac  qui  démontre  cette  absence  de  travail 
intérieur?  On  l'a  nié;  on  a  affirmé  que  c'était  par  un  hasard  heu- 
reux, dont  il  n'avait  pas  le  mérite,  que  Mayer  a  évité  l'erreur;  le 
jugement  est  injuste;  comme  il  arrive  souvent,  ceux  qui  ont  con- 
damné Maycr  n'avaient  pas  ouvcit  son  livre;  ils  auraient  pu  y  lire 
le  passage  suivant  : 

<(  Gay-Lussac  a  montré  qu'un  fiuide  élastique  qui  s'écoule  d'un 
vase  j)lein  dans  un  autre  vase  de  même  volume  oîi,  préalablement, 
on  a  fait  le  vide,  se  refroidit  dans  le  premier  ballon  autant  qu'il 
se  réchauffe  dans  le  second.  Il  en  résulte  qu'un  poids  donné  de 
fluide  élastique  peut  doubler,  quadrupler  de  volume,  ou  occuper 
un  espace  plus  grand  encore  sans  qu'il  y  ait  changement  de  tem- 
pérature, et  que  l'expansion  d'un  gaz  ne  produit  par  elle-même 
aucune  dépense  de  chaleur.  Le  gaz,  au  contraire,  quand  il  se 
dilate  en  sunnoiilaiU  une  pression,  subit  un  changement  de  tem- 
pérature. » 

Après  avoir  cité  ce  passage,  M.  Bertrand  ajoulc  : 

«  Les  mots  111} ter  eineni  Drucke  sont  imprimés  en  lettres 
capitales.  Mayer  prévoyait-il  qu'on  ne  les  regarderait  pas?  » 

[^a  méthode  de  Maycr  pour  délerminer  l'équivalent  mécanique 
de  la  chaleur  était  peu  précise.  Joule  inventa,  j)our  en  trouver  la 
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valeur  avec  précision,  d'admirables  méthodes  expérimentales,  de- 
venues aujourd'hui  classiques,  qui  ont  assuré  au  nouveau  principe 
toute  la  confiance  des  physiciens. 

«  IV.  Clausius,  dit  M.  Bertrand,  a  fait  preuve  de  modestie  en 
conservant  au  ihéorème  qui  fait  l'objet  de  ce  Chapitre  le  nom 
illustre  de  Carnot.  Carnot,  dans  son  admirable  Opuscule,  a  étudié 
seulement  le  cycle  qui  porte  son  nom.  Dans  l'énoncé  des  théorèmes 
relatifs  à  ce  cycle  il  laisse  subsister  une  fonction  inconnue;  Clau- 
sius a  transformé  l'énoncé,  l'a  rendu  applicable  à  tous  les  cas, 
déterminé  la  fonction  inconnue  et  remplacé,  dans  la  démonstra- 
tion, des  hypothèses  inacceptables  par  un  postiilatam  qui  n'a 
jamais  été  mis  en  défaut.  » 

Pour  apprécier  la  portée  immense  de  l'œuvre  de  Clausius, 
représentons-nous  l'état  de  la  science  de  la  chaleur  au  moment  où 
parut  son  premier  Mémoire. 

Cette  science  se  composait  alors  de  deux  parties  disparates  et 
contradictoires.  L'une  |)arlait  de  cette  hypothèse  qu'un  corps 
pris  dans  un  état  donné  renferme  une  quantité  déterminée  de 
calorique.  Elle  était  riche  en  grandes  découvertes.  Elle  avait 
fourni  la  théorie  des  gaz  et  les  théorèmes  fondamentaux  sur  Ja 
puissance  motrice  du  feu.  Elle  avait  pour  elle  l'autorité  de  Laplace, 
de  Poisson,  de  Carnot  et  de  Clapeyron. 

L'autre  soutenait  que  la  chaleur  peut  être  détruite  pour  engen- 
drer une  quantité  équivalente  de  travail.  Inaugurée  par  Mayer, 
elle  était  appuyée  par  les  belles  expériences  de  Joule,  et  Helm- 
holtz,  dans  son  Opuscule  Sur  la  conservation  de  la  force,  en 
poussait  les  conséquences  dans  toutes  les  branches  de  la  Physique. 

Que  devait  faire  le  phvsicien  en  présence  de  ce  désaccord? 
Comment  adopter  à  la  fois  deux  théories  dont  les  principes  étaient 
incompatibles?  Comment  rejeter  l'une  ou  l'autre  de  ces  théories  si 
fécondes?  Le  meilleur  parti  n'était-il  pas  de  suivre  sans  idée  pré- 
conçue les  conséquences  de  chacune  d'elles,  comptant  sur  les  dé- 
couvertes expérimentales  de  l'avenir  pour  résoudre  la  question? 
C'est  du  moins  celui  que  Sir  W.  Thomson  proposait  dans  un 
Mémoire  important  o\x  il  poursuivait  les  vues  de  Carnot  et  de 
Clapeyron,  malgré  les  idées  de  Mayer  et  de  Joule  dont  il  admettait 
l'exactitude. 
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C'est  au  milieu  de  ce  trouble  f|ue  paraît  le  Mémoire  de  R.  Clau- 
s'nisSa?'  la  puissance  molticc  de  la  chaleur.  Après  avoir  énoncé, 
pour  la  première  fols,  d'une  manière  nelle  et  précise,  le  principe  de 
l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail,  en  introduisant  la  notion 
d'énergie  interne,  le  jeune  professeur  de  Bonn  affirmait  que  ce 
nouveau  principe,  en  détruisant  les  fondements  de  la  théorie  de 
Sadi  Carnot,  en  laissait  subsister  les  conséquences  en  les  complé- 
tant, L'hvpothèse  inacceptable  de  l'invariabilité  du  calorique 
devait  seulement  cti'e  remplacée  par  un  postulatum  obtenu  en  gé- 
néralisant ce  que  nous  enseigne  l'expérience  la  plus  vulgaire  :  dans 
un  système  donné,  un  corps  de  température  déterminée  ne  peut 
s'échaufï'er  aux.  dépens  d'un  corps  à  plus  basse  température  si  l'é- 
nergie interne  du  système  ne  subit  aucune  variation  et  si  les 
forces  externes  n'elTectuent  aucun  travail. 

Moyennant  ce  postulatum,  Clausius  démontrait  que  le  rapport 
du  travail  cfTectué  à  la  chaleur  fournie  par  le  foyer  a  pour  valeur, 
dans  un  moteur  qui  fonctionne  suivant  un  cycle  de  Carnot  entre 
les  températures  To  et  T,, 

E(T,-To) 

E  étant  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  ce  qui  était  la  forme 
nouvelle  du  principe  de  Carnot.  L'équation  donnée  par  Clapeyron 
entre  la  chaleur  de  vaporisation  devenait  alors,  par  la  détermina- 
tion de  la  fonclion  de  Carnot, 

L=iT(.,-,)^. 

Clausius  en  déduisait  les  valeurs  de  la  densité  de  la  vapeur  d'eau 
saturée  et  les  expériences  ingénieuses  de  Fairbairn  et  Tate,  faites 
en  même  temps  par  des  physiciens  qui  ignoraient  les  travaux  de 
Clausius,  apportaient  a  l'équation  ainsi  précisée  une  puissante 
confirmation,  tandis  que  J.  Thomson,  prévoyant  au  moyen  de  la 
même  équation  la  variation  du  point  de  fusion  de  la  glace  avec  la 
pression,  préparait  un  nouveau  triomphe  à  la  théorie.  Enfin,  dans 
ce  même  premier  Mémoii'c,  Clausius  introduisait  la  notion  de  la 
chaleur  spécifique  de  vapeur  saturée,  montrait  au  moyen  des 
données  fournies  par  Regnault  (jue,  pour  la  vapeur  d'eau,  celle 
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chaleur  spécifique  devait  être  négative  et  en  déduisait  cette  con- 
séquence, si  paradoxale  en  apparence,  mais  si  féconde  pour  la 
théorie  de  la  machine  à  vapeur,  que  la  vapeur  d'eau  saturée  et 
sèche  se  condense  en  partie  dans  une  détente  adiabatique;  con- 
séquence qui,  vérifiée  plus  tard  par  les  expériences  de  M.  Hirn, 
doit  être  placée  au  nombre  des  grandes  vérités  que  la  théorie  a 
fait  j)révoir. 

Quelques  années  plus  tard,  Clausius  complétait  ce  premier  Mé- 
moire en  étendant  l'énoncé  du  théorème  de  Carnot  à  tous  les 
cycles  possibles.   Pour  toutes  les  transformations  réversibles,  le 

quotient  —  de  la  quantité  de  chaleur  absorbée  par  la  température 

absolue  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  l'état  du  sys- 
tème, Xentropie,  en  sorte  que,  pour  tout  cycle  fermé  réversible, 

l'intégrale  /  -7^  est  nulle;  elle  est  négative  pour  tout  cycle  fermé 

non  réversible. 

Sadi  Carnot  a  prévu  les  deux  grandes  lois  de  la  Thermodyna- 
mique. Clausius  lésa  énoncées  sous  une  forme  précise  et  générale, 
en  a  compris  l'accord  et  en  a  déduit  une  théorie  de  la  chaleur.  Ces 
deux  grands  noms  dominent  toute  la  Thermodynamique  :  l'un  en  a 
été  le  précurseur,  l'autre  le  législateur;  ils  sont  inséparables,  et, 
si  nous  osions  émettre  ici  notre  humble  avis,  nous  demanderions 
à  M.  J.  Bertrand  la  permission  de  ne  point  trouver  injuste  l'usage 
commençant,  qui,  en  donnant  à  la  seconde  loi  de  la  théorie  de  la 
chaleur  la  dénomination  ée  principe  de  Carnol-Clausius,  unit  au 
nom  de  notre  illustre  compatriote  le  nom  de  celui  qui  a  vraiment 
fait  revivre  ses  découvertes  et  en  a  assuré  la  fécondité. 

En  affirmant  nettement  et  hautement  la  grandeur  du  rôle  joué 
par  Clausius  dans  la  création  de  la  science  qui  nous  occupe, 
M.  Bertrand  a  ramené  aux  lois  de  la  justice  et  de  l'impartialité 
l'histoire  de  la  Thermodynamique,  qui  semblait  s'en  être  affranchie. 

V.  Dans  les  sept  Chapitres  suivants,  intitulés  :  Equations 
diJJ'érenlielles.  Fonctions  caractéristicjues.  Quelcjues  théo- 
rèmes. Quelques  problèmes.  Quelques  applications.  La  con- 
densation pendant  la  détente.  Cycle  de  la  vapeur  et  dia- 
gramme des  machines,  M.  J.  Bertrand  étudie  les  conséquences 
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générales  ou  particulières  des  principes  posés  dans  les  quatre  pre- 
miers Chapitres. 

Pour  ne  point  prolonger  au  delà  de  toute  limite  ce  compte 
rendu,  nous  nous  bornerons  à  exposer  les  plus  neuves  parmi  ces 
conséquences  :  elles  ont  trait  à  la  recherche  des  formules  propres 
à  représenter,  en  fonction  de  la  température,  la  tension  de  vapeur 
saturée  d'un  liquide. 

Une  première  formule  est  démontrée  par  M.  Bertrand  en  su|)- 
jiosanl  constante  la  chaleur  s[)éciriquc  du  licpiide  et  en  appliquant 
à  la  vapeur  toutes  les  lois  l'elatives  aux  gaz  parfaits.  La  formule  à 
laquelle  on  parvient  ainsi  a  été  autrefois  indiquée  par  Athanase 
Dupré.  Elle  est  la  suivante 

\o'rp  =  a—  rp  —  clo-T, 

a,  h,  c  étant  trois  constantes. 

Cette  formule  représente  avec  une  assez  grande  exactitude, 
lorsqu'on  y  donne  à  a^  b^  c  des  valeurs  convenablement  choisies, 
les  tensions  de  vapeur  de  l'eau,  de  l'éther,  de  l'alcool,  de  l'éther 
chlorhydi'ique,  du  chloroforme,  du  sulfure  de  carbone,  du  chlorure 
de  carbone,  de  l'acide  sulfureux,  de  l'ammoniaque,  du  protoxjde 
d'azote,  de  l'acide  carbonique,  de  l'essence  de  térébenthine,  de 
l'hydrogène  sulfuré,  de  l'espril-dc-bois,  du  mercure  et  du  soufre. 

<(  La  formule  obtenue  par  Dupré,  dit  M.  Bertrand,  s'accorde 
avec  l'expérience  d'une  manière  très  remarquable.  L'erreur  ne 
dépasse,  dans  aucun  cas,  les  incertitudes  des  mesures  les  plus 
soigneusement  prises. 

»  11  n'en  faut  pas  conclure  l'exactitude  théorique  de  la  loi  ainsi 
exprimée.  Nous  avons,  pour  trouver  cette  loi,  attribué,  contrai- 
rement aux  faits,  les  propriétés  des  gaz  parfaits  aux  vapeurs  voi- 
sines du  point  de  saturation.  L'hypothèse  n'est  pas  justifiée. 

»  Pour  apprécier  l'importance  de  l'accord  obtenu,  il  ne  faut  pas 
oublier  que  trois  constantes  ont  été  laissées  arbitraires  dans  la 
formule.  Le  calcul  les  rattachait  aux  propriétés  spécifiques  du 
corps  étudié;  nous  n'en  avons  pas  tenu  compte.  Les  constantes 
ont  été  choisies  de  manière  à  rendre  la  l'ormule  exacte  ])our  trois 
valeurs  de  la  température.   » 

Voici  maintenant  une  autre  formule  dans  hupielle  une  place 
bien  moindre  est  laissée  au  choix  arbitraire  des  constantes  : 
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Supposons  que  les  deux  chaleurs  spécifiques  d'une  vapeur 
soient  fonction  seulement  de  la  température  et  non  de  la  pression. 
Povir  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  nécessaire,  d'après  M.  Bertrand,  que 
l'on  ait  entre  la  pression,  le  volume  et  la  température  de  la  vapeur 

la  relation 

pv 
=!^ =  const., 

Th-  [^ 

[x  étant  une  constante.  Pour  la  vapeur  d'eau,  on  trouve  que  l'on  a 

sensiblement 

pv 


127 


=  '^,47. 


ce  qui  semble  montrer  que  l'hypothèse  faite  sur   les  caloriques 
spécifiques  est,  dans  ce  cas,  voisine  de  la  vérité. 
Cela  étant,  de  la  relation  générale 

L  =  AT(.-a)||, 

et  de  l'équation 

L  =  800  —  0,705  T, 

qui  représente  fort  exactement  le  résultat  des  recherches  de  Re- 
gnault  sur  la  chaleur  de  vaporisation  de  l'eau,  on  trouve  la  for- 
mule 

T79,7U 
P  -     ^  ^T  +  127)88.«35  • 

G  étant  une  constante  qui  se  détermine  par  un  cas  particulier,  en 
exprimant  par  exemple  que,  pour  T  =  S^S,  on  a  /^  =  760. 

«  La  formule,   comparée  aux  Tables,  dit  M.  Bertrand,  donne 
des  résultats  remarquablement  exacts.   » 

Le  rapport     ^  ^. — —  n'est  pas,  en  général,  pour  un  liquide,  une 

quantité  indépendante  de  T;  les  Tables  de  Zeuner  montrent  ce- 
pendant que  ce  rapport  est  à  peu  près  constant  pour  certains  li- 
quides entre  certaines  limites  de  température.  Pour  ces  liquides, 
on  doit  avoir,  comme  le  démontre  ]\L  Bertrand, 

p  =  GTl^, 

G  et  [Ji  étant  deux  constantes.  Cette  formule  concorde  avec  l'expé- 
rience précisément  dans  les  limites  où  l'hypothèse  prise  pour 
point  de  départ  est  vérifiée. 
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Pour  la  plupart  des  liquides,  le  rapport  ^^-^ —   n'est    pas 

constant;  mais  il  peut  être  représenté  par  une  formule  linéaire  de 
la  forme 

On  a  alors,  comme  le  démontre  M.  Bertrand,  pour  relation  entre 
la  tension  de  vapeur  saturée  et  la  température, 

a 

Cette  relation  s'applique  très  exactement  à  l'eau,  à  l'alcool,  à 
l'éther,  à  l'acide  carbonique,  au  chloroforme,  à  l'ammoniaque,  au 
sulfure  de  carbone,  au  chlorure  de  carbone,  à  Tacidc  sulfureux, 
au  soufre,  au  mercure,  au  chlorure  de  bore,  au  chlorure  de  sili- 
cium, au  chlorure  de  cyanogène,  au  chlorure  de  phos|)hore,  à 
l'éther  chlorhydrique,  au  protoxyde  d'azote,  à  l'esprit-de-bois,  à 
l'hydrocarbure  de  brome,  à  l'éther  bromhydrique,  à  la  benzine,  à 
l'hydrogène  sulfuré  et  à  l'essence  de  térébenthine. 

M.  J.  Bertrand  applique  ensuite  des  considérations  analogues 
aux  phénomènes  de  dissociation  et  parvient  à  représenter  les  ten- 
sions de  dissociation  des  chlorures  ammoniacaux  par  des  formules 
semblables  à  celles  (ju'il  a  adoptées  pour  les  tensions  de  vapeur. 

VI.  «  Je  serai  très  bref,  dit  M.  Bertrand,  sur  les  cycles  irré- 
versibles; les  démonstrations  et  les  énoncés  mêmes  de  leurs  pro- 
priétés me  paraissent  jusqu'ici  manquer  de  rigueur  et  de  préci- 
sion.... 

Je  m'étendrai  moins  encore  sur  un  théorème  dont  on  a  fait  de 
nombreuses  applications.  Les  démonstrations  proposées  jusqu'ici 
ne  rendent  pour  moi  le   théorème   ni  certain,    ni    vraisemblable. 

»  L'intégrale  /  -7.^,  qui  est  nulle  pour  un  cycle  fermé  réver- 
sible, a  pour  lout  autre  une  \aleur  négalive.  L'auteur  d'un  excel- 
lent Livre  sur  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  M.  de  Saint- 
Robert,  sans  exprimer  une  opinion  contraire  à  la  théorie  devenue 
presque  classique,  s'est  borné  à  transcrire  la  page  consacrée  par 
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Verdel  à  la  démonstration  sur  laquelle  il  semble  par  là  décliner 
toute  responsabilité  personnelle  — 

)>  En  m'abstenant  de  traiter  les  questions  auxquelles  on  a  mêlé 
la  considération  de  cycles  irréversibles,  je  donnerai  deux  résultats 
obtenus  en  cherchant  à  préciser  cette  étude,  restée  pour  moi  trop 
difficile  et  trop  vague,   n 

Le  premier  de  ces  résultats  est  le  suivant  ;  lorsque  les  divers 
points  d'un  corps  sont  à  des  températures  différentes,  les  échanges 
de  chaleur  qui  s'effectuent  par  conductibilité  entre  les  diverses 
parties  de  ce  corps  ont  toujours  pour  effet  d'accroître  la  somme  des 
entropies  des  éléments  en  lesquels  ce  corps  peut  être  décomposé. 

Le  second  de  ces  résultats  peut  s'énoncer  ainsi  :  La  somme  des 
entropies  de  deux  masses  du  même  gaz  qui  occupent  des  volumes 
différents,  sous  des  pressions  différentes  à  des  températures  dif- 
férentes, est  moindre  que  l'entropie  du  mélange  que  l'on  obtient 
en  laissant  communiquer  les  deux  récipients. 

«  Les  deux  exemples  précédents,  ajoute  M.  Bertrand,  sont 
dignes  d'intérêt,  mais  ils  n'autorisent  pas  à  regarder  le  théorème 
général  comme  démontré. 

»  11  faudrait  commencer  par  préciser  l'énoncé,  et,  dans  beau- 
coup de  cas,  cela  paraît  fort  difficile.    » 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  Chapitre  consacré  à  l'étude  des 
courants,  du  travail  de  l'Électricité,  du  transport  de  la  force. 
Nous  nous  contenterons  de  le  signaler  pour  ne  point  dépasser  les 
bornes  qui  doivent  limiter  l'étendue  de  notre  analyse.  Quelque 
longue  qu'elle  puisse  paraître  au  lecteur,  elle  est  certainement 
bien  incomplète  :  nous  n'avons  pu  signaler  toutes  les  vues  nou- 
velles et  profondes  répandues  dans  les  différentes  parties  de  l'Ou- 
vrage; cette  publication  nouvelle  d'un  maître  illustre  marquera, 
nous  croyons  pouvoir  l'affirmer,  une  date  dans  l'histoire  de  la 
Thermodynamique;  écrite  dans  ce  langage  élégant  et  lucide  qu'il 
est  superflu  de  louer,  elle  contient,  en  même  temps  qu'un  exposé 
magistral  des  principes  fondamentaux,  les  applications  les  plus 
propres  à  intéresser  les  physiciens  et  contribuera,  dans  une  large 
mesure,  à  répandre  le  goût  d'une  science,  qui  a  déjà  fait  ses 
preuves  mais  dont  l'avenir  est  pour  ainsi  dire  sans  limite. 

l>.    D. 


.26,.  PREMIÈRE   PARTIE. 

JORDAN.  —  Cours  d'Analyse  a  l'École  Polytechnique.  Tome  III  ('). 
Calcul  intégral.  Équations  dijfércntleUcx.  i  vol.  in-8";  xiv-6i5  p.  Paris, 
Gauthicr-Villars;  1887. 

La  publication  du  troisième  Volume  du  Cours  d'Analyse  de 
M.  Jordan  était  d'autant  plus  désirée  qu'un  Ouvrage  didactique 
sur  la  théorie  des  équations  difTérenlicIlcs  faisait  défaut.  Le  nom 
de  l'auteur,  les  belles  leçons  qu'il  avait  faites  récemment  au  Col- 
lège de  France  sur  ce  sujet,  donnaient  à  espérer  que  cette  théorie 
serait  traitée  avec  l'ampleur  désirable.  L'espoir  de  personne  n'aura 
été  déçu.  Nous  allons  passer  rapidement  en  revue  les  matières 
contenues  dans  ce  Volume.  Il  comprend  quatre  Chapitres  et  un 
Appendice. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  aux  équations  dilTérentielles 
ordinaires.  Après  avoir  rappelé  que  le  Calcul  différentiel  conduit 
à  de  telles  équations,  l'auteur  montre  comment  un  système  d'équa- 
tions difierentielics  peut  être  ramené  à  la  forme  normale  et 
comment,  d'un  autre  coté,  on  peut  en  faire  dépendre  l'intégration 
de  l'intégration  d'une  équation  dilférenlielle  ne  contenant  qu'une 
seule  inconnue;  il  signale  en  passant  le  cas  des  équations  diffé- 
rentielles algébriques,  introduit  les  notions  connexes  de  solution 
propre  et  d'équation  différentielle  irréductible  et  donne  une 
importante  application  de  ces  notions  aux  intégrales  abéliennes. 
Il  précise  ensuite  le  problème  de  l'intégration  et  définit  les  inté- 
grales générales,  particulières  ou  singulières,  soit  dans  le  cas  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  soit  dans  le  cas  d'un 
système  d'é([uations  simultanées. 

Ces  préliminaires  posés,  on  aborde  les  équations  différentielles 
du  premier  ordre  :  on  montre  comment  la  recherche  du  facteur 
propre  à  intégrer  et  celle  des  transformations  infinitésimales  d'une 
telle  é(piation  ne  constituent  au  fond  (prun  seul  problème.  Ces 
principes  permcllcnt  d'intégrer  un  certain  nombre  d'équations 
classiques.  Après  les  avoir  énumérées,  M.  Jordan  donne  les 
résultats  essentiels  du  Mémoire  de  M.  Darboux  (-)  Sur  les  équa- 


(')  Voir  Bulletin,  VI,,  262;  VIII,,  22'). 
{')  Voir  liullctin,  II,,  <to,  lar),  i5i. 
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lions  différentielles  algébriques  du  premier  ordre  et  du  pre- 
mier degré.  L'équation  bien  connue  de  Jacol)i,  qui  équivaut,  au 
fond,  à  un  système  de  trois  équations  dilFérentielles  linéaires  à  coef- 
ficients constants,  est  traitée  comme  application  de  cette  méthode. 
Il  signale  quelques  cas  simples  d'équations  où  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion inconnue  figure  à  un  degré  supérieur  au  premier,  et  termine 
l'étude  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  à  une  in- 
connue par  la  démonstration  des  théorèmes  d'addition  pour  les 
fonctions  logarithmiques,  circulaires  et  elliptiques. 

Vient  ensuite  l'étude  des  systèmes  d'équations  différentielles 
simultanées.  La  notion  de  multiplicateur,  au  sens  de  Jacobi,  est 
introduite  immédiatement,  et  l'on  montre  que,  lorsque  l'on  con- 
naît/i —  I  intégrales  du  système  de  n  équations,  et  un  multipli- 
cateur, la  fin  de  l'intégration  ne  dépend  que  de  simples  qua- 
dratures-, ce  théorème  s'applique  immédiatement  aux  équations 
canoniques,  pour  lesquelles  on  est  ainsi  conduit,  par  une  voie 
naturelle,  au  théorème  de  Poisson.  Revenant  à  la  théorie  générale, 
M.  Jordan  donne  quelques  indications  sur  les  transformations 
infinitésimales  et  montre  comment  leur  considération  conduit  aux 
cas  les  plus  simples  d'abaissement.  Quelques  applications  intéres- 
santes terminent  ce  paragraphe. 

Les  systèmes  d'équations  diflérentielles  ordinaires  dont  il  a  été 
question  jusqu'ici  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  équations 
linéaires  aux  différentielles  totales  :  c'est  dans  ce  cas  général  que 
l'on  aperçoit,  grâce  aux  travaux  de  M.  Mayer  et  de  M.  Lie,  toute 
la  portée  des  notions  précédemment  acquises  :  la  notion  de  multi- 
plicateur s'étend  immédiatement,  en  cherchant  encore  une  fonc- 
tion dont  la  différentielle  totale  soit  une  combinaison  linéaire  des 
premiers  membres  des  équations  proposées;  mais  ici,  cette  fonc- 
tion, au  lieu  de  satisfaire  à  une  seule  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles,  doit  vérifier  un  système  de  telles  équations.  On  est  ainsi 
amené  à  la  recherche  des  intégrales  communes  à  un  pareil  système  : 
de  là  résulte  la  notion  de  système  complet,  et,  plus  particulière- 
ment de  système  jacobien  :  grâce  à  cette  notion,  on  obtient,  sous 
une  forme  simple,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'un  système  de  n  équations  aux  différentielles  totales  admette 
n  intégrales  distinctes,  et  l'on  montre  comment,  en  supposant  ces 
conditions  vérifiées,  la  recherche  des  intégrales  du  système  dépend 
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de  l'intégration  d'un  système  de  n  équations  difTérentielles  simul- 
tanées, chaque  intégrale  de  ce  système  fournissant  au  moins  une 
intégrale  du  système  proposé.  Enfin  la  théorie  précédente  a, 
encore  ici,  les  liens  les  plus  étroits  avec  la  théorie  des  transfor- 
mations infinitésimales. 

Les  méthodes  exposées  jusqu'ici  permettent,  dans  des  cas  très 
particuliers,  de  trouver  l'intégrale  générale  des  équations  différen- 
tielles; elles  supposent  toutefois  l'existence  de  cette  intégrale  : 
démontrer  cette  existence  pour  un  système  d'équations  différen- 
tielles normales,  trouver  une  méthode  qui  permette  de  calculer 
avec  telle  approximation  que  l'on  veut  les  valeurs  des  fonctions 
inconnues  pour  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable, 
tel  est  le  problème  dont  s'occupe  ensuite  M.  Jordan.  11  reprend 
d'abord,  en  la  précisant  sur  quelques  points,  la  démonstration  que 
l'on  doit  à  Briot  et  Bouquet  du  théorème  fondamental,  et  montre 
comment  ce  théorème  permet  de  définir  les  fonctions  inconnues 
le  long  d'une  ligne,  que  l'on  peut  d'ailleurs  déformer  d'une  façon 
continue,  à  condition  de  ne  passer  par  aucun  point  critique.  La 
détermination  de  ces  points  critiques  est,  en  général,  un  problème 
impossible;  elle  s'obtient  dans  le  cas  où  les  seconds  membres  des 
équations  différentielles  normales  sont  des  expi'essions  linéaires 
par  rapport  aux  fonctions  inconnues;  les  points  critiques  des  inté- 
grales ne  peuvent  alors  être  différents  des  points  critiques  des 
fonctions  de  la  variable  indépendante  qui  figurent  comme  coeffi- 
cients dans  ces  expressions  linéaires.  ]\L  Jordan  montre  enfin,  en 
reprenant  les  beaux  exemples  traités  par  Briot  et  Bouquet,  com- 
ment on  peut  effectuer  l'étude  des  intégrales  aux  environs  de  leurs 
points  critiques. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  tout  entier  aux  équations  difle- 
rentielles  linéaires.  L'auteur  établit  d'abord  les  propriétés  essen- 
tielles du  système  d'é(juations  de  la  forme 

-T-^  -j-  a/jO^i-H  aiiXi-\-. .  .-f-  ai,iXn=  o, 
(i  =  i,  T.,  . . ..  n), 

où  Xi,  X21  •  '  • ,  x„  sont  les  fonctions  inconnues  de  la  variable  in- 
dépendante X  et  les  cfij  des  fonctions  données  tie  celte  même 
variable;  il  définit  les  solutions  indépendantes,  montre  que  celles 
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que  l'on  connaît  permettent  de  réduire  le  pi'oblème  de  l'intégra- 
tion, traite  le  cas  où  le  second  membre,  au  lieu  d'être  zéro,  est 
une  fonction  connue,  introduit  enfin  la  notion  de  système  adjoint  : 
les  mêmes  questions  élémentaires  sont  reprises  pour  les  équations 
différentielles  linéaires  d'ordre  quelconque  à  une  seule  inconnue.  Le 
cas  des  coefficients  constants  est  traité  par  la  méthode  d'Euler  et  par 
celle  de  Cauchy.  Sous  ce  titre  '.Intégration  par  les  séries, ^i.iorédin 
aborde  ensuite  l'étude  des  théoi-ies  qui  ontleur  point  de  départ  dans 
les  Mémoires  classiques  de  M.  Fuchs  :  il  établit  en  premier  lieu  la 
forme  que  l'on  peut  donner  aux  intégrales  dans  Je  voisinage  d'un 
point  critique,  introduit  la  notion  àHntégraies  régulières  et 
donne  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation 
différentielle  proposée  admette,  aux  environs  d'un  point,  un  sys- 
tème d'intégrales  indépendantes,  toutes  régidières;  puis,  après 
avoir  donné  quelques  indications  sur  la  façon  dont  on  peut  déter- 
miner la  valeur  finale  d'une  intégrale  quelconque  lorsque  la 
variable  indépendante  décrit  une  ligne  donnée,  il  développe  la 
notion  si  importante  du  groupe  d'une  équation  différentielle 
linéaire.  La  connaissance  du  groupe  permet  tout  d'abord  de 
reconnaître  si  l'équation  est  irréductible  ou  non  ;  il  en  est  ainsi 
suivant  que  le  groupe  de  l'équation  est  primaire  ou  non  :  M.  Jordan 
indique  la  voie  qu'il  faut  suivre  pour  arriver  à  cette  distinction. 
Tl  s'occupe  ensuite  de  la  recherche  des  équations  dilférentielles 
dont  toutes  les  intégrales  sont  algébriques  :  on  obtient  d'abord 
sans  peine  la  forme  générale  des  équations  dont  les  intégrales  sont 
partout  régulières,  les  équations  cherchées  doivent  évidemment 
satisfaire  à  cette  condition;  mais  il  faut,  en  outre,  que  les  substi- 
tutions du  groupe  soient  en  nombre  fini.  Cette  dernière  condition 
est  d'ailleurs  suffisante;  M.  Jordan  donne  quelques  indications 
sur  les  conséquences  auxquelles  elle  conduit,  conséquences  qu'on 
ne  saurait  développer  indépendamment  d'une  exposition  détaillée 
des  principes  de  la  théorie  des  substitutions.  H  s'arrête  ensuite  sur 
le  cas  plus  facile  où  toutes  les  intégrales  doivent  être  rationnelles, 
sur  le  cas,  traité  par  M.  Halphen,  où  toutes  les  intégrales  sont 
partout  régulières  et  sont  monodromes  dans  toute  région  du  plan 
qui  ne  contient  pas  un  point  déterminé,  et  enfin  sur  les  équations, 
également  considérées  par  M.  Halphen,  dont  les  coefficients  sont 
des  polynômes  tels  que  le  premier  soit  de  degré  au  moins  égal  à 
Oull.  des  Sciences  malhcm.,  2°  série,  t.  \I.  (  Dccoinlun  1S8-.)  kj 
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celui  des  autres,  et  dont  les  intégrales  n'admettent  ])as  d'autres 
points  critiques  que  des  pôles,  ce  que  les  méthodes  précédemment 
développées  permettent  de  reconnaître. 

La  recherche  des  équations  différentielles  du  second  ordre  à 
intégrales  régulières  et  n'admettant  que  trois  points  critiques  con- 
duit, par  la  voie  la  plus  naturelle,  à  la  célèbre  équation  de  Gauss. 
M.  Jordan  montre  comment  on  parvient  aux  vingt-quatre  déve- 
loppements en  séries  hypergéométriques  qui  vérifient  cette  équa- 
tion, et  comment  on  établit  les  relations  linéaires  qui  existent 
entre  eux;  il  donne  enfin  quelques  indications  sur  les  développe- 
ments en  série  qui  procèdent  suivant  des  polynômes  hypergéomé- 
triques, en  particulier  suivant  les  polynômes  de  Legendre.  L'étude 
de  l'équation  de  Bessel  et  de  quelques  équations  qui  s'y  rattachent 
termine  cette  Section. 

La  suivante  est  consacrée  à  l'intégration  par  des  intégrales 
définies.  Un  exemple  d'une  grande  portée  est  donné  par  l'équa- 
tion 

1.7.  ^  '  Clx''^^- 

(ln-\  J  f/''-l  I 

où  \  est  une  constante  et  Q(j:),  r{(.r)  deux  polynômes,  tels  que 
l'un  des  polynômes  Q(.r),  xVy.i^x')  soit  de  degré  n,  et  l'autre  de 
degré  égal  ou  inférieur.  Cette  équation  contient  l'équation  de 
Gauss  comme  cas  très  particulier.  On  la  vérifie  en  posant 


I  =  C\}{u  —  x)\-Uhi, 


\}  étant  déterminé  pai-  la  condilion 

uk(«)=;-;7Ji:Q('0I, 

si  la  ligne  d'intégration  L  est  \\\\  conlour  fermé,  tel  que  la  fonc- 
tion 

\'  =  U  Q(»)(H_.r)5-", 
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reprenne  sa  valeur  initiale  lorsqu'on  revient  au  point  de  départ, 
où  si  L  est  une  ligne  telle  que  V  s'annule  à  ses  deux  extrémités. 
On  peut  obtenir  ainsi,  en  variant  les  lignes  d'intégration,  n  inté- 
grales particulières  distinctes,  au  moven  desquelles  on  parvient  à 
déterminer  le  groupe  de  l'équation.  Dans  le  cas  particulier  où  les 
racines  a,  b,  c,  ...  de  Q^{ii)  sont  finies  et  inégales,  les  intégrales 
particulières  de  l'équation  sont  fournies  par  la  formule  simple 

I  =   1  (  u  —  a)^-i  (  i(.  —  b)'?-^ .  .  .  (  a  ~  X  f^-i  du, 

où  L  est  un  contour  fermé  quelconque,  tel  que  la  fonction  à 
intégrer  reprenne  sa  valeur  initiale  après  l'avoir  décrit;  si  a,  |B, 
.  .  .,  ^  sont  réels  et  rationnels,  I  est  une  période  d'une  intégrale 
abélienne. 

L'équation  différentielle  de  Laplace  s'intègre  d'une  façon  toute 
semblable.  M.  Jordan  s'arrête  sur  l'équation 

dn       ^  ^  r/I 

X  -=—_,  -+-  (  2  n  -h  i)  -, h  xl  =  o, 

dx-  dx 

qui  en  est  un  cas  particulier  et  qui  s'intègre  au  moven  des  fonc- 
tions de  Bessel  :  cette  équation  lui  donne  occasion  de  faire  une 
intéressante  digression  sur  les  intégrales  eulériennes,  et  lui  fournit 
un  bel  exemple  de  la  reclierclie  d'une  valeur  asymptotique. 

La  dernière  Section  de  ce  Chapitre  se  rapporte  aux  équations 
linéaires  à  coefficients  univoques  et  doublement  périodiques,  et  à 
intégrales  univoques,  équations  auxquelles  M.  Jordan  attache  le 
nom  de  M.  F.mile  Picard.  ]^'auteur  montre  qu'on  peut  les  intégrer 
au  moyen  des  fondions  doublement  périodiques,  et  Iraile, 
comme  application,  de  l'équation  de  Lamé,  de  façon  à  obtenir 
quelques-uns  des  résultats  essentiels  que  l'on  doit  à  M.  Hennite. 

Le  Chapitre  III  est  relatif  aux  équations  aux  dérivées  partielles. 
Après  quelques  préliminaires  indispensables,  M.  Jordan  expose 
la  démonstration,  donnée  par  M'""  de  Kowalevvski,  du  théorème 
de  Cauchy  sur  l'existence  des  solutions  d'un  système  d'équations 
aux  dérivées  partielles.  Passant  ensuite  aux  écpiations  du  premier 
ordre,  il  traite  d'abord  des  équations  linéaires;  puis,  après  avoir 
introduit  les  notions  d'intégrale  complète  et  d'intégrale  générale, 
il  aborde  le  problème  de  l'inlégralion  par  la  méthode  des  carac- 
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l.crisliqiics,  que  M.  Darbou\  a  développée  clans  son  Mémoire  sal- 
les solutions  singulières  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Il  semble  bien  que  celte  méthode,  en  raison 
de  l'interprétation  géométrique  qu'elle  comporte,  et  qui  en  éclaire 
les  diverses  étapes,  doive  être  en  elTel  exposée  avant  les  autres. 
M.  Jordan  la  fait  suivre  de  la  première  méthode  de  Jacobi,  celle 
qui  se  relie  aux  équations  canoniques,  et  par  là  aux  équations 
générales  de  la  Dvnamique,  qui,  d'ailleurs,  ne  dilTcre  pas  au  fond 
de  la  méthode  d'intégration  qui  porte  le  nom  de  Cauchy.  La 
seconde  méthode  de  Jacobi,  dans  laquelle  on  considère  successi- 
vement une  série  de  systèmes  d'équations  différentielles,  dans 
chacun  desquels  il  suffit  de  déterminer  une  seule  intégrale,  et  qui 
s'ajiplique  immédiatement  à  la  recherche  des  solutions  communes 
à  plusieurs  équations  aux  dérivées  partielles  simultanées,  est  déve- 
loppée ensuite  avec  les  perfectionnements  si  importants  que  lui 
ont  apportés  MM.  Mayer  et  Lie.  M.  Jordan  termine  enfin  l'étude 
des  équations  du  premier  ordre  en  cherchant  la  forme  générale 
des  fonctions  Z/,  X/,  P,,  p  telles  que  l'on  ait  idenlicpiemcnt 

=  p(<:/;;  — p\  djTi — p,  dj-i  — . .  .  —p„  dx„), 

et  en  donnant  cpielques  indications  sur  les  transformations  de  con- 
tact. 

Pour  ce  (Kii  est  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  l'auteur  traite  d'aboi'd  quelques  cas  particuliers  :  ainsi  il 
s'occupe  successivement  de  l'équation  d'Euler 

d'^z  ,     (y-z  àiz 

ax^  ax  ày  Oy- 

où  a,  Z»,  c  sont  des  constantes-,  de  l'écpialion  analogue  où  a,  b,  c 
seraient  des  fonctions  de  x  et  de  y,  et  où  le  second  membre,  au 

lieu  d'être  nul,  serait  une  fonction  de  x,  j)',  y-'y^  pb'S  i)articuliè- 
remcnl  de  l'écjualion  de  J^aplace 

à-  z  ,.  àz         -,  r)z         _,  _ 


ôx  dy  dx  i)y 

où  M,  N,  p,  Q  sont  des  fonctions  de  x  et  y  seulement,  équation 
pour  laquelle  il  signale  la  double  série  de  cas  dinlégrabililé;  de 
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l'érjuation  de  Liouville 


dx  à  y  ~  ' 

enfin  de  l'équation  des  surfaces  niinima.  Il  inlroduit  ensuite  la 
notion  d'intégrale  intermédiaire  et  en  fait  une  application  à  l'équa- 
tion des  surfaces  développables.  Il  consacre  enfin  une  importante 
Section  aux  beaux  exemples  d'équations  linéaires  à  coefficients 
constants  qui  jouent  un  rôle  si  considérable  dans  la  Physique  mallié- 
matique. 

Après  quelques  considérations  générales  sur  la  réduction  du 
problème,  M,  Jordan  montre  comment  on  peut  profiter  de  la 
l'orme  linéaire  des  équations,  lorsqu'on  en  a  obtenu  une  infinité 
de  solutions  particulières,  pour  en  déduire  une  solution  qui  se 
présente,  dans  certains  cas,  sous  la  forjne  d'une  intégrale  multiple 
dont  le  champ  d'intégration  est  arbitraire  et,  dans  d'autres  cas, 
sous  la  forme  d'une  série  illimitée  à  coefficients  arbitraires,  com- 
ment enfin  on  peut  utiliser  l'indétermination,  soit  du  champ  d'inté- 
gration, soitdes  coefficients  de  la  série,  poursatisfaireauxconditions 
aux  limites.  Les  problèmes  auxquels  ces  méthodes  sont  appliquées 
sontles  suivants  :  Propagation  de  la  chaleur  dans  un  milieu  indéfini; 
propagation  du  son  ;  problème  de  Cauchy  ;  propagation  delà  chaleur 
dans  une  barre  indéfinie  dans  un  sens  ;  cordes  vibrantes  ;  refroidisse- 
ment d'une  barre  hétérogène;  équilibre  de  tenq^érature  d'une 
sphère;  équilibre  de  température  de  l'ellipsoïde;  refroidissement 
d'une  sphère.  La  question  à  laquelle  M.  Jordan  donne  le  nom  de 
problème  de  Cauchy  est  la  suivante  :  Déterminer  les  fonctions  U, 
V,  .  .  .  des  variables  t,  x,  y^  z,  qui  satisfont  d'une  part  à  un  sys- 
tème d'équations 

T\.=  m{f,a:,y,z),         Hj  =  CTi  (/,  a-,  j-,  ^), 

ayant  pour  premiers  membres  des  fonctions  linéaires  à  coeffi- 
cients constants  de  U,  V,  ...  et  de  leurs  dérivées  partielles,  et, 
d'autre  [)art,  aux  conditions  initiales,  pour  t  =  o, 

V  =  '•?("?-,  J'; -),  —  =^oi{j-,  y,z), 
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Le  pioblème  chi  rclioidissenient  d'une  barre  hétérogène  offre 
l'occasion  d'élablir  les  résultais  importants  que  l'on  doit  à  Sturm 
dans  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  du  second 
ordre. 

Les  derniers  problèmes  cités  plus  haut,  par  le  rôle  essentiel 
qu'y  jouent  les  fonctions  de  Laplace,  de  Legendre  et  de  Lamé,  les 
fonctions  elliptiques,  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  ima- 
ginaire, offrent  un  haut  intérêt  analytique. 

Le  Chapitre  IV'^  et  dernier  est  consacré  au  calcul  des  varia- 
lions.  Après  avoir  défini  les  variations  successives  d'une  fonction 
'^[j-,  Vy  y' . .  .,y^'"\z-,  z\  . .  .,  z'-"^  . . .]  de  la  variable  indépendante 
X,  des  fonctions  r,  z,  .  . .  de  cette  variable  et  de  leurs  dérivées, 
comme  les  différents  ternies  du  développement,  suivant  la  formule 
de  Taylor, 

auquel  on  parvient  ([uand  on  remplace  r,  z,  ...  par  l'+er,; 
G  -h  £^,  . . .,  £  désignant  une  constante  inhniment  petite,  M.  Jordan 
montre  comment  on  peut  déterminer  les  varialions  successives 
d'une  intégrale  définie  simple;  après  avoir  prouvé  que,  pour  qu'une 
lellc  intégrale  soit  maximum  ou  minimum,  sa  variation  première 
doit  s'annuler  pour  tout  système  de  variations  des  fonctions  in- 
connues et  des  limites  de  l'intégrale  compatibles  avec  les  con- 
ditions du  problème,  il  établit  les  écpialions  différentielles  qui 
iournissenl  la  .solution  de  ce  j)roblènie,  (juand  tontes  ces  varia- 
lions  sont  arbitraires,  éc|ualions  qui  se  ramènent  à  un  système 
canonique,  ainsi  c(«e  Jacobi  Ta  montré;  il  examine  ensuite  les 
diverses  leslrictions  qui  peuvent  être  apportées  aux  variations,  tant 
des  lonctions  inconnues  que  des  limites  de  l'intégrale,  et  développe 
les  applications  suivantes  :  conditions  pour  que  l'expression 
ci[.r,  j>-,y,  ...,  ,r""^  :j, -•',  ...,z^"^,  •••]  ^'Jit  la  dérivée  exacte 
d'une  fonction  6  de  x,  y,  y'.,  ...,_r^'"~'  ,  c,  z' .,  ...,  z^"~^\  ...', 
transformation  des  écpiations  générales  de  la  Dynanuque,  brachis- 
lochrones,  lignes  géodésiques,  en  parlicMdier,  lignes  géodésiques 
de  l'ellipsoïde  et  principales  |)ropriélés  de  ces  courbes;  problème 
des  isopériujètres.  I\l.  .lordan  passe,  dans  la  Section  suivante,  à 
l'étude  de  la  variation  seconde.  11  montre  d'abord  qu'on  peut 
toujours  supposer  (jue,  dans  la   Ibnclion  (pii  (igui-e  sous  le  signe 
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de  l'intégrale  définie  et  dans  les  équations  différentielles  que 
les  fonctions  inconnues  peuvent  être  assujetties  à  vérifier,  ces 
fonctions  inconnues  ne  soient  engagées  qu'avec  leurs  dérivées 
premières,  l.e  système  d'équations  différentielles  auquel  on  est 
conduit  en  annulant  la  variation  première,  jointes  aux  équations 
différentielles  de  condition,  peut,  en  général,  être  remplacé  par  un 
système  canonique.  En  transformant  la  variation  seconde,  on  par- 
vient à  une  première  ("orme  des  conditions  pour  l'existence  effective 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum.  Les  propriétés  des  systèmes 
canoniques  permettent  d'établir  une  nouvelle  transformation  de  la 
variation  seconde,  d'où  résultent,  sous  leur  forme  la  plus  simple, 
les  caractères  des  maxima  et  des  minima.  Enfin  M.  Jordan  donne 
quelques  indications  sur  la  variation  première  des  intégrales  mul- 
tiples; il  se  sert  de  la  forme  que  M.  Ostrogradski  a  donnée  à  cette 
variation  pour  la  transformer  au  moyen  de  l'intégration  par  parties 
et  parvenir  aux  équations  aux  dérivées  partielles  qui  expriment 
qu'elle  est  nulle;  comme  application,  il  traite  des  surfaces  minima 
et  de  la  forme  d'équilibre  d'un  liquide  contenu  dans  un  vase  de 
forme  donnée. 

Il  nous  reste  à  parler  de  l'Appendice  par  lequel  M.  Jordan  a 
terminé  son  bel  Ouvrage.  Il  se  rapporte  aux  points  délicats  de  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle  et  d'une  variable  ima- 
ginaire. Ces  points  n'avaient  pas  été  touchés  dans  le  premier 
Volume  et,  par  suite,  quelques  démonstrations  prêtaient  à  des 
objections,  qu'il  est  lacile  de  lever  en  introduisant  quelques 
notions,  qui  sont  aujourd'hui  familières  à  tous  les  géomètres. 
Ce  sont  ces  notions  que  jM.  Jordan  commence  par  rappeler  :  il 
débute  par  le  concept  de  nombre  irrationnel,  fondement  néces- 
saire de  ridée  de  limite;  les  notions  de  continuité,  de  limites 
supérieure  et  inférieure  sont  précisées  avec  une  entière  rigueur; 
elles  suffisent  à  établir  un  théorème  de  M.  Darboux  relatif  à  l'inté- 
gration des  fonctions  discontinues,  et  à  en  déduire  les  consé- 
quences essentielles,  relatives  aux  fonctions  intégrables.  L'auteur 
passe  de  là  à  la  définition  des  fonctions  à  variation  limitée  :  on  sait 
le  parti  qu'il  a  tiré  de  cette  notion  dans  ses  belles  recherches  sur 
la  série  de  Fourier.  Les  propriétés  des  fonctions  continues  de  ne 
pouvoir  changer  de  signe  qu'en  s'annulant  et  d'atteindre  leurs 
limites  supérieure  et  inférieure  dans  un  intervalle  donné  permet- 
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lent  ensuite  d'établir  rigoureusement  le  lliéorènie  de  Rolle  sans 
supposer  la  continuité  de  la  dérivée.  M.  Jordan  signale  l'exemple 
que  l'on  doit  à  M.  Weierstrass  d'une  fonction  continue  qui  n'admet 
point  de  dérivée  et  montre  que  cette  fonction  a  une  variation  illi- 
mitée dans  tout  intervalle.  Enfin  la  notion  de  fonction  implicite 
est  exposée,  dans  toute  sa  généralité,  avec  les  détails  qui  convien- 
nent. 

M.  Jordan  passe  ensuite  à  la  notion  de  courbe  continue, 
considérée  comme  l'ensemble  des  points  représentés  par  les  équa- 
tions 

où  /  et  '.p  sont  des  fonctions  continues  de  la  vai'iablc  /  ;  si  la  courbe 
est  fermée  et  sans  point  double,  elle  partage  le  plan  en  deux 
régions  dont  l'une  est  dite  intérieure  et  l'autre  extérieure  à  la 
courbe  :  cette  proposition,  que  l'on  admet  babiluellemenl,  est 
assez  malaisée  à  établir  lorsqu'on  ne  veut  ])as  faire  appel  à  l'intui- 
tion géométrique;  mais  il  semble  bien  que  l'auteur  ait  eu  raison 
de  s'y  arrêter,  puisqu'il  est  impossible  de  se  représenter  un^^ 
courbe  avec  le  degré  de  généralité  qu'il  a  voulu  conserver.  L'émi- 
nent  géomètre  s'occupe  après  cela  des  conditions  pour  qu'une 
courbe  soit  rectifiable  ou  quarrable.  Relativement  aux  fonctions 

d'une  variable  imaginaire,  il  insiste  avec  raison  sur  la  nécessité  où 

\  f(-) 
l'on  est  de  supposer  dans  la  définition  que  _  tende  uniformé- 
ment vers  la  dérivée  /'{:-)  ',  il  reprend  ensuite  la  notion  d'intégrale, 
afin  d'établir  en  toute  rigueur  le  tliéorème  de  Caucby,  en  se 
plaçant  au  même  point  de  vue  et  en  usant  des  mêmes  considéra- 
tions que  précédemment  pour  les  courbes  continues.  Enfin,  après 
avoir  donné  un  exemple  d'une  fonction  admettant  une  ligne  con- 
tinue de  points  criticpies,  il  reproduit,  en  les  complétant  sur 
(juelques  points,  les  résidtats  de  la  belle  anaUse  tie  ^I.  llermite 
relative  à  l'intégrale 


dl. 


[)rise  le  long  de  la  ligne  dc'tcrminéc  L. 

Il  ne  nous  appartient  assurément  pas  de  faire  l'éloge  du   Livre 
de  M.  Jordan,  et  il  serait  d'ailleurs  diffii;ile  de  le  faire  comme  il 
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convient;  mais  on  ne  peut  s'empêcher  de  dire  qne  rauteur  s'est 
fait  une  idée  singulièrement  élevée  de  la  tâche  qu'il  a  entreprise  et 
menée  à  bonne  fin,  et  d'admirer  l'art  extraordinaire  avec  lequel  il 
a  su  condenser,  en  un  petit  nombre  de  pages,  une  aussi  grande 
quantité  de  matériaux.  11  a  exposé  les  théories  en  leur  laissant 
leur  plus  haut  degré  de  généralité  et  il  semble  qu'il  soit  ainsi  par- 
venu à  donner  aux  démonstrations  leur  forme  la  plus  simple. 

Qu'il  nous  soit  permis,  en  terminant,  d'exprimer  un  regret. 
Pourquoi  l'auteur  a-l-il  été  aussi  avare  de  renseignements  biblio- 
graphiques et  pourquoi  n'a-t-il  pas  mis  au  bas  des  pages  les  titres 
des  Mémoires  auxquels  il  ne  pouvait  manquer  de  songer  en  écrivant 
son  Livre?  Si  haut  que  M.  Jordan  place  l'idéal  de  l'enseignement, 
il  doit  toutefois  reconnaître  que  son  Livre  n'est  pas  strictement 
élémentaire  et  qu'il  rendra  des  services  (des  services  considérables, 
nous  pouvons  bien  l'ajouter)  à  ceux  qui  étudient  les  Mathéma- 
tiques en  n'ayant  plus  la  perspective  d'un  examen  à  passer. 
A  ceux-là,  quelques  brèves  indications,  permettant  de  remonter 
aux  sources,  n'auraient  pas  été  inutiles.  J.  T. 


TANNERY  (Paul).  —  L.v  Gkomktiuk  grecque,  comment  so\  iustoire  nous 

EST     PARVENUE    ET    CE    QUE    NOUS    EN   SAVONS,    CSSai     ClitiqUC.     1'"     PARTIE  : 

Histoire  générale  de  la  Géométrie  élémentaire.  —   188  p.  gr.  iii-8.  Paris, 
GauLliier-VilIars,  1887. 

Ce  Volume  est  formé  par  la  réunion  des  articles  que  l'auteur  a 
publiés,  depuis  avril  i885,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  nialhé- 
maticiues,  sur  l'histoire  de  la  Géométrie  grecque.  Nos  lecteurs  ont 
pu  se  rendre  compte  en  effet  que  ces  articles  ne  formaient  pas  des 
morceaux,  isolés,  mais  bien  des  Chapitres  successifs  d'un  même 
Ouvrage,  se  développant  suivant  un  plan  nettement  arrêté  à  l'a- 
vance et  utilisant  des  matériaux  réunis  depuis  longtemps. 

Les  premiers  essais  de  l'auteur  sur  l'histoire  des  Mathéma- 
tiques, essais  qui  ont  paru  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  depuis  1876,  cl 
qui  ont  été,  de  bonne  heure,  hautement  appréciés  par  les  juges 
compétents,    n'indiquaient    pas   la    voie    dans  laquelle   il    devait 
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entrer  pour  son  premier  Livre  sur  la  matière.  Alors  M.  Paul  ïan- 
nery  essayait  de  restituer  des  méthodes  antiques  perdues  ou  mal 
interprétées;  il  tentait  de  rectifier  des  idées  erronées,  mais  cou- 
rantes, sur  le  caractère  de  la  Mathématique  ancienne,  ou  il  éluci- 
dait quelque  point  obscur  de  doctrine;  parfois  il  ajoutait  certains 
développements  personnels.  En  somme,  dans  ces  travaux,  où  la 
divination  jouait  d'ailleurs  un  grand  rôle,  le  mathématicien  domi- 
nait sur  l'historien. 

On  aurait  donc  pu  attendre  de  l'auteur  une  étude  complète  et 
approfondie  sur  la  Géométrie  grecque,  en  tant  que  géométrie, 
mais  il  n'a  rien  tenté  de  semblable,  et,  dès  les  piemières  lignes  de 
la  Préface,  il  déclare  que  qui  veut  connaître  ce  qu'était  réellement 
cette  Géométrie  doit  aller  l'étudier  dans  les  écrits  mêmes  d'Eu- 
clide,  d'Archimède,  d'Apollonius  et  de  Pappus.  11  est  peut-être 
permis  de  faire  de  sérieuses  réserves  à  l'encontre  de  cette  décla- 
ration :  i'admets  qu'aucun  travail  moderne  ne  puisse,  pour  les 
(piestionsde  forme,  suppléer  les  textes  originaux,  mais  sans  doute 
il  pourrait  donner  des  notions  exactes  et  suffisantes  sur  ces  ques- 
tions, au  moins  pour  ce  qu'elles  ont  de  vraiment  important. 
D'autre  part,  le  fond  est-il  tellement  inséparable  de  la  l'orme 
qu'on  ne  puisse,  sans  habiller  Archimèdc  ou  Apollonius  à  la  mo- 
derne, donner  une  idée  claire  de  leurs  travaux,  faire  qu'en  somme 
leurs  noms  puissent  représenter,  pour  l'étudiant  en  Mathéma- 
tiques, autre  chose  qu'une  légende  incertaine  ou  une  idée  fausse? 

L'insuccès  de  telle  tentative  récente  dans  ce  sens  ne  doit  pas 
faire  préjuger  l'impossibilité  de  la  tâche,  et,  sans  aucun  doute, 
M.  Paul  Tannery  est  mieux  préparé  que  tout  autre,  au  moins  en 
France,  pour  l'accom|)lir.  Souhaitons  donc  qu'il  ne  s'y  dérobe  pas 
toujours  ou  qu'au  moins  il  ne  décourage  pas  ceux  cpii  voudraient 
essayer  un  pareil  travail. 

En  tout  cas,  le  volume  aujourd'hui  complété  est  pureujcnt  his- 
torique, et  le  mathématicien  s'est  presque  entièrement  effacé. 
Cette  évolution  de  l'auteur  commençait  à  s'accuser  dans  les  pre- 
miers articles  de  lui  qui  ont  été  insérés  dans  le  Bulletin,  à  partir 
de  1879.  Aujourd'hui  elle  semble  achevée  et  elle  nous  vaut,  sous 
une  forme  spéciale  (la  critique  des  sources  de  l'bistoire  de  la  Géo- 
métrie élémentaire  chez  les  Grecs),  l'exposé  le  plus  fidèle  qu'il  v 
ait.  soit  en  Fraeice,  soit  à   l'étranger,  (1<?  ce  que   Ton  sait  et  do  ce 
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que  l'on  soupçonne  seulement  sur  l'origine  et  les  progrès  succes- 
sifs de  cette  partie  de  la  Science  dans  l'antiquité. 

Quoique  l'auteur  se  taise  à  ce  sujet,  l'idée  du  Livre  s'est  certaine- 
ment dégagée  pour  lui  du  cours  libre  qu'il  a  professé  pendant  les 
années  1884  et  i885,  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  sur  l'his- 
toire des  Mathématiques.  Dans  ce  cours,  qui  a  embrassé  l'ensemble 
de  l'Arithmétique,  de  la  Géométrie  et  de  l'Algèbre  depuis  leur 
origine  jusqu'au  siècle  dernier,  la  partie  la  plus  originale  a  été 
sans  contredit  la  seconde,  et  les  quelques  auditeurs  qui  ont  pu  le 
suivre,  comme  moi,  retrouveront  dans  le  volume  qui  vient  de 
paraître,  amplement  développées,  appuyées  de  preuves  décisives 
et  de  faits  nouveaux,  les  idées  qu'ils  ont  entendu  succinctement 
exposer. 

La  forme  spéciale,  critique,  que  j'ai  indiquée,  est,  sans  aucun 
doute,  la  mieux  appropriée  au  tempérament  propre  de  l'auteur. 
Elle  ofire,  au  point  de  vue  de  la  composition,  des  défauts  sur  les- 
quels il  est  inutile  d'insister.  Le  lecteur  qui  cherche  une  histoire 
de  la  Géométrie  et  qui,  quoique  M.  Tannery  se  défende  d'avoir 
essayé  de  l'écrire,  la  trouvera  de  fait  aussi  accomplie  qu'elle  peut 
l'être  aujourd'hui,  pourra  cependant,  dès  l'abord,  être  quelque  peu 
déconcerté  de  trouver  comme  cadre  une  analyse  raisonnée  du 
commentaire  de  Proclus  sur  Euclide  et  d'avoir  à  suivre  l'auteur 
dans  une  série  de  digressions,  toutes  sans  doute  intéressantes  et 
instructives,  mais  qui  ne  le  ramènent  au  but  qu'après  de  nombreux 
détours.  Je  me  bâte  d'ajouter  qu'en  regard  de  ce  défaut  le  plan 
suivi  offre  de  sérieux  avantages  :  nous  sommes  introduits  de  plain- 
pied,  et  sans  aucun  mystère,  dans  les  méthodes  historiques;  nous 
apprenons  à  pratiquer  les  règles  de  la  critique,  à  nous  défier  des 
citations  et  des  assertions  sans  preuves,  nous  voyons  enfm  avec 
quelle  précaution  il  faut  accumuler  les  arguments  à  l'appui  de 
thèses  nouvelles. 

M.  Paul  Tannery  nous  promet  une  suite  et  au  moins  une  seconde 
Partie  de  son  Ouvrage  :  d'après  son  plan  môme,  il  n'a  ))as  épuisé 
tout  ce  qu'il  a  à  nous  apprendre,  même  sur  la  Géométrie  ("lémen- 
taire;  il  lui  reste  à  analyser  la  partie  du  commentaire  de  Proclus 
spécialement  consacrée  aux  définitions,  aux  axiomes  et  aux  propo- 
sitions du  j)reinier  I^ivre  d'Euclide.  Sur  ce  terrain  spécial,  nous 
espérons  mieux  retrouver  le  matliématicien  ([ue  daus   la  première 
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Partie;  à  vrai  dire,  sauf  quelques  rares  passages,  celle-ci  est 
plutôt,  à  proprement  parler,  l'œuvre  d'un  philologue  de  profes- 
sion, dont  l'érudition  s'étendrait  d'ailleurs  à  toutes  les  branches 
des  connaissances  humaines,  selon  le  véritable  sens  qu'il  faudrait 
maintenir  au  mot  philologie.  X. 
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Tome  XXIV. 

Kupper  {K.).  —  Sur  les  polygones  de  Steiner  situés  sur  une 
courbe  du  troisième  ordre,  théorèmes  de  Géométrie  de  posi- 
tion. (i-4i). 

Ce  Mémoire  avait  paru  en  1873  dans  les  Mémoires  de  la  Société  royale  des 
Sciences  de  Bohême,  mais  on  l'avait  négligé  dans  les  travaux  ultérieurs  parus 
sur  ce  sujet.  Il  contient  la  première  théorie  [)urement  géométrique  de  ces  poly- 


ïones. 


Partant  de  deux  principes  géométriques  très  simples,  l'auteur  établit  les  con- 
ditions d'existence  et  les  propriétés  de  ces  polygones.  La  méthode  est  tout  aussi 
simple  que  celle  qui  résulte  de  l'emploi  des  paramètres  elliptiques.  La  dernière 
méthode  ofTre  peut-être  seulement  l'avantage  de  distinguer  les  éléments  réels 
des  éléments  imaginaires  et  de  caractériser  d'une  façon  plus  précise  les  C^  à  une 
ou  à  deux  branches. 

Voss  (A.).  —  Multiplication  des  séries  absolument  convergentes. 

(42-47)' 

A  la  suite  du  travail  de  Pringsheim  {Math.  Ann.,  t.  XXI),  l'auteur  établit 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'application  de  la  règle  de  Cauchy 


(')  Voir  Bullelin,  \^,  p.  joC. 


6  SI-CUNDiï  PARTIE. 

iiluli\c  à  lu  iiiiiliplicalion  des  séries  absolumenl  convcri.'eiiles 


-Y  ir.      n=yo, 


dans  le  cas  <u'i  la  série  A.  mise  mmis  la  forme 

(  c/„  H-  « ,  )  +  (  a^  -h  a  J  -1- 

csl  ahsdlumeiil  convergente. 

Voss  (^i.).  —  Sur  les  sy.slcjiies  orlliogoiiaiix  parallèles.   (48-54)- 

DéiiionsIraLion  do  la  possihiliLc  de  faire  correspondre  deux  espaces  à  n  di- 
mensions, en  sorte  qu'à  un  système  de  cour])CS  orthogonales  du  ])rcmicr  espace 
(en  chaque  point  il  y  a  ii  directions)  corresponde  tians  l'autre  espace  un 
système  orthogonal  pai'allèle.  L'auteur  examine  d'une  façon  spéciale  le  cas  de 
deux  |)lans. 

Jxoliii  (A.).  —  Sur  les  surfaces  du  (jiiatriènic  ordre  à  point  hiple. 

(r)4-iai). 

[/auleur  dit  dans  son  Inlroduction  : 

«  Les  surfaces  du  troisième  oidro  peuvent  èlrc  traitées  dv  hien  des  façons  et 
ont  été  examinées  à  diil'éi'ents  i)oints  de  vue.  Un  peut  parlir  du  mode  de  gé- 
nération géométrique,  on  peut  prendre  comme  point  initial  leur  é<ination  sous 
forme  normale,  une  somme  de  cin(|  cubes  égalée  à  zéro;  on  |)eut  aussi  étudier 
Jes  particularités  auxquelles  peut  se  soumettre  l'équation  générale  de  ces 
surfaces.  Dans  ce  sens,  le  premier  travail  complet  à  citer  est  celui  [)ublié  par 
Schlafli  dans  les  Pliilosopliical.  Trnnsaclions  en  i.Sli.i.  Schiadi  délcrmine  toutes 
les  singularités  (|ui  peuvent  se  présenter  sur  une  surface  du  troisième  ordre  et 
énumère  les  dillérentes  surfaces  qui  les  oll'renl.  lui  ce  qui  concerne  les  surfaces 
du  quatrième  ordre,  on  peut  dans  le  même  ordic  d'idées  citer  (|uclques  recher- 
ches; mais  ces  recherches  ne  concernent  que  les  surfaces  à  courbe  double  et  les 
surfaces  ayant  un  nombre  de  points  doubles  égal  ou  supérieur  à  dix;  même 
dans  ce  cas,  les  recherches  sont  encore  incomplètes,  ou  ne  connaît  pas  les  éc|ua- 
lions  des  surfaces  qui  ont  treize,  douze,  onze  et  dix  points  doubles  ordinaires. 

»  On  ne  connaît  les  équations  et  les  propriétés  des  surfaces  du  (luatrième 
ordre  que  dans  le  cas  où  le  nombre  des  points  doubles  ordinaires  est  égal  à 
seize,  (juinze  ou  quatorze.  Les  recherches  dont  il  s'agit  ont  été  faites  par  Kummer 
{Dell.  Abhandl.,  t'èiM'i,  \ic\\\n;  Monatsbcr.,  iS^j);  par  Caylcy  (Pi oc.  of  the 
Lonclon  Math.  Soc,  III)  et, en  ce  (|ui  concerne  les  surfaces  à  seize  points  doubles, 
])ar  moi  {Math.  Aiin.,  WIII). 

Dans  ce  Mémoire,  je  me  propose  d'arriver  pour  Ks  surlaces  du  quatrième 
ordre  à  i)oint  triple  au  résultat  obtenu  par  Schliilli  pour  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre.  H  s'agit  donc,  d'une  part,  de  déterminer  les  particularités  du  point 
triple  ;  il'autre  pari,  de  voir  (luellcs  singularités  peuvent  aussi  alors  se  présenter. 
1mi  même  temps,  il  _\  a  lieu  d'examiner  les  dilléientes  formes  possibles  de  la 
surface;  il  sei-a  tenu  einiiplc  d'une  façon  spéciale  de  la  projection  des  points 
singuliers  cl  de  leur^  conlours,  laile  d'un  ]ii>inl  quelconque  de  l'espaic.  l'!n  outre. 
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j'examine  quelques  surfaces  qui  se  prcsenlcnt  naturellement,  par  exemple  des 
cas  particuliers  de  la  syinétroïde.  On  peut  à  ce  sujet  faire  remarquer  qu'une 
j)artie  des  considérations  ultérieures  s'applique  directement  aux  surfaces  du  n""^" 
ordre  à  point  (n  —  i)"!''"-".  En  particulier,  on  peut  établir  très  simplement  tous  les 
résultats  que  Schladi  a  donnés  pour  les  surfaces  spéciales  du  troisième  ordre 
(surfaces  qui  offrent  des  singularités  quelconques)  et  cela  par  la  méthode  ici 
employée  et  appliquée  au  cas  où  la  surface  ne  présente  qu'un  point  double. 

))  Le  Mémoire  commence  par  quelques  considérations  générales  sur  les  sur- 
faces. Puis  on  s'occupe  des  singularités  de  la  surface  qui  peuvent  se  présenter 
en  supposant  que  le  point  triple  conscr\c  toute  sa  généralité.  A  cet  examen  se 
rapporte  la  mise  en  lumière  de  la  réalité  et  des  conditions  topologiqucs  de  la 
surface.  Il  est  question  ensuite  du  cas  où  le  point  triple  est  particularisé  et  il 
y  a  alors  à  traiter  des  surfaces  où  le  point  triple  se  trouve  sur  une  droite  5//^- 
gulière  et  enfin  des  surfaces  qui  possèdent  une  droite  triple.  En  tout  cas,  l'au- 
teur examine  les  différentes  formes  que  peut  avoir  la  surface.  Dans  le  dernier 
Cbapitre  il  est  question  des  conditions  de  réalité  et  des  cas  particuliers  offerts 
par  la  surface  de  Steiner.  » 

Segre  (C).   —    Sur  les   invariants   simultanés   de    deux    formes 
quadratiques.  (i52-iy6). 

Lettre  adressée  à  M.  Rosanes  sur  l'invariant  harmonique  de  deux  formes  qua- 
dratiques à  n  -r- 1  varial)lcs. 

Stolz  [C .).  —  Sur  les  séries  doubles  infinies.  (107-171). 

MarkoJ]'   (A.).    —     Démonstration    de    certaines    inégalités    de 
M.  Tcliebjciief.  (17^-180). 

Théorème.  —  «  Soit  f(z)  une  fonction  quelconque  de  z  et une  des 

tractions  convergentes  (réduites)  de  l'intégrale 


Ja      ^-- 


la  fonction /(^)  conservant  constamment  le  signe  -f- entre  les  limites  de  Tinté 
gralc,  c'est-à-dire  ùc  z  =  a  i\  z  =^  b.  Soit  encore 

<^{x)  —  {x  —  x^)  {x  —  X-..). .  .{x  —  x^). .  .{x  —  JC,^), 

à  condition  (|ue 

«  <  .r,  <  a;,  < . . .  <  JJj  < . . .  <  ^„. 

Cela  posé,  on  obtieiiiira  l'inégalité 

(Journal  de  Lioiivillc,   \'^''\).  » 

Ilôlder  (O.).  —  Sur  la  théorie  des  séries  trigonomélriqiies.  fiSi- 
21  G). 


SECONDE  PARTIE. 

L'objet  principal  du  prùscuL  travail  est  la  démonstration  du  lliéorème  sui- 
vant : 

«  Toute  série  trigonomélri(|ue  ([ui  définit  une  fonction  intcgrable  dans  l'in- 
Icrvalle  de  —  -  à  +  -  est  une  série  de  Fourier,  c'est-à-dire  que  ses  cocflicients 
sont  exprimés  par  les  intégrales  données  par  Fourier.  » 

Comme  il  est  déjà  prouvé  dans  la  démonstration  antérieure  de  Dubois-Hey- 
mond,  la  (|uestion  dépend  du   tliéorème  suivant  : 

«  Si  l'{x)  est  une  fonction  continue  donnée  de  a  jusqu'à  b  pour  laquelle 
,.^^^^F(x-HO-.l--(^)  +  F(^  +  0  ^^(^^^ 

est  une  fonction  intégrable,  alors 

est  une  fonction  linéaire  dans  tout  l'intervalle  compris  entre  a  et  b.  » 

Ce  théorème  est  ici  établi  sous  la  condition  que/(x)  demeure  compris  entre 
des  limites  finies  et  la  démonstration  repose  sur  ce  théorème  : 

«  Le  second  quotient  didérenliel  moyen  d'une  fonction  continue  V{x) 

b 


,.(,). _.f(^)-^F(«) 


est  compris  dans  l'intervalle  des  valeurs  que  prend  entre  a  et  ^  l'expression 
/{x)  =  lim,^„ » 

L'auteur  étend  alors  le  tliéorème  primitif  au  cas  où  la  fonction  /(x)  devient 
infinie,  tout  en  restant  intégrable.  Le  théorème  subsiste  encore  même  lorsque 
les  positions,  dans  le  voisinage  desquelles  la  série  trigonométrique  devient  in- 
finie, sont  en  nombre  infini,  si  l'on  suppose  que  ce  nombre  est  un  iii/ùii  nom- 
brable.  Cet  infini  est  alors  toujours  réductible. 

Dans  les  deux  derniers  paragraphes,  l'auteur  expose  une  condition  qui  doit 
toujours  être  remplie  i)ar  une  fonction  définie  par  une  série  trigonométrique  et 
intégrable  dans  un  intervalle  déterminé. 

Fnfiu,  il  éUidic  la  relation  qui  existe  entre  la  série  de  Fourier  et  l'intégrale 
de  l'oisson. 

Ilariiac/x  {Ax.).  —  Tlicorcmes  généraux  sur  la  rclalion  (|iii  existe 
entre  les  fonctions  d'une  variable  réelle  et  leurs  dérivées. 
Seconde  Partie.  (217-7.51^). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  étend  les  théorèmes  auxciuels  il  était  arrivé  dans 
le  Volume  précédent  des  Math.  Ann.;  il  examine  particulièrement  les  ihèorèmes 
foiidamenlaux  du  Calcul  intégral.' Il  y  a  lieu  tout  d'abnrd  d'étendre  la  définition 
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donnée  par  Riemann  pour  les  intégrales  définies  aux  fonctions  qui  deviennent 
infinies  dans  les  limites  de  l'intcgralion. 

Lorsque  les  points  où  la  fonction  devient  infinie  sont  en  nombre  fini  ou  con- 
stituent simplement  une  infinité  nonibrable,  les  propositions  ordinaires  du 
Calcul  intégral  conservent  leur  valeur.  On  a  toujours  en  particulier  ce  théo- 
rème : 

«  Si  une  fonction  continue  F(;r)  admet  la  dérivée  intégrable  F'(a7),  on  a 

F'  ( X  )  Clx  =  ¥ {x)  -h  C.  n 


f 

^  Il 


Ce  théorème  n'est  plus  vrai  sans  restriction  pour  les  fonctions  continues  dont 
la  dérivée  devient  infinie  en  un  nombre  infini  de  points,  lorsque  ces  points 
constituent  un  infini  de  puissance  supérieure  à  la  première.  Comme  exemple, 
l'auteur  prend  une  fonction  continue,  non  constante,  dont  la  dérivée  est  nulle 
en  général  et  est  infinie  en  des  positions  telles  que  la  somme  des  intervalles  est 
nulle,  mais  que  l'on  n'ait  plus  un  nombre  infini  de  première  puissance.  Au  point 
de  vue  géométrique,  une  telle  fonction  est  figurée  par  un  escalier  sans  change- 
ment subit  des  marches.  On  trouve  là  en  même  temps  des  courbes  pour  les- 
quelles la  longueur  de  l'arc  ne  peut  se  trouver  au  moyen  des  règles  ordinaires 
-    du  Calcul  intégral. 

Ensuite,  on  établit  les  conditions  sous  lesquelles  l'intégrale  du  premier  quo- 
tient difi'érentiel  est  égale  à  une  constante  près,  à  la  fonction  primitive;  la  même 
question  est  résolue  pour  le  second  et  plus  généralement  pour  le  /i'^""*  quotient 
différentiel.  En  même  temps  se  trouve  établie  une  base  de  démonstration  du 
théorème,  que  «  toute  série  trigonométrique  qui  définit  une  fonction  intégrable 
est  une  série  de  Fourier».  Le  théorème  est  démontré  dans  le  cas  où  la  fonction 
intégrable  est  partout  finie,  ou  bien  si  ses  positions  d'infini  constituent  une 
masse  finie  ou  d'infinité  nombrable. 

Simony  (0.).  —  Sur  une  série  de  faits  notiveaux  du  domaine  de 
la  Topologie  (avec  deux  planches  lithographiques).  (aSS-aSo). 

IL  Examen  des  phénomènes  présentés  par  un  anneau  non  tordu  et  fiexible, 
à  section  circulaire  lorsque  l'on  coupe  l'anneau  par  une  section  allant  jusqu'à 
son  milieu  et  revenant  enfin  au  point  de  départ. 

IIL  Examen  des  phénomènes  présentés  par  l'anneau  lorsque  l'on  fait  une  sec- 
tion le  traversant  de  part  en  part  et  revenant  enfin  au  point  de  départ. 

Staude  (O.).  —  Représentation  au  moyen  de  paramètres  des  re- 
lations des  fonctions  thêta  à  deux  variables.  (281-312). 

L'auteur  se  propose  dans  ce  travail  de  développer  la  théorie  de  l'inversion 
des  intégrales  hyperelliptiques  du  premier  ordre  sous  une  forme  plus  convenable 
pour  certaines  applications  géométriques  que  les  représentations  employées 
jusqu'ici.  Pour  y  arriver,  on  introduit  tout  d'abord  une  détermination  uniforme 
pour  les  six  points  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets 
de  genre  deux,  en  sorte  qu'aucun  d'eux  ne  se  trouve  particularisé. 

Puis  l'auteur  s'occupe  du  groupement  caractéristique  des  seize  fonctions  thèla 
relativement  aux  six  points  de  ramification.  Ce  groupement  consiste  en  ce  (jue. 
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des  seize  fonctions,  il  y  en  a  six  qui  répondent  aux  six  points  de  lamiQcation 
pris  scparémenl,  tandis  que  les  dix  autres  correspondent  aux  dix  combinaisons 
de  CCS  points  distribués  en  deux  groupes  de  trois.  Ce  mode  de  groupement 
donne  naissance  à  une  représentation  par  indices  des  fonctions  thêta.  Un  dernier 
fait,  essentiel  pour  le  développement,  consiste  dans  la  substitution  aux  seize 
fonctions  thêta  de  seize  autres  fonctions  qui  n'en  din'èicnt  que  par  un  facteur 
constant;  ces  dernières  correspondent  aux  fonctions  sigma  introduites  par 
\\'cicrslrass. 

L'auteur  formule  le  problème  de  linvcrsion  à  l'exemple  de  Rosenhain  de  la 
façon  suivante  :  «  Représenter  les  relations  des  seize  fonctions  thêta  des  deux 
variables  v,,  v.^,  et  des  trois  paramètres  a,,,  a^,,  a,^  comme  fonctions  algébriques 
(les  deux  fonctions  variables  indépendantes  ^,,  -v,  cl  z,,  s.^  dun  domaine  algé- 
brique de  la  forme 

les  relations  a^ant  été  obtenues  sous  forme  implicite,  il  faut  en  outre  les  ré- 
soudre d'une  part  relativement  à  v„  v^,  d'autre  part,  relativement  à  :;,,  s,  ft 
-j,  s.^.  De  plus,  on  a  à  exprimer  les  zéros  des  dix  fonctions  thêta  paires  et  les 
zéros  des  dérivées  partielles  des  six  fonctions  impaires,  et  aussi  les  trois  para- 
mètres fl,,,  rt,j,  a„  au  moyen  des  six  points  de  ramification  «„,  «,,  ...,  a.  du 
(loniaine  hyperclliptiquc.  Pour  terminer,  l'aulctir  montre  (jue  ce  domaine  con- 
stitue bien  le  domaine  hypcrcllipli(iue  général  du  premier  ordre. 

Segre  (C).  —  ÉLiide  des  dlfTércntcs  surfaces  du  quatrième  ordre 
à  conique  double  ou  cuspidalc  (générale  on  décomposée)  consi- 
dérées comme  des  projections  de  l'intersection  de  deux  variétés 
quadratiques  de  l'espace  à  qutilre  dimensions.  (.'ii5-/î  il). 

L'auteur  donne  d'abord,  dans  une  Introduction,  un  exposé  des  dilïérents  tra- 
vaux qui  ont  été  faits  sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  conique  double, 
l'uis  il  donne  une  méthode  ([ui  repose  sur  le  théorème  suivant  : 

«  Cha(|ue  surface  du  quatrième  ordre  à  conique  double  (ou  cuspidale)  géné- 
rale ou  décomposée  eu  deux  droites  peut  être  considérée  comme  une  projection 
centrale  de  l'intersection  de  deux  variétés  quadrati(iucs  à  trois  dimensions  de 
l'espace  à  quatre  dimensions.  » 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  donné  par  Klein  dans  les 
Gôttinger  Aaclirichlen,  -.'.o  mars  iS-.?. 

Dans  un  espace  linéaire  à  quatre  dimensions  R,,  on  prend  deux  espaces  (|ua- 
dratiqucs  à  trois  dimensions;  ils  déterminent  un  faisceau  d'espaces  quadra- 
li(iues  V'I  qui  se  coupent  suivant  une  même  surface  du  quatrième  ordre  T.  En 
général,  il  y  a  parmi  les  espaces  quadratiques  cin(|  espaces  coni([ues  de  pre- 
mière espèce,  c  cst-à-dire  formés  de  ce"  droites  qui  passent  par  un  point  appelé 
sommet.  Dans  des  cas  particuliers,  deux  ou  plusieurs  espaces  coni(iues  de  pre- 
mière espèce  peuvent  coïncider,  ou  bien  encore  le  faisceau  contient  un  ou  deux 
espaces  coniques  de  seconde  espèce  (faisceaux  de  plans);  un  dernier  cas  est 
celui  où  tous  les  espaces  ([uadratiques  du  faisceau  sont  des  espaces  coniques. 
Si  l'on  projette  maintenant  d'un  point  quelcon(iue  V  de  R,  la  surface  T  sur  un 
espace  R,  contenu  dans  !!,,  (m  oblicnl  une  surface  du  (|uatrième  ordre  a-  à  co- 
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nique  (l(nil)lc  y-.  Fairni  les  espaces  quadraliqucs  qui  passent  par  T,  il  y  en  a  un,  -s, 
qui  conlicnt  le  poinL  P;  l'espace  tangent  en  P  à  o  détache  sur  »  un  cône  ordi- 
naire sur  lequel  se  trouve  une  courbe  du  quatrième  ordre  et  de  première  espèce 
qui  est  Tinlersection  avec  T. 

Toute  génératrice  du  cinie  projette  deux  points  de  T  en  un  seul  et  même  point 
de  S  :  de  là  résulte  la  conique  double  y^  située  sur  S.  Sur  cette  conique  il  y  a  quatre 
])oinls-pincc  correspondant  aux  quatre  arêtes  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  du 
(luatrième  ordre  et  de  première  espèce.  La  méthode  de  projection  fournit  aussi 
les  autres  propriétés  des  points-pince.  La  propriété  de  T,  de  se  trouver  sur  cinq 
espaces  coniques  qui  possèdent  chacun  deux  faisceaux  de  plans  générateurs, 
donne  pour  la  surface  S  le  théorème  suivant  :  «  Sur  toute  surface  du  quatrième 
ordre  à  conique  double,  il  y  a  cinq  cônes  appelés  cônes  de  Kumnier,  tels  que 
leurs  plans  tangents  coupent  la  surface  suivant  des  couples  de  coniques.  » 
L'auteur  examine  alors  d'autres  propriétés  de  la  surface  T  dans  H^  et  les  trans- 
porte sur  la  surface  s  dans  R^.  C'est  ainsi  que  les  droites  de  T  fournissent  les 
seize  droites  de  la  surface  du  quatrième  ordre  à  conique  double  et  leur  situation 
relative.  La  section  de  T  par  un  \\^  quelconque  fournit  sur  S  une  courbe  du 
quatrième  ordre  placée  sur  une  surface  du  second  degré  qui  contient  la  co- 
nique double.  Il  y  a  un  nombre  doublement  infini  de  surfaces  du  second  degré 
qui,  outre  la  fonitiuc  double,  coupent  la  surface  S  suivant  deux  autres  coniques. 
De  plus,  l'auteur  arrive  aux  surfaces  du  second  degré  qui  touchent  S  le  long 
d'une  courbe  du  quatrième  ordre,  et  aux  inversions  fondamenlales  qui  répondent 
aux  cinq  cônes  de  Kummer.  Il  s'occupe  ensuite  de  la  représentation  de  la  sur- 
faces sur  le  plan  et  termine  la  première  Partie  par  l'examen  des  cyclidcs  et  de 
leurs  propriétés,  d,5jà  étudiées  à  fond  par  i\LM.  Darboux  et  Casey. 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  traite  de  la  classification  des  surfaces  du 
(|ualrièmc  ordre  à  conique  double.  On  arrive  aux  différentes  classes  de  surfaces 
tl'une  part  en  spécialisant  le  faisceau  d'espaces  quadratiques  qui  contiennent  T  : 
il  suffit  de  faire  coïncider  plusieurs  des  cinq  espaces  coni([ucs,  etc.,  d'autre  part, 
eu  donnant  au  centre  de  projection  des  positions  particulières.  Tous  les  cas 
possibles  qui  peuvent  se  présenter  sont  éiuimérés  et  l'auteur  discute  les  surfaces 
correspondantes,  donne  leur  cl.>^se  et  termine  son  Mémoire  par  un  Tableau  tic 
toutes  les  surfaces. 

Pour  avoir  une  idée  de  cette  partie  du  travail,  il  faut  donner  rapideiinent  ici 
t|uelques-uus  des  cas.  Lors((ue  les  cinq  espaces  coni(|ucs  de  première  espèce  qui 
passent  par  T  sont  tous  différents,  ou  ol)li(Mii  la  surface  générale  du  quatrième 
ordre  à  conique  double,  en  prenant  le  cenlre  de  prdjection  P  quelcon(iue.  Si  le 
point  P  se  trouve  sur  un  espace  conique,  la  conique  double  se  décompose  eu  un 
couple  de  droites. 

Si  deux  espaces  coniques  coïncident,  on  a  trois  cas  à  distinguer.  Si  P  est 
(luclconquc,  la  surface  S  présente,  outre  la  coni(|ue  double,  un  point  conique. 
Si  P  est  sur  l'un  des  trois  espaces  coniques  simples,  la  conique  double  se  dé- 
compose en  un  couple  de  droites  et  le  point  conicjue  subsiste.  Si  enfin  le  point  P 
est  sur  l'espace  conique  double,  il  y  a  sur  la  surface  S  deux  droites  doubles  (jui 
se  coupent  en  un  point  triple;  le  point  conique  est  venu  en  ce  dernier  point. 

Lorsque  trois  espaces  coniques  coïncident,  il  y  a  de  nouveau  trois  cas  à  dis- 
tinguer: on  obtient,  ou  bien  une  surface  S  à  coni((uc  double  et  à  point  double 
biplanairc  de  première  espèce,  ou  bien  une  surface  ayant  un  couple  de  droites 
doubles  et  un  point  biplanairc,  ou  bien  enfin  une  surface  à  couple  de  droites 
doubles,  CCS  droites  se  cou|)ant  en  un  ])oiut  Iriplanairc  de  la  surface. 
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Si  le  faisceau  des  espaces  quadratiques  contient  trois  espaces  coniques  de 
première  espèce  et  un  espace  conique  de  seconde  espèce,  la  surface  du  quatrième 
ordre  correspondante  possède  en  général  une  conique  double  et  deux  points 
doubles;  la  ligne  qui  les  joint  n'appartient  pas  à  la  surface.  Lorsque  Ton  prend 
le  centre  de  projection  sur  un  espace  conique  de  première  espèce,  la  conique 
double  se  décompose  en  deux  droites  doubles;  lorsqu'on  le  prend  sur  l'espace 
conique  de  seconde  espèce,  on  obtient  à  la  place  de  la  conique  double  une  droite 
de  contact. 

r^espace  conique  de  seconde  espèce  est  formé,  comme  on  l'a  déjà  dit,  par  un 
faisceau  de  plans;  l'axe  du  faisceau  possède  relativement  à  tous  les  espaces  qua- 
dratiques qui  passent  par  T  le  même  plan  polaire.  Si  le  centre  de  projection 
vient  dans  ce  plan  polaire,  les  deux  points  doubles  dont  il  a  été  question 
viennent  sur  la  conique  double  qui  contient  alors  deux  points  à  contact  propre. 
Lorsque  le  centre  de  projection  P  occupe  dans  ce  plan  polaire  la  position  spé- 
ciale pour  laquelle  la  conique  polaire,  qui  correspond  à  l'espace  conique  de 
seconde  espèce  relativement  à  l'espace  quadratique  passant  par  P,  passe  par 
lui,  la  surface  du  quatrième  ordre  obtenue  alors  a  une  conique  de  rebrousse- 
nient. 

Les  exemples  qui  viennent  d'être  donnés  peuvent  suffire  pour  se  faire  une 
idée  de  nombreuses  surfaces  que  l'auteur  rencontre  dans  son  Mémoire  et  dont 
il  étudie  les  propriétés  principales,  tout  particulièrement  les  inversions  fonda- 
mentales qui  transforment  la  surface  en  elle-même. 

Gouisat  (G.).  —  Sur  les  itilégralcs  ralionnelles  de  l'équation  de 
Kummer.  (44j-4^>o). 

Dans  deux  Notes  insérées  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences 
(i8  février  et  lo  mars  i88|),  l'auteur  a  indi(|ué  une  méthode  générale  pour 
étudier  les  intégrales  de  ré(|uation  du  troisième  ordre,  due  à  Kummer,  qui  sont 
des  fonctions  ralionnelles  de  la  variable. 

Dans  ce  travail,  il  donne  une  démonstration  simple  de  ces  résultats. 

Halphen.  —  Sur  une  é([uaLlon  diflcfentielle  linéaire  du  Iroisiènic 
ordre.  (4G 1-464). 

L'é(iuation  du  iG.S"  degré,  (pi'il  est  essentiel  de  considérer  dans  la  transfor- 
mation du  seizième  ordre  des  fondions  elli|)l.i(|ues,  doit  pouvoir  être  résolue, 
comme  l'a  remar(|ué  Klein,  par  une  é(|uation  dillérentielle  du  ti'oisiême  ordre. 
L'auteur  montre  que  cette  é(|ualion  dilfércntielle  du  troisième  ordre  appartient 
à  l'un  des  types  qu'il  a  examinés  dans  son  Mémoire  Sur  la  réduction  des 
équations  linéaires  aux  formes  inlégrables. 

Konig  (•/•).  —  Théorie  des  é(|uations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  (465-53()), 

Ce  Mémoire  contient  de  nouvelles  méthodes  d'intégration  des  équations  aux 
dérivées  parlielles  du  second  ordre.  Dans  la  méthode  de  Mongc  et  d'Ampère, 
l'intégration  est  ramenée  à  celle  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  totales 
pour  certaines  classes  d'é(|uations:  le  principe  est  ici  de  réduire  la  détermination 
d'une  solution  comiilclc  de  réi|uation  aux  dérivées  parlielles  du  second  ordre 
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à  la  déterminalion  d'une  solution  particulière  dune  ûquation  diiïcrcnliclle  li- 
néaire du  second  ordre  à  plusieurs  variables. 

«  Cette  détermination  s'obtient  en  égalant  à  une  constante  cette  solution  parti- 
culière. On  trouve  par  variation  une  seconde  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  dont  la  solution  générale,  commune  avec  l'équation  proposée, 
contient  encore  quatre  constantes  arbitraires  et  possède  alors  le  caractère  d'une 
solution  complète.  La  détermination  de  cette  solution  commune  se  trouve  par 
l'intégration  d'un  système  d'équations  aux  did'crentielles  totales. 

»  En  général,  une  équation  dilTérentielle  qui  contient  une  constante  arbitraire 
ne  possède  aucune  solution  plus  générale  en  commun  avec  l'équation  proposée. 
On  doit  cependant  excepter  une  classe  déterminée  d'équations  difTércntielles 
relativement  auxquelles  des  équations  de  la  forme  donnée  existent  qui  possèdent 
un  nombre  infini  de  solutions  communes  avec  l'équation  proposée,  sans  pour- 
tant que  ce  soit  le  cas  pour  toutes  les  solutions  complètes.  On  peut  reconnaître 
si  une  équation  rentre  dans  cette  classe  au  moyen  d'un  système  de  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Si  ce  système  admet  une  solu- 
tion en  général,  toute  solution  particulière  égalée  à  une  constante  arbitraire 
fournira  par  la  méthode  de  variation  une  équation  dillérentielle  qui  jouit  de  la 
propriété  acquise.  Même  on  obtient  ainsi  une  solution  quelconque,  par  suite  la 
solution  générale,  dans  le  cas  où  ce  système  admet  deux  solutions.  Si  le  système 
ne  donne  qu'une  solution,  on  obtient  bien  encore  une  infinité  de  solutions 
complètes,  mais  non  pas  toutes  les  solutions.  L'ensemble  de  ces  solutions  con- 
stitue une  première  intégrale  dans  le  sens  le  plus  général  du  mot;  en  effet,  la 
multiplicité  ainsi  déterminée  coïncide  avec  le  système  déduit  d'une  première 
intégrale  dans  le  sens  ordinaire  du  mot. 

»  L'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  peut 
être  considérée  comme  complète  après  la  détermination  des  solutions  complètes; 
cette  détermination  n'est  qu'un  premier  pas  lorsqu'il  s'agit  des  équations  du 
second  ordre.  La  théorie  générale  repose  sur  l'extension  de  la  notion  de  solution 
complète. 

»  On  dit  qu'une  solution  est  complète  lorsqu'elle  contient  cinq  constantes  arbi- 
traires et  qu'elle  ne  satisfait  à  aucune  autre  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre.  Nous  introduisons  aussi  des  solutions  à  5  -i-  /•  constantes  arbi- 
traires et  nous  les  appelons  solutions  complètes  de  r'"'^'"-  rang. 

»  La  détermination  d'une  solution  complète  de  rang  2(/c  —  2)  s'obtient  de 
nouveau  à  l'aide  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
ayant  un  plus  gi-aud  nombre  de  variables  indépendantes;  en  général,  toute  so- 
lution particulière  de  la  dernière,  égalée  à  une  constante  arbitraire,  fournit,  par 
la  méthode  de  variation,  une  équation  différentielle  du  A''°"  ordre;  sa  solution 
la  plus  générale,  commune  avec  la  proposée,  contient  2 A'  autres  constantes  ar- 
bitraires et  est,  relativement  à  celle-ci,  une  solution  complète  de  rang  2  (A  —  :>.). 
Cette  solution  complète  s'obtient  par  l'intégration  d'un  système  aux  dérivées 
totales. 

»  En  général,  on  obtient  encore  ainsi  la  solution  commune  la  plus  générale 
des  deux  équations  diflérentielles.  Il  y  a  cependant  pour  toute  valeur  de  A'=:>. 
une  classe  déterminée  d'é(iuations  différentielles  pour  lesquelles  on  peut  établir 
des  équations  différentielles  de  k''"""  ordre  qui  possèdent,  en  commun  avec 
l'équation  proposée,  un  nombre  infini  de  solutions  communes.  Nous  obtenons 
encore  un  critérium  pour  reconnaître  si  une  étiiiation  dillérentielle  donnée  ap- 
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parlicnt  à  celle  classe  ou  non,  cl  la  lliéoric  peut  être  complèlemenl  développée 
par  analoi;ie  parfailc  avec  le  cas  le  plus  simple  où  k  —  2. 

»  Nous  oblenons  ainsi  un  nombre  infini  de  classes  d'équations  diiïérenliellcs 
du  second  ordre,  dont  les  inlégralcs  peuvent  se  ramener  à  celles  de  systèmes 
d'équations  aux  dérivées  totales.  Nous  possédons  des  critériums  certains  pour 
reconnaître  si  une  éciualion  donnée  appartient  à  Tune  de  ces  classes  et  nous 
donnons  dans  ce  cas  des  méthodes  rompléles  d'inlégralion. 

»  En  supposant  certains  théorèmes  donnés  sans  démonstration  par  M.  Lévy 
{Comptes  rendus,  novembre  1B-2),  on  reconnaît  que  ces  classes  comprennent 
toutes  les  équations  difrérentielles  du  second  ordre  dont  l'intégration  peut  être 
ramenée  à  celui  de  systèmes  d'équations  aux  dérivées  totales. 

»  Les  équations  difrérentielles  dont  Af.  Darboux  a  indiqué  l'intégration  sans 
appuyer  sur  la  méthode  {Annales  de  l'École  Normale,  t.  VU;  p.  i63-i73)  sont 
contenues  comme  cas  particuliers  dans  les  classes  caractérisées  ici;  déplus, 
c'est  le  plus  simple  des  cas  qui  se  présentent  chez  M.  Darboux  que  Hamburger 
a  traité  complèlemenl  {Journal /tir  Matliematik,  t.  XCIII).  » 

Lie  (S.).  —  Sur  les  invariants  différenliels.  (537-5-8). 

Dans  rinUoduction,  l'auteur  donne  un  résumé  de  rcnsenil)lc  des  recherches 
qu'il  a  faites  jusqu'ici  dans  le  but  de  former  une  théorie  générale  de  la  trans- 
formation et  d'applicjuer  cette  théorie  aux  éc|uations  dilTérenlielIes;  il  examine 
en  particulier  les  travaux  qui  se  rapportent  aux  fonctions  admettant  un  grou])e 
fini  continu  et  aux  invariants  (liiïércnticls  de  ces  groupes.  Il  montre  la  relation 
avec  les  travaux  <Ic  Klein,  Poincaré,  Halphen  cl  avec  la  théorie  algébrique  des 
invariants. 

Knsuile  rauleur  donne  les  principes  d'une  théorie  générale  des  groupes  dis- 
continus d'un  nomhi'c  infini  de  paramètres  cl  déiiionlre  le  théorème  suivant  : 

«  TouL  groupe  infini  détermine  une  série  infinie  (Tinvarianls  différentiels  qui 
pcuNCiil  être  définis  coniuie  solutions  tle  systèmes  coniphHs.  » 

La  théorie  est  appli(|uée  à  une  ([uantité  d'exemples,  parmi  lesquels  on  doit 
citer  les  recherches  de  Halphen  sur  les  o])érations  linéaires  et  toute  la  série  de 
travaux  sur  la  mesure  de  la  courbure  de  (jauss. 

JVello  (/-'•)•  —  Sur  la  décoinposition  on  facteurs  des  discriminants 
des  é(iiiations  alj^cbricjtios.  {^'>~'^--'>''^~)- 

Pic/\  (G.).  —  Notice  stif  les  siihstiliitions  linéaiix's  entières,  (588- 
589). 

PIck  [(1.).  —  Sur  (Certaines  fondions   délinies  par  des  (MUialions 
fonclionnelles.  (5()()-597.).  \\.  H. 
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Tome  VI;  1877. 

Maas  {E.).  —  A  propos  d'une  Coniniiinicatlon  faite  à  rinstiliit 
des  actuaires  anglais  sur  la  manière  d'opérer  des  Compagnies 
françaises.  (5-3o). 

Dormoy  {E.).  — Théorie  mathématique  des  assurances  sur  la  vie. 
(31-79;  23i-3o3;  3i7-3y^). 

Suite  d'un  iiiiporlant  Mémoire  qui  romprcnd,  dansée  ^'olume,  dix-neuf  Tables 
numériques  donnant  les  facilités  nécessaires  pour  déterminer  les  annuités,  les 
assurances  et  les  rentes  viagères. 

Cliarlon  {II-).  —  Des  emprunts  publics.  (87-163). 
Suite  et  fin.  Tables  numériques  diverses. 

yic/iard (AI.-A.).  —  Note  sur  l'évaluation  approchée  des  annuités 
viagères  temporaires.  (227-230). 

Charlon  (II-).  —  Théorie  mathématique  des  opérations  finan- 
cières. (3o5-3i()). 

Annonces,  Préface  et  Table  des  matières  de  l'Ouvrage  publié  sous  ce  litre.  On 
en  pourra  trouver  le  compte  rendu  dans  les  Nouvel/es  Annales,  2'=  série,  t.  VIII, 
iS6(),  |).  -îoi-S'^'i. 

Tome  VU;  1878. 

Charlon  {H-)-  —  Tiu-orie  élémentaire  des  opérations  financières 
cl  viagères.  (.)i-i8o). 

L'auteur  s'est  proposé  de  mettre  la  théorie  matliémati(iue  des  opérations  finan- 
cières, ainsi  que  celle  des  opérations  viagères,  à  la  portée  des  personnes  qui 
possèdent  seulement  la  pratique  des  opérations  les  plus  élémentaires  de  l'Aritli- 
mctique.  La  première  Partie  de  ce  lésumé  est  divisée  en  cinq  Chapitres,  ayant 
respectivement  pour  objet  l'étude  des  points  suivants  : 

1°  Intérêt  simple  et  composé,  escompte.  .i°  Rentes.  Accumulation  à  intérêt 
composé  des  arrérages  d'une  rente.  Placements  égaux  faits  à  des  époques  é(iui- 
distantes.  3°  Emprunts  remboursables  par  des  rentes.  Évaluation,  d'après  un  taux 
quelconque  d'intérêt,  de  la  nue  propriété  des  litres  d'un  emprunt,  de  leur  jouis- 

(')  Voir  liiillctin.  t.  III,  p.   ifir,.  ri  t.   T,  j).  .ifKi-.iWi. 
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sancc  et  de  ces  titres  cu\-mrnrics.  \''  Knipriinls  par  obligations.  Construction 
des  tableaux  d'amortissement  pour  les  emprunts  par  obligations.  Évaluation  de 
la  nue  propriété  des  obligations  d'un  emprunt,  de  leur  jouissance  et  de  ces  obli- 
gations elles-mêmes,  d'après  un  taux  d'intérêt  quelroniiue  cl  sans  tenir  compte 
des  taxes  qui  les  frappent.  Procédés  de  calculs  relatifs  aux  obligations  frappées 
de  taxes  par  la  loi  française.  ô°  l-'onds  publics  français.  Emprunts  de  la  Ville  de 
Paris.  Parités. 

Dormoy  {E.).  —  Suite  des  Tables  de  la  théorie  mathématique  des 
assurances  sur  la  vie.  (i8i-236). 

Tables  \X  à  XWIII. 

Cliarlon  (//•)•  —  Théorie  élémentaire  des  opérations  financières 
ot  viagères.  (27.3-319;  347-363). 

Cette  deuxième  Partie  de  l'intéressant  Mémoire  de  M.  Charlon  renferme  les 
Chapitres  suivants  : 

1°  Opérations  viagères.  Tables  de  mortalité;  2°  Détermination  des  primes  pures 
des  opérations  viagères. 

Fouret  (G.).  —  Sur  la  détermination  de  la  durée  d'une  assurance 
mixte  souscrite  à  un  âge  donné,  moyennant  une  prime  unique 
et  une  prime  annuelle  également  données.  (321-326). 

Dormoy  {E.).  —  Loterie  nationale  de  l'Exposition.  Mode  de  ti- 
rage au  sort.  (327-330). 

Arharcl  (A.).  —  Note  sur  l'emprunt  3  pour  100  amortissable. 
(33i-3/i5). 

Tome  VIII,  1879. 

Massé  {L.).  —  Du  chargement  des  primes  d'assurances.  (5-i4, 
2  figures). 

Dormoy  {E.).  —  Tirage  de  la  loterie  nationale.  Elude  pratique 
des  lois  du  hasard.  (i5-38,  3  figures). 

La  loterie  nationale  a  offert  une  occasion  qui  se  rencontre  très  rarement 
dans  la  pratique,  c'est  celle  du  tirage  au  sort,  au  moyen  d'appareils  mécaniques, 
d'une  très  grande  quantité  de  nombres  cl  de  chiffres.  En  cdet,  il  a  été  lire  au 
sort,  en  quelques  jours,  1277  nombres  de  7  chiffres  et  Cnp.o  nombres  de  6  chiffres, 
en  tout  plus  de  joooo  chiffres,  qui  ont  dû  venir  se  grouper  suivant  certaines  lois. 
L'auteur  a  cherché  à  étudier  ce  groupement  et  à  en  profiter  pour  ajouter  une 
page  à  l'étude  des  lois  du  hasard. 

Ce  travail  est  fait  d'après  la  théorie  exposée  jiar  l'auteur  dans  lo  t.  III,  1874. 
p.  \J>>.  cl  suivantes. 
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Ces  conclusions  tendent  à  prouver  l'irrégularité  de  construction  des  roues 
dont  on  s'est  servi  dans  le  tirage  de  la  loterie.  Dès  lors  on  ne  peut  plus  songer 
à  se  servir  des  résultats  de  ce  tirage  pour  contrôler  l'exactitude  de  la  formule 
l'elative  à  l'écart  moyen.  Au  contraire,  c'est  la  formule  qui  permet  de  contrôler 
la  construction  des  roues;  elle  permettra  de  même,  dans  tout  tirage  au  sort 
exécuté  par  un  moyen  mécanicjuc,  de  contrôler  l'exactitude  des  appareils  em- 
ployés. 

Lefèvre  (//•)•  —  Théorie  générale  des  monnaies  et  des  changes 
du  commerce  et  de  la  banque.  (89-61  ;  88-125;  188-229). 

Fontaneau  {E.).  —  Chrématistique.  (230-287). 
Développements  et  applications. 

Anonyme.  —  Théorie  mathématique  du  jeu  de  la  bouillotte.  (289- 

3l2). 

Foiiret  {G.).  —  Sur  l'amortissement  des  primes  d'assurances  sur 
la  vie.  Application  à  cet  amortissement  de  la  participation  aux 
bénéfices,  (3 1 3-328). 

Déliais  (E.).  —  De  l'emploi  avantageux  des  Tables  de  Violcine 
pour  le  plus  grand  nombre  des  opérations  d'assurances  et  d'an- 
nuités viagères  sur  une  seule  tête.  (329-363,  4  figures). 

H.  B. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (i). 

6^  série,  tome  IV;  a*"  semestre  1882. 

Flamant.  —  Compte  rendu  des  expériences  h_ydraullqucs  faites  à 
Roorkee.  (48-96,  3  fig.). 

Des  expériences  extrêmement  importantes  ont  été  faites  de  1874  à  1879,  sur 
les  conditions  de  l'écoulement  de  l'eau  dans  les  canaux  découverts,  par  le  capi- 
taine Allan  Cunningham,  ingénieur  anglais  dans  l'Inde,  qui  en  a  rendu  compte 
dans  un  Ouvrage  publié  en  1881  à  Roorkee,  et  composé  d'un  Volume  de  texte 
(4oo  pages),  d'un  Volume  de  Tableaux  numériques  donnant  les  résultats  des 
expériences  (86  Tableaux)  et  leur  résumé  (34  Tableaux),  et  dun  Volume  de 
Planches  (52  Planches). 


(')  \o\v  Bulletin,  \l,  269;  II,,  lofi;  IV^,  211  et  VIII^,  71. 
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r^es  principales  inesiircs  ont  été  prises  à  Roorkee,  sur  le  canal  du  Gan^e.  La 
vitesse  a  été  oi)scrvée  au  moyen  du  douille  llottcur.  La  première  idée  de  cet  in- 
strument remonte  à  Léonard  de  Vinci  {i6'|3);  mais  c'est  Mariotte  (i684)  qui,  le 
premier,  en  a  fait  usage  sous  sa  forme  actuelle.  L'auteur  a  donné,  avec  raison, 
la  préférence  au  modèle  d'instrument  tians  lequel  le  llottcur  de  surface  est  assez 
petit  pour  que  l'action  du  courant  sur  lui  soit  néglif^eable  par  rapport  à  celle 
que  l'cçoit  le  flotteur  inférieur.  Il  a  admis  aussi  la  forme  parabolique  pour  la 
courbe  verticale  des  vitesses. 

L'usage  des  tiges  lestées  pour  mesurer  la  vitesse  moyenne  sur  une  verticale 
a  été  introduit  en  1812  par  Kragenhoff.  L'auteur  s'en  est  servi  avec  avantage. 

Les  superficies  des  sections  transversales  et  les  débits,  tant  superficiels,  sur 
des  lignes  verticales  ou  transversales,  que  cubiques  pour  toute  la  section,  ont 
été  calculés  par  les  formules  de  sommation  de  Simson  et  de  Weddie,  etc. 

Un  Rapport  sur  la  Physique  et  l'Hydraulique  du  Mississipi,  de  MM.  Humphreys 
et  Abbot,  publié  à  Philadelphie  en  1861  et  souvent  cité  par  l'auteur,  a  discuté 
les  formules  anciennes  de  Dubuat  (1786),  Girard  (i8o3),  de  Prony  (i8o/|), 
Young  (1808),  Dupuit  (1848),  Saint-Venant  (i85i),  Ellet  (i85i),  et  il  les  a  toutes 
rejetées  comme  n'étant  pas  d'une  application  générale.  D'autres  formules,  dues 
^1  lîornemann,  Hagen  et  Gauekler,  ont  été  discutées  dans  un  Ouvrage  de  Kutter 
intitulé  :  Nouvelle  formule  de  la  vitesse  moyenne,  dont  une  traduction  a  été 
publiée  à  Londres  en  1876  par  Jackson.  Ces  formules  sont  aussi  rejetées  par 
Kutter  comme  n'étant  pas  généralement  applicables. 

L'auteur  discute  seulement  deux  formules,  celle  de  Ha/in  et  celle  de  Kutter. 

Perrodil  {de).  —  Arc  d'expérience  en  niaeonncrie  de  brique  et 
ciment  de  Portland.  (iii-r-Jc),  i  pi.). 

Cet  arc  d'expérience,  construit  à  Vaugirard,  présentait  des  proportions  inu- 
sitées, une  portée  de  20""  et  l'épaisseur  extrêmement  faible  de  o'",io5.  Ces  di- 
mensions avaient  été  adoptées  alln  de  rendre  les  déformations  considérables  et 
faciles  à  observer. 

Il  n'est  pas  inutile  de  faire  reinar([ucr  que  les  déformations  élasti(|ues  con- 
statées sur  cet  arc  d'expérience  dépassent  de  beaucoup  toutes  celles  qui  se  pro- 
duisent dans  les  arcs  établis  suivant  les  données  ordinaires  de  la  pratique  des 
constructions. 

L'auteur  s'était  proposé  de  vérifier  les  conclusions  de  sa  théorie  présentée 
dans  le  t.  \I\  des  Annales.  (Voir  Ihdlelin,  IV^,  p.  3i3.  ) 

Rcsal  {J.).  —  J'^ttide  sur  la  stabilité  des  ponts  métalliques  en  arc. 
(329-;i()8,  2  pi.). 

Cette  étude  a  été  dirigée  vers  les  trois  points  suivants  : 

1°  Détermination,  dans  chaque  section  d'un  arc  métallique  articulé  aux 
naissances,  du  maximum  absolu  du  travail  du  fer  à  la  ct)mprcssion  ainsi  qu'à 
l'extension,  sous  l'action  simultanée  de  la  charge  permanente,  des  variations  de 
la  température,  et  d'une  surcharge  d'épreuve  immobile  répartie  de  la  manière 
la  plus  favorable; 

2°  Détermination  de  la  flèche  ou  de  l'abaissement  à  la  clef,  ainsi  que  du  tra- 
vail  maximum  du  métal,  dus  à   l'clTet  d'une  charge   roulante,   pour  un   pont 
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inélalliquc  en  arc  ou  en  poutre  clroiLe.  Influence  de  la  vitesse  du  convoi  et  de  la 
charge  permanente  de  l'ouvrage; 

3°  Détermination  des  efforts  subis  par  les  tympans  rigides  d'un  pont  en  arc, 
par  suite  des  déformations  éprouvées  par  les  arcs  sous  l'influence  des  variations 
de  la  température  et  de  la  surcharge. 

Sampité.  —  Appareil  orthoi^onal  dans  les  voûtes  biaises  dont 
la  section  droite  est  une  ellipse  surbaissée.  (0^8-599,  2  fig., 
,  pi.). 

Les  questions  concernant  les  appareils  biais  ont  été  résolues  d'une  façon 
complète  au  point  de  vue  pratique  aussi  bien  qu'au  point  de  vue  théorique, 
pour  les  arches  où  le  cercle  est  la  courbe  de  section  droite  comme  pour  celles 
où  il  est  la  courbe  de  tète. 

Dans  son  remarquable  Ouvrage  :  De  l'appareil  et  de  la  construction  des 
ponts  biais,  M.  GraefT  a  plus  généralisé  le  problème,  mais  sa  solution  n'est  ap- 
plicable qu'à  une  voûte  dont  la  section  droite  est  surhaussée,  et  elle  laisse  de 
côté  le  cas,  beaucoup  plus  fréquent  dans  la  pratique,  où  la  section  droite  est  une 
ellipse  surbaissée. 

M.  Collignon,  dans  son  Cours  de  Mécanique  appliquée,  donne  un  mode  de 
construction  de  la  trajectoire  orthogonale  parallèle  sur  le  développement.  Cette 
construction,  une  des  plus  employées,  ne  préjuge  rien  sur  la  section  droite  de  la 
voûte;  mais,  dans  ce  système,  la  trajectoire  s'obtient,  en  développement,  par  des 
projections  successives  qui  peuvent  être  admissibles  lorsque  la  voûte  à  con- 
struire est  de  faible  ouverture  et  que,  par  suite,  les  épures  peuvent  être  faites 
sur  le  papier  à  une  échelle  proportionnellement  très  approchée;  on  peut  même 
les  tracer  en  vraie  grandeur  sur  une  aire. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  la  voûte  est  de  grande  ouverture.  Dans  ce  cas,  la 
construction  graphique  de  la  trajectoire,  en  développement,  ne  peut  être  faite 
sur  le  papier  qu'à  une  échelle  réduite;  elle  donne,  dès  lors,  lieu  à  trop  de  causes 
d'erreur  pour  pouvoir  être  admise. 

A  l'occasion  de  l'étude  et  delà  construction  d'un  appareil  orthogonal  parallèle 
pour  un  pont  de  So"'  d'ouverture,  l'auteur  a  été  amené  à  rechercher  l'équation  de 
la  ti'ajectoire  orthogonale  parallèle  dans  le  cas  de  la  section  droite  surbaissée,  et 
il  a  pensé  que  sa  méthode  pourrait  présenter  quelque  intérêt  dans  des  cas  ana- 
logues. 

Tome  V,  i"''  semestre  i883. 

Fortet  {D.).  —  Calcul  et  tracé  des  panneaux  des  voûtes  biaises. 
(26-33,   I  pi.). 

Description  d'une  méthode  permettant  d'obtenir  facilement  les  panneaux  des 
voussoirs  d'une  voûte  biaise  dont  les  principaux  éléments  ont  été  arrêtés  dans 
un  projet.  On  ne  s'occupe  que  des  appareils  ayant  leurs  lits  engendrés  par  des 
droites  parallèles  aux  tètes. 

Bazaine.  —  Élude  sur  rinilucncc  des  irrigations  sur  l'altitude 
d'une  nappe  souterraine.  (3'|-<3o,  3  fig.,  t  pi-)- 
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La  ville  de  Paris  s'esl  trouvée  engagée  pendant  plusieurs  années  dans  une  série 
de  procès  pour  dommages  de  diverses  natures  attribués  aux  irrigations  de  la  plaine 
de  Gennevilliers,  procès  dans  lesquels  certains  réclamants  ont  demandé  des  in- 
demnités considérables.  D'autre  part,  de  nombreux  et  importants  projets  d'ir- 
rigations sont  aujourd'hui  à  l'étude,  et  les  circonstances  qui  se  sont  produites  à 
Gennevilliers  se  présenteront  très  probablement  dans  plusieurs  localités  placées 
dans  des  conditions  analogues.  Bien  qu'il  soit  fort  diflicilc  de  déterminer  d'une 
manière  exacte  la  part  incombant  aux  irrigations  dans  la  surélévation  d'une 
nappe  souterraine,  il  peut  néanmoins  être  utile  d'établir  certaines  bases  bien 
précises,  susceptibles  d'éclairer  la  pratique  ou  la  réglementation  des  arrosages, 
et  de  guider,  en  cas  de  procès,  les  experts  chargés  d'apprécier  les  réclamations 
produites. 

Ces  considérations  ont  amené  l'auteur  à  étudier  la  question  avec  les  ressources 
de  l'analyse,  et  à  diviser  ce  travail  en  trois  Parties  : 

1°  Théorie  mathématique  de  quelques  cas  particuliers  du  mouvement  vertical 
ou  parabolique  des  eaux  à  travers  un  sol  perméable; 

2°  Application  de  cette  théorie  à  quelques  exemples  tirés  de  la  pratique  des 
irrigations  à  Gennevilliers; 

3°  Comparaison  des  conséquences  de  cette  application  avec  les  faits  observés 
dans  la  même  région. 

Séjouiiié.    —    Fondations   à    l'air   comprimé    d'un   pont    sur    la 
Garonne,  à  Marniande.  (92-198,  6  fîg.,  5  pi.,  10  tableatix). 

Etude  théorique  et  pratique,  suivie  de  renseignements  statistiques  sur  quatre- 
vingt-deux  ponts  fondés  à  l'air  comprimé. 

Lagrené  [H.  de).  —  Note  sur  la  mesure  des  vitesses  et  des  débits 
dans  un  cours  d'eau  rapide  et  profond.  (2i9-24^>»  12  fig.  2  pi.). 

Description  des  procédés  et  appareils  employés  pour  mesurer,  au  moyen  du 
moulinet,  les  vitesses  de  l'Klbe,  du  Danube  et  d'autres  cours  d'eau  importants 
de  l'Autriche.  Ce  travail  est  une  analyse  abrégée  de  l'Ouvrage  publié  en  alle- 
mand par  M.  Ilarlacher,  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Prague  et  chef 
des  travaux  hydrométriciues  de  la  Bohème. 

Duponchcl.  —  Notice  sur  un  nouveau  système  de  roue  hvdrau- 
llquc  en  dessus  à  mouvement  direct.  (247-276,  2  pi.). 

Ce  Mémoire  se  divise  en  deux  Parties  distinctes,  comprenant  :  l'une,  quelques 
renseignements  techniques  sur  la  distribution  des  eaux  de  Celle;  l'autre,  cer- 
taines considérations  générales  sur  le  rendement  des  machines  hydrauliques  et 
des  détails  plus  particulièrement  spéciaux  sur  le  nouveau  système  de  roue  en 
dessus  que  l'auteur  a  recommandé  d'employer  pour  l'organisation  de  la  distri- 
bution des  eaux  do  la  ville  de  Bézicrs. 

llesal  {,f.).  —  EdcLs  des  charges  rotdanlcs  sur  les  ponts  métalli- 
ques. (■.>.77-299). 

L'aulcui-  a  indiqué,  dans  le  précédent  Wduine,  une  formule  jicrmettanl  de  dé- 
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terminer,  par  le  calcul,  l'efTet  d'une  charge  roulante  sur  un  pont  métallique. 
L'auteur  reconnaît  que  cette  formule,  qui  repose  sur  plusieurs  hypothèses  plus 
ou  moins  admissibles,  lui  a  paru,  malgré  l'incertitude  de  son  point  de  départ, 
s'accorder  assez  bien  avec  divers  faits  d'expérience.  Les  conséquences  qu'il  en  a 
déduites  par  des  calculs  fort  simples,  dans  ce  nouveau  travail,  pourront  être 
également  soumises  au  contrôle  expérimental,  afin  de  décider  le  degré  de  con- 
fiance qu'elles  méritent. 

Guibal.  —  Note  sur  la  marche  des  bateaux,  à  vapeur  en  courbe. 
(346-377,  .   pi.). 

L"étude  générale  du  mouvement  des  bateaux  en  courbe  doit  être  considérée 
un  peu  différemment,  suivant  qu'il  s'agit  de  barques  halécs  dans  un  canal,  ou 
de  bateaux  portant  eux-mêmes  leur  moteur,  tel  qu'une  voilure,  une  hélice,  ou 
des  roues  à  palettes  agissant  dans  le  sens  de  leur  longueur. 

Le  premier  cas,  qui  a  fait  l'objet  d'une  Note  insérée  récemment  dans  les  An- 
nales {i"  semestre  1881  ;  Bulletin,  YIII^;  p.  73-74)1  est  de  beaucoup  le  plus 
complexe  et  ne  semble  pas  entièrement  résolu  par  les  formules  qu'elle  ren- 
ferme, car  ces  formules  sont  basées  sur  l'hypothèse,  pratiquement  inexacte,  du 
parallélisme  de  l'ed'ort  de  traction  à  l'axe  du  bateau  et  sur  une  évaluation  in- 
complète des  efforts  auxquels  est  soumise  la  barque  dans  son  mouvement 
(l'eiïort  sur  le  gouvernail  notamment  et  la  force  centrifuge  ont  été  omis). 

Le  grand  nombre  de  variables  ou  d'arbitraires  que  renferme  le  premier  pro- 
blème ne  le  rend  pas  susceptible  d'une  solution  théorique  simple.  C'est  plutôt 
une  affaire  de  sentiment,  dirigé  par  une  connaissance  approfondie  des  conve- 
nances ou  des  usages  de  la  navigaiion  et  par  l'observation  des  faits. 

En  réalité,  un  bateau  halé  pourra  décrire  une  courbe  quelconque  et  même 
simplement  pivoter,  sauf  a  établir  convenablement  le  point  d'attache  et  la  di- 
rection de  l'efi'ort. 

Il  n'en  est  pas  ainsi  pour  un  bateau  automoteur  qui  ne  dispose,  pour  régler 
son  allure  (c'est  du  moins  le  cas  le  plus  général  et  le  seul  dont  on  s'occupe  ici) 
que  d'un  effort  de  traction  plus  ou  moins  considérable,  dirigé  suivant  son  axe,  et 
de  son  gouvernail. 

L'auteur  conclut  en  faisant  observer  que  ce  serait,  d'ailleurs,  plus  à  l'expé- 
rience qu'à  la  théorie  qu'il  conviendrait  de  demander  de  nouveaux  éclaircisse- 
ments et  plus  de  précision  dans  un  sujet  où  le  choix  des  coefficients  est  d'une 
grande  importance  comme  résultat  numérique,  et  pour  lesquels  les  faits  expéri- 
mentaux sont  encore  très  peu  nombreux  et  notablement  en  discordance. 

Cohen.  —  Note  sur  le  partage  des  dépens  entre  les  propriétaires 
et  l'administration  en  cas  d'expropriation  pour  cause  d'utilité 
publique.  (398-402). 

En  appelant  I  l'indemnité  fixée  par  le  jury,  O  l'offre  de  l'administration,  D  la 
demande  de  la  partie  expropriée,  I*'  la  totalité  des  frais  ou  dépens  taxés  par  le 
magistrat  directeur,  /  les  frais  à  la  charge  de  l'exproprié,  /'  les  frais  à  la 
charge  de  l'administration,  lMi\L  Tarbé  et  Cotelle  ont  admis  et  proposé  les  for- 
mules 

•^       DO -1-1^'         '         DO-f-p" 
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M.  Dclallcaii  a  donné  les  formules  beaucoup  plus  simples 

/-■(^)-     /■-(^)- 

La  discussion  comparative  de  ces  deux  syslèiucs  montre  que  les  dernières 
formules  satisfont  aux  trois  paragraphes  de  l'art.  40  de  la  loi  du  3  mai  i84i,  et 
que  leur  emploi  exclusif  doit  être  conseillé,  dans  le  cas  général  oij  l'indemnité 
est  comprise  entre  l'offre  et  la  demande. 

Durand-Claye  {L.)  et  d'Ocagne  {M.).  —  Note  sur  l'évaluation 
des  surfaces  de  déblai  et  de  remblai.  (4o2-4o4,  2  fig.). 

La  formule  de  ces  surfaces  est 

"'^  2(pzizx)' 

où  y  est  la  cote  rouge  sur  l'axe,  l  la  demi-largeur  de  la  plate-forme,  p  la  pente 
du  talus,  X  la  déclivité  du  terrain  et  k  une  constante.  Cette  formule  peut 
s'écrire  plus  simplement 


Pour  la  construire  commodément,  M.  Siùglcr  {Annales,  iS^i,  Bulletin,  VIII^, 
p.  •jS)  dresse  une  épure  composée  de  deux  axes  rectangulaires  0\  et  OY.  Sur 
chacun  d'eux  il  trace  des  divisions  espacées  suivant  les  valeurs  que  prennent  a:' 
ci  y'  pour  des  valeurs  successives  de  a;  et  jk  inscrites  à  côté  des  traits.  Prenant 
sur  OX,  OA  =  a  et  sur  OY,  OM  =  b,  et  plaçant  le  sommet  dune  équerre  en  M 
et  le  petit  côté  en  M.V,  le  second  côté  MU  de  l'angle  droit  va  rencontrer  OX'  en 
un  point  B,  et  l'on  a 

a 

Celte  méthode  ne  donne  quelque  précision  que  si  le  sommet  de  l'équerre  est 
bien  exactement  au  point  voulu  M.  Aussi  M.  Siégler  a-t-il  imaginé  à  cet  elfet 
un  instrument  spécial. 

Grâce  à  une  modification  très  ingénieuse  du  tracé,  proposée  par  M.  d'Ocagne, 
on  peut  éviter  l'emploi  de  cet  instrument.  Il  suffit  de  prendre  pour  échelle  des - 
le  prolongement  OY'  de  OY  et  de  reproduire  l'échelle  des  y  sur  OX'.  Prenant 
alors  sur  OX'  la  longueur  0M'=  OM  =  b,  et  menant  M'B'  parallèle  à  MA,  la 
longueur  OB'  interceptée  sur  OY'  est  l'inconnue  cherchée. 

A /.lard  (/i.  ).  —  Mémoire  sur  la  portée  des  sons  et  sur  les  carac- 
tères à  attribuer  aux  signaux  sonores.  (5G-^-()2i ,  y  fig.). 

Les  Américains  du  Nord  ont  sur  leurs  côtes,  non  compris  les  cloches,  plus  de 
soixante  signaux  sonores,  dont  près  de  trente  trompettes.  En  Angleterre  il  y  en 
a  également  un  grand  nombre.  Nous  en  avons,  jusqu'à  présent,  beaucoup  moins 
sur  le  littoral  de  la  France,  et  cela  tient  à  cette  circonstance  avantageuse  que 
nos  côtes  sont  moins  embrumées.  Outre  les  cloches  mues  à  bras  d'homme,  nous 
avons  six  cloches  sonnées  mécaniquement  et  cinq  trompettes  à  vapeur.  Mais  la 
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loi  du  3  avril  1882,  relative  à  l'éclairage  des  côtes,  a  autorisé  l'exécution  de 
vingt  nouvelles  trompettes  à  vapeur  qui  doivent  être  actuellement  installées. 

Les  expériences  sur  la  portée  des  sons  peuvent  se  classer  en  quatre  groupe?; 
celles  de  Boulogne  en  18611862,  avec  des  cloches  sonnées  mécaniquement,  celles 
de  Douvres  en  1878,  avec  des  trompettes  à  vapeur  et  d'autres  instruments,  celles 
de  New- York  en  1874-1875,  avec  des  trompettes  et  des  sifflets  à  vapeur,  et  celles 
de  l'Elbe  en  1880,  avec  des  cornets  à  brouillard  mus  à  bras  d'homme. 

La  plupart  de  ces  expériences  ont  montré  que  la  portée  du  son  varie  à  peu 
prés  comme  le  rayon  vecteur  d'une  ellipse. 

L'auteur  établit  ensuite  une  formule  de  la  portée  des  sons  et  en  déduit  di- 
verses conséquences.  Il  montre  aussi  l'influence  de  la  couleur  des  rayons  lumi- 
neux, dont  la  portée  optique  croît  du  violet  au  rouge. 


Tome  VI,  2"  semestre  i883. 

Susini  (JV.).  —  Note  sur  le  raccordement  parabolique.   (4^-53, 
I  fig-.). 

Raccordement  en  arc  de  parabole  de  la  forme  _>'  =  jnx',  d'un  arc  de  cercle 
et  d'une  voie  droite,  en  tenant  compte  du  dévers  ou  surhaussement  du  rail 
extérieur. 

Lévy  {P.).  —  Note  sur  un  procédé  de  calcul  du  mouvement  des 
terres  dit  Procédé  Bruckner.  (04-62,  i  pi.). 

Le  principe  de  ce  procédé,  encore  peu  connu  en  France,  est  exposé  dans 
l'Ouvrage  /a  StaLique  graphique  de  Culmann  (traduite  par  MM.  Classer,  Jac- 
quier et  V^alat  ). 

Gobin  (A.).  —  Détermination  précise  de  la  stabilité  des  murs  de 
soutènement  et  de  la  poussée  des  terres.  (c)8-23i,  72  fig'.). 

La  théorie  de  la  poussée  des  terres  et  de  la  stabilité  des  murs  de  soutènement 
estencore  très  obscure  et  l'abondance  des  systèmes  proposés  suffirait  à  montrer 
combien  le  sujet  est  susceptible  d'interprétations  diverses.  Coulomb,  de  Prony, 
Français,  Poncelet,  Curie,  et  plus  récemment  Maurice  Lévy,  Considère,  Rankine 
et  Boussinesq  ont  successivement  trailé  cette  question,  les  uns  en  admettant 
que  la  poussée  des  terres  est  perpendiculaire  à  la  face  intérieure  du  mur,  les 
autres,  qu'elle  est  parallèle  au  plan  du  talus  limitant  le  massif  à  sa  partie  su- 
périeure. C'est  la  théorie  de  Coulomb,  complétée  par  Poncelet,  que  Bélanger, 
Bresse  et  Collignon  ont  adoptée  dans  leurs  Traités  de  Mécanique,  tandis  que  la 
théorie  de  Rankine,  qui  se  rattache  par  un  lieu  étroit  au  principe  de  la  moindre 
résistance,  a  ouvert  la  voie  à  une  série  de  travaux  basés  sur  le  même  principe. 

Cette  incertitude  dans  les  résultats  obtenus  rend  difficile  le  choix  de  la 
meilleure  solution  à  adopter;  la  complication  même  des  formules  et  procédés 
est  un  obstacle  à  leur  application  pratique;  c'est  ce  qui  a  conduit  l'auteur  de 
ce  travail  à  étudier  cette  question  pour  trouver  une  règle  simple  qui  puisse 
guider  l'ingénieur  dans   la  réduction   de  ses  ])rojels.   C'est    également  ce  qu'a 
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.  essayé  M.  de  Lagrené,  dans  un  Alémoirc  piil)lié  en  1881  {Bulletin,  VIII,,  p.  75- 
76). 

Le  point  de  départ,  la  base  du  syslcme  de  M.  de  Lagrené,  est  le  principe 
suivant  qu'il  emprunte  à  Rankine  et  auquel  il  donne  la  désignation  de  Théorème 

n"  1  : 

«  Dans  un  massif  de  terre  indéfini,  liiuilé  à  la  partie  supérieure  par  un  plan 
unique  faisant  un  angle  8  avec  l'horizon,  la  pression  totale  sur  un  plan  vertical 
quelconque  OA  normal  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  supérieur  est 
parallèle  à  ce  dernier,  et  fait  par  conséquent  un  angle  0  avec  l'horizon.  » 

Ce  théorème  est  presque  évident;  il  se  déduit  d'ailleurs  d'une  démonstration 
générale  donnée  par  Rankine  et  par  M.  Boussinesq  (5'  série,  t.  \'III,  1874,  Bul- 
letin, XI,  p.  264-2fi5). 

L'auteur  ayant  remarqué  la  contradiction  de  ce  théorème  avec  le  résultat  de 
ses  propres  reclierchcs,  a  repris  l'étude  de  la  (luestion  et  a  rencontré  une  solu- 
tion qui  est  en  parfait  accord  avec  l'expérience  très  curieuse  du  général  Ardant 
{Mémorial  du  Génie  de  i8'|8),  citée  par  iM.  Coilignon  dans  son  Cours  de  Mé- 
canique appliquée  aux  constructions. 

Il  nous  serait  difficile  de  donner  une  idée  complète  de  l'intéressant  Mémoire 
dont  nous  venons  de  parler.  L'essentiel,  croyons-nous,  pour  les  lecteurs  du  Bul- 
letin, est  de  pouvoir  aisément  reconstituer  la  bibliographie  des  questions  qui 
appellent  depuis  longtemps  l'attention  des  géomètres  sur  les  considérations 
théoriques  de  nature  à  éclairer  la  science  de  l'ingénieur.  Nulle  part  peut-être 
plus  que  dans  les  Sciences  mathématiques  et  leurs  applications,  ce  n'est  pas 
seulement  la  solution  des  problèmes  ou  la  démonstration  des  théorèmes  qu'il 
importe  de  connaître  ou  d'établir,  mais  aussi  la  bibliographie  qui  les  rattache 
aux  travaux  antérieurs  ayant  trait  au  même  objet. 

Toiivtay.  —  iXotesurles  raccordements  paraboliques  de  la  voie  en 
plan.  (387-408,  f)  flg-.). 

On  a  reconnu  depuis  longtemps  la  nécessité,  pour  faire  varier  le  dévers  d'une 
façon  continue  dans  les  voies  ferrées,  d'intercaler  entre  l'alignement  droit  et  le 
cercle  qui  le  suit  une  courbe  de  raccordement  à  rayon  variai)lc. 

Une  instruction  jointe  à  la  circulaire  ministérielle  du  28  juin  1879,  qui  ac- 
compagne le  recueil  de  formules  pour  l'étude  et  la  construction  des  chemins 
(le  fer,  indique  la  manière  de  tracer  ce  raccordement,  au  moyen  d'une  courbe 
parabolique  dont  l'ihiuation  est 

37' 


i35ooo 


La  solution  ([uc  comporte  l'applicalion  de  cette  courbe  d(;  raccordement  a  été 
développée  par  I\I.  Nordiing  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  18(17. 

Cette  solution  n'est  qu'a|)pruxiiiiativc,  car  la  démonstration  des  propriétés  de 
la  courbe  de  raccordenieut  se  fait  en  admettant  comme  expression  de  la  cour- 

f/J  y 

bure    1    -t  expression    approchée,    qui    ne   donne  des   résultats   suffisamment 

exacts  que  pour  des  arcs  de  faible  étendue  à  partir  de  l'origine,  comme  le  fait 
rciiiarqnrr  M.   Nordiing. 
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L'application  de  la  courbe  précitée  donne  lieu  à  des  erreurs  assez  notables 
lorsqu'il  s'agit  de  raccorder  des  courbes  à  faible  rayon,  celles  de  3oo"  à  35o"" 
par  exemple,  avec  un  alignement  droit. 

On  peut  donc  se  proposer  de  déterminer  d'autres  coefficients,  et  de  raccorder 
par  une  courbe  telle  que  le  devers  y  augmente  uniformément  depuis  la  valeur 
zéro  qu'il  a  sur  l'alignement  droit  jusqu'à  la  valeur  qu'il  doit  atteindre  sur  l'arc 
de  cercle. 

Le  dévers  doit  d'ailleurs  rester  toujours  inversement  proportionnel  au  rayon 
de  courbure,  d'après  le  principe  généralement  adopté. 

Allaid  {E.).  —  Expériences  faites  pendant  et  après  l'exposition 
d'électricité  de  Paris  sur  la  lumière  électrique,  les  accumulateurs 
et  le  transport  de  la  force.  (4i7-464>  i  pl-)- 

Flamant.  —  Résumé  d'articles  publiés  par  la  Société  des  ingé- 
nieurs civils  de  Londres  sur  la  poussée  des  terres.  (477-532, 
I  pl.). 

Le  premier  est  un  travail  de  M.  G.-H.  Darwin,  contenant  les  résultats  d'expé- 
riences récemment  faites  sur  la  poussée  horizontale  d'une  masse  de  sal)le,  et 
leur  comparaison  aux  formules  théoriques. 

Le  second  est  une  Note  de  M.  Boussinesq  sur  les  conclusions  du  travail  de 
I\[.  Darwin  et  dans  laquelle  il  établit  la  parfaite  concordance  des  résultats 
trouvés  par  cet  ingénieur,  et  convenablement  interprétés,  avec  les  formules  qu'il 
a  lui-même  données  précédemment,  et  notamment  dans  un  article  publi.é-  à  la 
suite  d'un  Mémoire  de  M.  Baker  dans  les   Annales  de  1882   {Bulletin,  VIH,, 

P-  79)- 

Le  troisième  est  de  J\L  Gaudard  et  contient  aussi  quelques  remarques  sur  le 
travail  de  1\L  Darwin. 

Enfin,  l'auteur  de  ce  résumé  ainsi  que  1\L  Boussinesq  répondent  au  Mémoire 
de  M.  Gobin  qui  avait  élevé  des  doutes  sur  l'exactitude  de  certaines  conclusions 
de  précédentes  études  théoriques  de  la  poussée  des  terres. 

Fargue.  —  Réclamation  de  priorité.  (Gia). 

L'auteur  rappelle  que  la  courbe  de  raccordement  proposée  par  M.  Tourtay 
est  précisément  celle  qu'il  a  indiquée  sous  le  nom  de  spirale-volute  dans  sa  pre- 
mière étude  sur  la  Garonne,  publiée  en  i8(JS. 

Tome  Vil,  i"'"  semeslrc  1884. 

Thévenet.  —  Expériences  sur  le  débit  des  ptiits  en  terrains  sablon- 
neux aquifères.  (aoo-'iio,  Sfig-.). 

Switkowsld.  —  Note  sur  un  procédé  de  détermination  expéditive 
des  surfaces,  emprises  et  talus  des  profils  de  terrassements, 
(ai  1-^1 8,  1  pl.). 
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Gilliot.  —  Mémoire  sur  quelques  propi-iélés  des  courbes  de  pres- 
sion et  de  leurs  tangentes  et  applications  pratiques.  (aGo-Soa, 
i5  fig-.). 

Énonce  cl  démonstration  géométrique  de  théorèmes  relatifs  à  la  détermina- 
tion des  courbes  de  pression  que  l'on  rencontre  dans  l'élude  de  la  stabilité  des 
voûtes. 

Discussion  comparative  des  tliéorics  développées  par  MM.  G.  Jung  (Bulletin 
de  la  Soc.  math.,  t.  IV,  p.  163-171,  et  Bulletin,  I^,  p.  280),  Peauceilicr,Durand- 
Claye  et  Cunq  {Annales,  1880;  Bulletin,  VIII,,  p.  71-7J). 

FavgiiP.  —  Note  sur  le  tracé  des  rives  de  la  Garonne.  (4i  i-43i, 
I  pi.). 

Le  but  de  ce  travail  est  indiqué  dans  les  articles  du  précédent  volume  relatifs 
au  problème  des  raccordements. 

L'auteur  se  trouve  amené  à  faire  usage  de  courbes  caractérisées  par  un  rap- 
port constant»  entre  l'angle  de  contingence  dx  et  l'accroissement  c/0  de  l'angle 
polaire.  Ces  courbes  ont  pour  équation  générale 

(i)  /•"-'  =  A  sin(n  — 1)6. 

Pour  n  =  3,  la  courbui*e  est  proportionnelle  au  rayon  vecteur  cl  la  courbe 
est  une  Icmniscate  :  /•^=  Asin"9. 

L'auteur  de  la  Notice  propose  de  désigner  de  ce  nom  générique  la  famille  de 
courbes  représentées  par  l'équation  (i). 

Ces  courbes,  bien  connues  depuis  Maclaurin,  ont  été  rencontrées  et  étudiées 
par  un  grand  nombre  de  géomètres  et,  parmi  les  noms  qui  leur  ont  été  donnés, 
celui  de  spirales-sinusoïdes,  proposé  par  M.  Haton  de  la  Goupillièrc,  nous 
paraît  devoir  èti-e  définitivement  adopté  (voir  les  Nouvelles  Annales  de  Math., 
1872,  p.  162-167,  1876,  p.  97-108  188G,  p.  397-898  et  passim). 

Ce  n'est  pas  le  seul  exemple  de  courbes  auxquelles  des  géomètres  aient  donné 
plusieurs  noms;  l'inconvcniont  qui  peut  résulter  de  celte  complication  est  assez 
évident  pour  que  l'on  s'efl'orce  de  réaliser  au  plus  toi  Tunilé  de  nomenclature 
en  iMalliémaliques. 

Boussinesq  (/. ).  —  (Complément  à  de  précédentes  Notes  sur  la 
poussée  des  terres.  (44^-48 1). 

Discussion  nouvelle  des  tliéorics  et  expériences  de  MM.  Gobin,  Darwin,  rap- 
portées plus  haut,  Aude  elDomcrgue  citées  dans  \c  Mémorial  du  Génie  (  n"  15, 
1848). 

Nouvel  examen  d'un  passage  de  la  théorie  de  Coulomb  {Mémoires  des  savants 
étrangers,  t.  VII,  1773). 

Bazin  [II.).  — Notice  sur  l'emploi  des  doubles  flotteurs  pour  la 
mesure  des  vitesses  dans  les  grands  cours  d'eau.  ( 554-59 1). 

D'impurtanlcs  expériences  oui  clé  faites  réccmmcnl  sur  plusieurs  grands  cours 
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d'eau  dans  le  but  de  vérifier  la  loi  suivant  laquelle  les  vitesses  décroissent  de- 
puis la  surface  libre  du  courant  jusqu'au  fond  du  fleuve.  Ces  recherches  nou- 
velles, généralement  faites  avec  beaucoup  de  soin,  n'ont  cependant  pas  conduit 
à  des  résultats  parfaitement  concordants.  Le  but  de  la  présente  Notice  est  de 
montrer  par  une  discussion  comparative  que  les  difTcrenccs  constatées  sont  sim- 
plement apparentes  et  tiennent  à  la  nature  des  instruments  employés  (moulinet 
et  flotteur). 
Les  expériences  dont  il  est  question  sont  les  suivantes  : 

1°  M.  EUis,  sur  le  Connecticut  (187^,  moulinet  et  flotteur); 

2°  M.  AUan  Cunningham,  sur  le  canal  du  Gange  (1874-1879,  flotteurs); 

3"  M.  Harlacher,  sur  l'Elbe  et  le  Danube  (1876-1879,  moulinet); 

4°  MM.  Nazzani  et  Zucchelli,  sur  le  Tibre  (1880-1881,  moulinet  et  flotteurs). 

5"  INL  Gordon,  sur  l'irrawaddi  (1882,  moulinet  et  flotteurs). 

Bloch  (/?.).  —  Quelques  tracés  parliculiers  des  courbes  en  anses 
de  panier  à  cinq  centres.  (096-606,  3  iîg-). 

Le  choix  des  rayons  en  progression  arithmétique  combinés  soit  avec  des 
angles  quelconques,  soit  mieux  avec  des  angles  en  progression  de  même  sorte, 
ou  même  des  angles  égaux,  parait  donner  la  meilleure  solution  du  problème. 

L'objet  de  cette  Notice  est  de  donner  les  procédés  géométriques  et  les  formules 
algébriques  s'adaptant  le  plus  rapidement  à  ce  tracé. 

Tome  Vin,  2*=  semestre  1884. 

Ilalewicz  {M.).  —  Calcul   de    résistance   des  poutres  droites   à 
plusieurs  travées.  (101-19^). 

Dans  un  précédent  Mémoire,  l'auteur  a  établi  les  formules  relatives  aux  cas 
les  plus  usuels  des  poutres  symétriques  (yln^aZes,  1882  ;  ^i<^/e^m,  VIII^,  p.  77). 

Cette  troisième  Partie  comprend  l'application  des  formules  précitées. 

Pour  chaque  travée,  un  tableau  spécial  renferme  les  éléments  suivants,  néces- 
saires au  calcul  des  ordonnées  de  la  courbe  enveloppe  des  forces  extérieures  : 

1°  Équation  générale  des  moments  fléchissants  en  fonction  de  l'ouverture  et 
des  charges  supposées  uniformément  réparties  sur  la  longueur  entière  de 
chacune  des  travées  ; 

2°  p]xpression  des  abscisses  qui  limitent  les  tronçons  de  la  travée; 

3°  Expressions  des  moments  fléchissants  correspondant  à  ces  abscisses  qui 
forment  les  sommets  de  la  courbe  enveloppe; 

4°  Equations  des  moments  fléchissants  dans  les  trois  tronçons  principaux  de 
la  travée. 

Ce  travail  forme  à  peu  près  la  moitié  du  IMémoire.  L'autre  moitié  est  con- 
sacrée à  une  recherche  analogue  des  courbes  enveloppes  des  efl"orts  tranchants, 
dans  la  même  hypothèse  d'un  nombre  de  travées  variant  de  deux  à  huit. 

Lavoinne.  —  Mémoire  sur  le  tracé  des  courbes  de  pression  dans 
les  voûtes.  (3 1 5-434,  I  pi.). 
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La  mclhocle  ingénieuse  de  AI.  IJiirand-Claye  consiste  à  tracer  à  l'intérieur 
d'une  voùLe  donnée  des  courbes  limites  des  courbes  de  pressions  et  à  apprécier 
son  degré  de  stabilité  pai-  l'écartcment  de  ces  courbes. 

Cette  méthode  laisse  toutefois  la  question  de  stabilité  incomplètement  résolue, 
et  ce  n'est  que  par  l'introduction  de  considérations  étrangères  à  l'équilibre 
proprement  dit  qu'on  peut  faire  cesser  l'indétermination  :  celle  du  principe  de 
la  moindre  action,  entre  autres,  a  été  employée  à  cet  clTet. 

M.  Dupuit  a  signalé,  pai-mi  les  circonstances  susceptibles  d'exercer  une  in- 
fluence prépondérante,  le  mouvement  que  prennent  les  \oussoirs  au  déciotre- 
nient.  Toutefois,  en  ramenant  tous  les  mouvements  à  un  seul,  et  en  laissant 
de  côté  tous  ceux  qui  peuvent  se  produire  d'un  voussoir  à  l'autre,  M.  Dupuit  a 
été  conduit  à  une  conclusion  qui  met  sa  théorie  de  l'équilibre  des  voûtes  en 
contradiction  avec  un  des  principes  les  mieux  établis  de  la  résistance  des  ma- 
tériaux, en  ce  qu'il  fait  passer  la  courbe  des  pressions  par  un  point  pris  sur 
l'intrados  même. 

La  considération,  plus  conforme  ù  la  réalité,  de  l'ensemble  des  déformations 
des  voussoirs  et  du  rôle  que,  dans  ces  déformations,  joue  leur  conipressibilité 
propre,  peut  conduire,  tout  en  évitant  cette  contradiction,  à  se  faire  de  la  courbe 
des  pressions  une  idée  plus  rationnelle,  en  faisant  diverses  hypothèses  qu'une 
construction  soignée  de  la  voûte  permet  de  réaliser  d'une  manière  plus  ou 
moins  complète. 

Le  Châtelier.  —  Calcul  des  poutrelles  des  ponls  mélalliques  pour 
voies  charretières.  (494-5o8,  6  fig.). 

Exposé  d'un  mode  de  calcul  des  poutrelles  précis  et  maniable. 

D'Ocag?ie  {M-)-  —  Procédé  nouveau  de  calcul  graphique.  (53 1- 
540,  I  hg.,  I  pi.). 

Ce  procédé  de  calcul  graphique  résulte  d'une  interprétation  géométrique  nou- 
velle du  principe  que  M.  Lalanne  a  imaginé  et  proposé,  dès  iS^G,  dans  les  An- 
nales, pour  la  résolution  graphique  des  équations  numériques. 

L'équation  z"  +  pz-\-q  —  o  prise  pour  type  i-eprésente,  pour  une  valeur 
donnée  a  de  z,  une  droite  si  l'on  remplace  p  et  q  par  a;  et  y.  L'enveloppe  de 
toutes  ces  droites,  lorsque  a  varie,  est  une  certaine  courbe  (E)  que  M.  Lalanne 
a  appelée  la  solulive  de  l'équation  donnée,  parce  que,  si  l'on  se  donne  x  —  p^tl 
y  =  q^,  les  valeurs  du  paramètre  a,  ou  les  racines  de  l'équation  proposée,  sont 
les  inclinaisons  des  tangentes  menées  du  point  (/>,<7,)  à  la  solutive. 

Mais,  une  courbe  étant  dessinée  sur  un  plan,  il  est  bieu  plus  facile  de  cher- 
cher ses  intersections  avec  une  droite  que  de  lui  mener  des  tangentes  par  un 
point  donné.  La  question  se  trouve  ainsi  ramenée  à  substituera  la  solutive  une 
autre  courbe  donnant  les  racines  par  son  intersection  avec  une  droite  complète- 
ment déterminée  par  la  connaissance  des  paramètres  p  et  q. 

La  manière  dont  l'auteur  est  parvenu  à  réaliser  cette  substitution  repose  sur 
l'emploi  d'un  système  spécial  de  coordonnées  dites  coordonnées  parallèles,  qu'il 
a  étudiées  avec  détails  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques {\W\).  Le  système  en  question  a  été  décrit  dans  le  numéro  de 
janvier  188G  du  Bulletin,  comme  proposé  par  Schwcring;  mais  il  doit,  au  con- 
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traire,  être  attribué  à  Chasles,  d'après  un  article  tout  récent  des  Nouvelles  An- 
nales (juin  1886  ). 

Ce  travail  a  été  reproduit  à  part,  et  complété  par  trois  Notes  sur  une  appli- 
cation des  coordonnées  parallèles,  sur  le  barycentre  d'un  système  de  points,  et 
sur  les  transformations  axiales  des  courbes  planes. 

Enfin,  la  présente  Notice  y  a  été  également  insérée,  mais  réduite  à  ce  qu'elle 
avait  d'essentiel. 

Pour  le  type  d'équations  z''-\- px  -i-  q  =  0,  l'utilité  de  la  méthode  graphique 
n'est  pas  immédiate;  mais  son  avantage  se  manifeste  pour  l'équation 

z''  -\-pz  -\-  g  =  o. 

La  solutive  employée  est,  quel  que  soit  n,  tangente  en  un  même  point  d'une 
droite  fixe,  et  asymptote  à  une  autre  droite  fixe,  perpendiculaire  à  la  ])remière, 
sans  admettre  ni  inflexion  ni  rebroussement.  De  plus,  une  branche  du  tracé 
peut  suffire,  la  symétrique  est  inutile  moyennant  un  changement  de  signe. 

Une  fois  construite,  il  suffit  de  déplacer  une  droite  tracée  sur  un  transparent 
pour  obtenir  très  vite  et  sans  aucun  tâtonnement  les  intersections  demandées. 

Ce  procédé,  basé  sur  l'emploi  d'une  courbe  fixe  pour  chaque  valeur  de  n  et 
d'une  droite  mobile,  offre  une  certaine  analogie  avec  la  transformation  de 
Sarrus,  applicable  au  même  type  d'équations  trinômes.  Dans  cette  méthode,  la 
droite  mobile  est  toujours  parallèle  à  OX,  mais  la  construction  de  la  courbe 
fixe  est  peut-être  moins  expéditive  que  dans  le  procédé  que  nous  venons  de 
rappeler.  La  comparaison  nous  a  semblé  cependant  de  quelque  intérêt  pour  les 
géomètres. 

Tome  IX;  i'"'  semestre  t885. 

Perrodil  [de).  —  Note  sur  l'emploi  des  nombres  primordiaux 
dans  les  calculs  avec  des  Tables  ou  avec  des  règles  logarith- 
miques. (85-88). 

On  peut  définir  les  nombres  primordiaux  en  disant  qu'ils  sont  les  termes  de 
la  progression  arithmétique  obtenue  en  insérant  une  infinité  de  moyens  entre 
I  et  10.  Les  nombres  primordiaux  ont  donc  toujours  un  chiffre  à  leur  partie 
entière  et  n'en  ont  qu'un  seul.  Ainsi  2,728  est  le  nombre  primordial  de  2  728000 
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représenté  dans    le   nouveau  mode  d'écriture  par  2,728.  La  caractéristique  du 
logarithme  est  alors  inscrite  comme  exposant,  et  avec  son  signe. 
Quelques  exemples  montrent  l'avantage  de  cette  nouvelle  notation. 

Flamant.  —  Note  sur  le  Traité  d'Hydraulique  de  M.  GraefT.  (89- 
95)- 

Compte  rendu  bibliographique  sommaire.  Un  complément  à  cette  bibliogra- 
phie se  trouve  donné  dans  une  livraison  suivante,  aux  pages  781-782. 

Laterrade.  —  Considérations  sur  la  stabilité  des  voûtes  en  maçon- 
nerie. (i4i-'  78,  2  fig.). 
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Nouvelles  recherches  fondées  sur  la  théorie  de  .Mér).  Parmi  les  conclusions 
de  ce  travail,  nous  remarc|uerons  les  deux  propositions  suivantes  : 

1°  Dans  toutes  les  voûtes  en  maçonnerie  de  même  espèce  et  de  même  forme, 
la  surface  de  toute  section  comprise  entre  deux  joints  quelconques  est  sensi- 
blement proportionnelle  au  produit  de  l'ouverture  par  l'épaisseur  à  la  clef. 

2°  La  pression  par  centimètre  carré  sur  un  joint  quelconque  d'une  voûte  en 
maçonnerie  qui  ne  supporte  que  son  propre  poids  sans  surcharge  est  à  peu 
près  indépendante  de  son  épaisseur;  elle  dépend  presque  uniquement  de  son  ou- 
verture, à  laquelle  elle  est  sensiblement  proportionnelle. 

Cadart{G.).  —  Théorie  des  ponts  suspendus  américains  à  tablier 
rigide.  (179-217,  I  pi.). 

Ce  sujet  a  été  déjà  traité,  au  moins  en  partie,  par  M.  J.  Rcsal  {voir  les  Vo- 
lumes de  1882  et  i883),  qui  a  constaté  une  assez  grande  concordance  entre  les 
résultats  donnés  par  les  épreuves  et  par  ses  formules  pour  des  ponts  en  arc  ou 
à  pouti'es droites;  on  peut  donc  admettre  que  ses  conclusions,  en  ce  qui  concerne 
les  ponts  suspendus,  sont  exactes. 

Le  nouveau  Mémoire  a  pour  objet  d'exposer  comment  on  peut  calculer  les 
dimensions  à  donner  aux  poutres  raidissantes  pour  que,  la  répartition  des  sur- 
charges mobiles  venant  à  se  modifier,  le  câble  conserve  la  forme  parabolique, 
ou,  en  d'autres  termes,  pour  qu'il  soit  soumis  à  des  efforts  uniformément  ré- 
partis suivant  l'horizontale  sur  toute  la  longueur  de  la  travée. 

La  théorie  donnée  dans  ce  travail  est  indiquée  dans  un  Ouvrage  de  Af .  W.-H. 
Ihirr,  elle  est  seulement  présentée  sous  une  forme  différente,  et  appliquée  à 
l'étude  d'une  poutre  encastrée  à  ses  deux  extrémités  ou  simplement  appuyée, 
avec  des  surcharges  isolées  ou  uniformément  réparties. 

Ghédéon  {Démétrius).  —  Notice  sur  le  tracé  des  raccordements 
circulaires  dans  les  opérations  sur  le  terrain.  (23o-244î  ^  ^'oO* 

Tracé  fondé  sur  l'emploi  d'une  table  donnant  les  longueurs  des  rayons 
vecteurs  des  différents  points  d'une  circonférence,  le  pôle  étant  pris  sur  la 
courbe. 

Collignon  {E.).  —  Note  sur  la  détermination  du  coefficient  de 
contraction  de  la  veine  lluide.  (295-3o3,  2  ^'g'-)* 

Le  coefficient  de  contraction  ni,  que  l'expérience  a  montré  égal  en  moyenne 
à  0,62,  ne  peut  être  déterminé  théoriquement  que  pour  l'ajutage  rentrant  de 
Borda,  et  prend  alors  sa  valeur  minima  ^. 

L'objet  de  cette  Note  est  d'établir  d'une  façon  élémentaire  une  relation  entre 
le  nombre  m  et  deux  autres  coefficients  particuliers,  qui  semblent  se  prêter  à 
des  évaluations  approximatives.  L'un  d'eux,/,  compris  entre  o  et  i,  mesure  la 
diminution  moyenne  de  la  pression  hydrostatique  produite  sur  la  paroi,  près 
de  l'orifice,  par  le  mouvement  des  filets  liquides;  l'autre,  K,  plus  grand  que  1, 
mesure  l'étendue  de  la  région  où  les  pressions  se  trouvent  modifiées,  rapporté  à 
l'aire  de  l'orifice. 
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S'appuyant  sur  des  hypothèses  assez  plausibles,  l'auteur  trouve  les  relations 

K  +  /  —  K  /■  .  2  i/k  +  I  K->r\/K  +1 

2  3(v/lv+i)  C 

dont  la  deuxième  représente  une  hyperbole  équilatère  et  la  troisième  une  pa- 
rabole a3ant  pour  axe  l'ordonnée  du  point  où  l'hyperbole  rencontre  l'axe  des 
abscisses. 

Flamant.  —  Tables  numériques  pour  le  calcul  de  la  poussée  des 
terres.  (5i5-54o,  2  fig.). 

Dans  divers  articles  précédemment  indiqués,  M.  Boussinesq  a  établi  la  par- 
faite concordance  de  la  théoi-ie  de  l'équilibre  des  massifs  pulvérulents  avec  les 
faits  d'expérience  constatés  en  Angleterre  par  M.  Darwin,  et  en  France  par 
M.  Gobin.  Il  a  montré  également  que  la  même  théorie  rendait  compte  de  cer- 
taines observations  faites  antérieurement  par  le  colonel  Aude,  le  général  Ar- 
dant,  etc.,  en  supposant  que  les  terres  sont  absolument  dépourvues  de  cohésion 
et  que  le  coefficient  de  frottement  des  terres  sur  le  mur  est  égal  à  celui  des 
terres  sur  elles-mêmes  (ce  qui  revient  à  admettre  qu'une  très  mince  couche  de 
terre  reste  adhérente  au  mur),  et  qu'il  a  pour  mesure  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  l'angle  du  talus  naturel  des  terres  avec  l'horizon. 

La  poussée,  exercée  par  le  massif  sur  le  mur,  ne  peut  pas  en  général  être 
calculée  exactement,  mais  M.  Boussinesq  fait  connaître  deux  limites,  l'une  in- 
férieure, l'autre  supérieure,  entre  lesquelles  elle  est  comprise;  et  d'une  analyse 
délicate  donnée  aux  Comptes  rendus  (17,  2^,  3i  mars  et  7  avril  i884),  il  con- 
clut que  la  valeur  la  plus  probable  de  la  poussée  n'est  pas  la  moyenne  arithmé- 
tique de  ces  deux  limites,  mais  qu'elle  est  égale  à  la  plus  petite,  augmentée 
des  Y2  ^^  ^^"^  différence. 

La  réduction  de  ces  formules  en  Tables  numériques  pourra  être  utile  aux  in- 
génieurs ;  c'est  ce  qui  a  engagé  l'auteur  de  ce  travail  à  les  dresser. 

Ilétier.  —  Etude  sur  la  résistance  des  matériaux  dans  les  murs  de 
soutènement.  (793-9897  61  ^8"-)* 

L'auteur  se  propose  d'établir,  à  l'aide  des  principes  de  la  résistance  des  maté- 
riaux, des  formules  et  des  procédés  pratiques  pour  construire  des  murs  solides, 
sans  dimensions  exagérées.  Il  accuse  d'inexactitude  la  théorie  de  M.  Gobin,  qui 
conduirait  à  donner  aux  murs  des  dimensions  beaucoup  trop  faibles. 

Les  deux  cas  principaux  étudiés  dans  ce  Mémoire  sont  ceux  des  murs  qui 
doivent  soutenir  des  eaux  ou  murs-barrages  et  ceux  qui  doivent  soutenir  des 
remblais  ou  murs  de  soutènement. 

Les  profils  successivement  étudiés  sont  ceux  des  murs-barrages  sans  contre- 
forts, les  murs  de  soutènement  en  maçonnerie  ordinaire,  sans  contreforts  et 
avec  contreforts;  les  murs  de  soutènement  à  pierres  sèches;  les  murs  sans  stabi- 
lité propre  et  perrés. 

Durand-Claye  (L.).  —  Note  sur  lu  stabilité  des  voûtes.  (1200- 
1204,  I  fig.). 
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Confirmation  des  résultats  obtenus  par  M.  Lalerrade,  dont  la  méthode  ac- 
quiert plus  de  rigueur  en  profitant  de  la  vieille  remarque  de  La  Hire,  à  savoir 
qu'une  portion  de  voûte  est  un  coin  en  équilibre. 

En  partant  de  cette  donnée,  on  parvient  à  quatre  formules  très  simples, 
dont  les  propositions  de  M.  Laterrade,  et  même  de  plus  générales,  sont  des  con- 
séquences immédiates. 


Tome  X;  2"=  semcslro  188). 

Collignon  {E.).  —  Note  sur  la  délermination  graphique  des  mo- 
ments fléchissants  dans  les  pièces  chargées  de  poids  discontinus. 

(5-46,  i8fig.,i  pi.). 

Il  y  a  plus  d'une  méthode  pour  résoudre  le  problème  delà  détermination  des 
moments  fléchissants  dans  une  pièce  soumise  à  des  poids  discontinus.  L'auteur 
de  cette  Notice  a  cru  devoir  publier  quelques  résultats  simples  ctd"un  caractère 
pratique,  auxquels  il  a  été  récemment  amené  par  une  nouvelle  étude  de  la  ques- 
tion. 

Lucas  {F.).  —  Les  machines  magnéto-électriques  et    l'arc   vol- 
taïque  des  phares.  (47-121,  1  i^i^.). 

Théorie  des  machines  magnéto-électriques  du  type  iMéritcns,  adoptées  pour 
l'éclairage  électrique  des  phares,  et  dont  la  première  application  a  été  faite  au 
phare  du  Planier  (i"  décembre  i88i),  tandis  que  les  machines  de  l'Alliance 
étaient  déjà  employées  en  i8G3  à  l'un  des  phares  de  la  Hève,  près  du  Havre. 

L'auteur  estime  qu'un  progrès  considérable  sera  réalisé  le  jour  où  les  grands 
foyers  d'incandescence  pourront  être  substitués  aux  arcs  voltaïques;  c'est  dans 
cette  voie  qu'il  faut  chercher  la  future  solution  du  problème  de  l'éclairage  élec- 
trique des  phares. 

Pervodil  [de).  —  Modification   de  la  formule    d'intégration  ap- 
prochée de  Thomas  Simpson.  (i;>.2-i28,  :>.  fig.). 

Cette  formule  a  pour  expression 

Pour  certaines  quadratures  qui  se  présentent  dans  le  calcul  de  résistance  d'une 
voûte  de  pont,  par  exemple,  il  y  aurait  sans  doute  avantage  à  substituer  à  cette 
formule  les  deux  suivantes  : 

y'  désignant  la  dérivée  preniièic. 

A  ce  propos,  nous  croyons  utile  de  rappeler  (|uc  l'étude  circonstanciée  de  lou> 
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les  pcrfecLionncments  pratiques  dont  est  susceptible  la  formule  de  T.  Simpswn 
a  été  faite  par  notre  honorable  collaborateur  M.  P.  Mansion  (Sup|)lément  au 
t.  I,  1881,  de  Mathesis;  Bulletin  VI^,  p.  igS-igo).  C'est  la  monographie  la  plus 
complète  des  recherches  des  géomètres  sur  cette  question. 

Guillaume.  — Notice  sur  la  Statique  grapliique.  (26^-351,  9  pL). 

La  Statique  graphique  a  pour  objet  de  ramener  à  des  constructions  géomé- 
triques, les  problèmes  qu'on  étudie  dans  tes  Traités  de  résistance  des  maté- 
riaux. 

Elle  se  prête  sans  difficulté  à  la  solution  rapide  de  ces  problèmes,  que  les  in- 
génieurs doivent  résoudre  la  plupart  du  temps  avec  une  extrême  urgence,  et 
les  résultats  obtenus  ont  toute  l'exactitude  nécessaire  aux  besoins  de  la  pra- 
tique. 

La  publication  d'un  Mémoire  sur  cet  objet  offre  donc  un  grand  intérêt,  au 
moment  où  paraissait  la  traduction  de  l'Ouvrage  de  M.  Cremona  Sur  les  figurées 
réciproques  en  Statique  graphique,  bientôt  suivi  de  la  Statique  graphique  et 
ses  applications  aux  constructions  par  M.  Maurice  Lévy,  et  du  second  volume 
des  Leçons  de  Statique  graphique  de  M.  A.  Favaro,  traduites  par  M.  P.  Ter- 
rier. 

Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  deux  Parties,  consacrées  à  l'application  des 
principes  de  ta  Statique  graphique  aux  poutres  droites  reposant  sur  deux  ap- 
puis, aux  poutres  droites  encastrées,  aux  poutres  continues  et  aux  arcs,  en  at- 
tendant l'étude,  presque  promise,  des  sj'slèmes  réticulés. 

Perrodil  [de).  —  Note  sur  la  résistance  comparée  des  construc- 
tions semblables,  (ofip-SSi,  3  fig.). 

La  théorie  de  la  similitude  en  mécanique  appliquée  à  l'art  des  constructions 
remonte  à  Galilée.  Plus  récemment,  MM.  Phillips  et  Collignon  en  ont  signalé 
d'autres  applications.  Celle  qui  est  traitée  dans  le  présent  article  a  pour  but  de 
comparer  exclusivement  des  constructions  de  même  nature  et  de  figures  géo- 
métriques semblables  avec  ou  sans  surcharge. 

La  conclusion  relative  aux  forces  des  dynamomètres  semblables  est  intéres- 
sante à  connaître:  elles  sont  dans  te  rapport  des  carrés  des  dimensions  homo- 
logues. 

Hausser  [A.-E.)  et  Cunq  {L.).  —  Note  sur  les  moments  fléchis- 
sants sur  les  appuis  d'une  poutre  droite  continue.  (G 1 3-644; 
i4fig.,  I  pi.). 

Les  deux  ingénieurs  que  nous  venons  de  nommer  doivent  être  ajoutés  aux 
différents  auteurs  qui  ont  publié  des  Traités  de  Statique  graphique  appli- 
quée. 

Le  présent  travail  est  fait  pour  donner  une  idée  des  métliodes  élémentaires 
qu'ils  ont  exclusivement  adoptées  dans  leur  ouvrage,  destiné  à  vulgariser  les 
notions  sur  la  résistance  des  matériaux  appliquée  aux  constructions.  Il  se  rap- 
porte au  calcul  des  moments  (léchissants  sur  tes  appuis  d'une  poutre  à  plusieurs 
travées  solidaires,  produits  par  la  surcharge  formée  de  charges  isolées  ou  non, 
cl  quels  que  soient  le  nombre,  la  position  M   l'importance  des  charges. 
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Lagarde  (de).  —  Note  sur  le  calcul  des  poutres  droites  à  travées 
solidaires.  (694-72G,   19  fig.,  1  ])1.). 

Il  s'agit  de  trouver  en  chaque  point  de  la  poutre  les  efTorts  maxima  qui  peu- 
vent se  produire  pour  toutes  les  combinaisons  de  surcharge.  Bresse  a  supposé 
la  travée  toujours  vide  de  surcharge  ou  portant  une  surcharge  uniforme  dans 
toute  sa  longueur. 

M.  Hulcwicz  {Bulletin,\lU^,  p.  77)  a  traite  le  problème  dans  le  cas  général 
de  surcharges  disposées  d'une  manière  quelconque.  Il  a  démontré  que  la  consi- 
dération des  travées  incomplètement  surchargées  ne  changeait  rien  aux  hypo- 
thèses de  Bresse  pour  la  surcharge  des  travées  autres  que  celle  où  l'on  cherche 
le  moment  produit. 

L'auteur  du  présent  travail  s'est  proposé  de  résumer  la  méthode  de  M.  Hule- 
wicz  en  imaginant  un  mode  particulier  d'application  ;  il  adopte  les  notations 
et  les  signes  des  moments  fléchissants  du  cours  de  Bresse,  et  il  construit  sépa- 
rément les  courbes  des  moments  ou  des  efforts  tranchants  dus  à  la  charge  per- 
manente et  à  la  surcharge  ;  les  premiers  sont  placés  au-dessous  de  la  ligne  de 
terre,  les  autres  au-dessus. 

Barbet.  —  Note  sur  la  profondeur  à  donner  aux  écluses.  (727- 
74:^,  I  pi.)- 

A  cette  étude  s'ajoute  celle  de  l'influence  qu'exerce,  au  point  de  vue  du  rem- 
plissage du  sas,  la  position  des  vcntelles  des  portes  d'amont. 

L'auteur  adopte  les  notations  d'un  précédent  travail  de  MM.  Fontaine  et 
Dcsmur  {Bulletin,  VIII^,  p.  74-75)  et  y  introduit  quelques  rectifications. 

Leygue  {L-)-  —  Nouvelle  recherche  sur  la  poussée  des  terres  et 
le  profil  de  revêtement  le  plus  économique.  (788-1003,  126  fig., 
10  pi.). 

Cet  important  Mémoire  est  peut  être  le  plus  complet  qui  ait  paru  dans  les 
Annales  sur  une  question  aussi  intéressante  pour  les  ingénieurs. 

L'auteur  ne  se  place  pas  à  un  point  de  vue  exclusivement  mathématique;  il 
se  préoccupe,  au  contraire,  de  donner  des  résultats  utiles  à  la  praticiue  des  con- 
structions. 

En  présence  des  conditions,  où  les  hypothèses  d'un  coté  et  la  science  pure  de 
l'autre  ont  une  trop  large  part  pour  donner  au  constructeur  toute  la  confiance 
dont  il  a  besoin,  l'auteur  a  reconnu  lintérèt  d'entreprendre  une  série  d'expé- 
riences directes  et  méthodiques,  qui,  reproduites  sous  forme  de  courbes  et  tra- 
duites par  des  règles  semi-empiriques,  seraient  de  nature  à  élucider  la  question 
et  lui  conserveraient  le  degré  de  simplicité  nécessaire. 

Voici  les  subdivisions  principales  du  Mémoire  : 

Première  Partie.  —  Vérification  des  hypothèses  admises  sur  la  cohésion,  la 
déformation  des  massifs,  la  direction,  le  point  d'application  et  l'intensité  de  la 
poussée;  formules  em|)iriqucs  de  la  poussée  et  déterminalion  de  ses  constantes 
physiques;  comparaison  avec  la  théorie  en  usage. 

Dcuxiàne  Partie.  —  /Vpplicalion  des  formules  cmpiri(|ucs  de  la  poussée  aux 
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murs  de  soutènement  et  compai-aison  des  résultats  obtenus  avec  les  expériences 
rapportées  par  différents  auteurs  (  Backer,  Hopc,  Pasley,  Gobin,  Darwin,  Aude); 
recherche  du  meilleur  profil  de  mur;  formules  semi-empiriques  des  épaisseurs 
en  fonction  du  degré  de  stabilité  voulu  ;  comparaison  avec  les  formules  de 
M.  Boussinesq. 

Troisième  Partie.  —  Application  des  formules  empiriques  de  la  poussée  des 
terres  à  différents  murs  construits  et  valeur  économique  de  ces  profils.  Conclu- 
sions. 

Laterrade  et  Darand-Claye  {L.).  —  Notes  sur  la  stabilité  des 
voûtes,  (i  004-1007). 

M.  Laterrade,  en  réponse  à  un  article  de  M.  Dm-and-Claye  inséré  au  tome 
précédent,  montre  que  la  formule  de  Navier  conduit  aux  mêmes  résultats  que 
la  remarque  de  La  Hire. 

M.  Durand-CIaye  fait  ensuite  observer  que  sa  propre  formule  est  identique 
à  celle  que  Navier  a  trouvée  d'une  autre  manière.  Il  relève,  à  ce  sujet,  une 
erreur  qui  avait  échappé  à  Navier  dans  son  Résumé  des  leçons  à  l'École  des 
Ponts  et  Chaussées  (i833,  p.  188).  Sa  formule  donnerait  une  pression  normale 
infinie  sur  le  joint  de  naissance,  quand  celui-ci  est  horizontal,  alors  qu'il  est 
évident  a  y>/'io/'i  qu'elle  est  égale  au  poids  de  la  demi-voùte. 

Kleitz.  —  Note  sur  la  théorie  de  l'écoulement  de  l'eau  par  déver- 
soir, (i  157-1164,  I  fig-)* 


Démonstration  de  la  formule 


2  /■>  s-  H 


/  désignant  la  longueur  du  déversoir,  II  la  hauteur  du  liquide  non  encore  dé- 
primé, au-dessus  de  l'arête  du  déversoir,  Q  le  débit,  g  l'accélération  de  la  pe- 
santeur, m  un  coefficient  généralement  un  peu  supérieur  à  l'unité. 

Durand-Claye  (A.).  —  De  l'entraînement  et  du  transport  pour 
les  eaux  courantes  des  vases,  sables  et  graviers.  (11G5-1178, 
6  fig.). 

Analyse  d'un  intéressant  Mémoire  de  M.  L.-L.  Vauthicr,  présenté  au  Congrès 
de  Bloisen  1884. 

H.  B. 
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NOUVELLES  ANNALES   de   Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et 
Ch.  BrisSE  (').  —  3*  série. 

Tome  IV;  i885. 

Laguerre  {E.).  —  Sur  les  anticausticjues  par  réfraction  de  la  pa- 
rabole, les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  l'axe.  (5- 

.6). 

Application  de  la  théorie  des  semi-droites.  Voir  le  AIcmoirc  de  l'auteur  sur 
les  hypercj'cles  {Comptes  rendus,  mars  et  avril  1882).  Dans  le  présent  article, 
il  arrive  à  d'assez  nombreuses  propositions  géométriques  sur  la  parabole,  en 
considérant  cette  courbe  comme  un  h3percycle. 

Halphen  {G. -H.).  —  Formules  d'Algèbre.  Résolution  des  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré.  (i^-So). 

Dans  ce  pclit  Mémoire,  dit  l'auteur  au  début,  on  trouvera  démontrés,  par  les 
moyens  les  plus  élémentaires,  des  résultats  importants  que  l'on  considère  d'ha- 
bitude comme  étant  réservés  à  la  théorie  des  covariants.  Sur  quelques  points 
même  ces  résultats  dépassent  un  peu  ce  qui  se  rencontre  dans  les  meilleurs 
Ouvrages,  notamment  la  décomposition  des  polynômes  du  quatrième  degré  en 
facteurs  linéaires. 

Voici  les  divisions  principales  du  iMémoire  : 

Résolution  de  l'équation  du  second  degré.  —  Klimination  entre  deux  équa- 
tions du  second  degré.  —  Condition  pour  qu'une  équation  du  troisième  degré 
ait  une  racine  double.  —  Décomposition  d'un  polynôme  du  troisième  degré  en 
la  différence  de  deux  cubes.  —  Décomposition  d'un  polynôme  du  troisième 
degré  en  facteurs  linéaires.  —  Condition  pour  qu'une  équation  du  quatrième 
degré  ait  une  racine  double.  —  Conditions  pour  qu'un  polynôme  du  quatrième 
degré  soit  un  carré.  —  Décomposition  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  en  la 
différence  de  deux  carrés.  —  Décomposition  d'un  polynôme  du  quatrième 
degré  en  facteurs  linéaires.  —  Discussion  de  l'équation  du  quatrième  degré  à 
coefficients  réels. 

Cesaro  {E.).  —  Sur  une  équation  aux  diflercnccs  mêlées.  (3G- 

40). 

L'équation  étudiée  est  y  clx  —  x  cly  ,^  qu'on  obtient  en  partant  d'une  fonc- 
tion arbitraire  ^ —/(a;),  ce  qui  Aonne  y^=  xy'.  Les  coefficients  des  termes 
formant    le   développement  de  y   jouissent  de  propriétés  auxquelles  se  ratta- 


(')  \oir  TUiUclin,  I.  \,.  p.    iC 


<Im'  ^..:f 
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rlienL  les  nombres  de  Bernoulli,  et  que  le  calcul    symbolique  permel  de  décou- 


vrir. 


Cesaro  {E.).  —  Dérivées  des  fonctions  de  fonction.  (4i-55). 

Nouvel  et  très  heureux  emploi  du  calcul  symbolique.  M.  Cesaro  calcule 
d'abord  les  dérivées  d'ordre  quelconque  d'une  fonction  de  e';  puis  il  en  fait 
diverses  applications,  notamment  aux  intégrales  définies  ;  même  étude  pour 
y  = /(loga?)  ;  puis  généralisation  et  introduction  du  symbole  désigné  par  l'au- 
teur sous  le  nom  d'algorithme  isobariqiie.  L'article  se  termine  par  une  série 
d'applications  fort  intéressantes  et  par  l'examen  de  deux  nouveaux  algorithmes 
qu'il  propose. 

Public VTio^s    iu':c.k>'tk.s.  —  (55)- 

N|':(:rolo(;ik.  —  Annonce  de  la  mort  de  M,  Lionnet.  (  5(v. 

(;)uESTioNs  PROPOSÉES.  —  1  o20  à  1522.  (56). 

Hermite.  —  Sur  une  identité  trigonoinétrique.  (a^-ot)). 

Démonstration  nouvelle  et  généralisation  remarquable  d'une  formule  de 
M.  J.-W.-L.  Glaisher. 

Cesaro  {E.).  —  Note  sur  le  calcid  isobarique.  (oq-'-S). 

Cet  article  contient  de  nouveaux  développements  sur  le  calcul  symbolique 
dû  à  l'auteur,  et  qui  semble  de  nature  à  pouvoir  rendre  de  très  importants  ser- 
vices dans  certaines  branches  de  l'Analyse.  A  rapprocher  tie  deux  arlicles  ana- 
lysés ci-dessus,  et  de  divers  travaux  de  M.  d'Ocagne. 

L'article  présente  les  divisions  suivantes  : 

Algorithmes  d'algorithmes.  —  Sur  la  dérivation  des  fonctions  de  fonction.  - 
Différences  des  fonctions.  —  Algorithmes  isobariques  composés.  —  Algorithmes 
homogènes  composés. 

Dewiilf  {^E .).  —   Théorèmes  de   Géométrie   et  de   Cinématique. 

(79-80). 

Propriétés  se  rattachant  à  l'étude  du  déplacement  d'un  plan  sur  lui-même, 
et  notamment  aux  centres  de  courbure  des  trajectoires. 

'Jnggi  {E .).  —  Sur  les  complexes  de  droites  du  premier  degré  et 
sur  leurs  congruences.  (80-8-). 

L'auteur  se  propose  de  transformer  la  définition  analytique  de  Pliicker  en 
définition  géométri([ue,  et  il  tire  de  là  des  conséquences  géométriques  intéres- 
santes. A  noter,  l'explication  géométrique  de  l'analogie,  constatée  par  M.  Appell, 
entre  les  pôles  et  plans  polaires  dans  une  cubique  gauche,  et  le  système  des 
foyers  et  plans  focaux  dans  le  déplacement  infiniment  petit  hélicoïdal. 
Bull,  des  Sciences  matliém.,  2°  série,  t.  \l.  (Mars  188-.)  Il.'f 
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Estienne  (J.-E.).  —  Quelques  réflexions  sur  l'étude  géométrique 
des  courbes  géométriques,  et  théorèmes  pouvant  y  être  utiles. 
(87-98,  i3i-i38,  297-3i5). 

Mémoire   fort   original   où   l'auteur   prend  comme  point  de  départ  quelques 

théorèmes  fondamentaux  sur  les  courbes  géométriques,  et  notamment  le  tliéo- 

,,      ,                                n(«  -f-  3)  ■        r- 

rèmc   d'Eulcr  sur  les  courbes  d  ordre  ?i  passant  par  ^ i  points  lixes. 

Il  y  ajoute  un  nouveau  théorème  sur  les  n'  points  d'intersection  de  deux 
courbes  d'ordre  n.  Dans  l'impossibilité  d'analyser  les  diverses  conséquences 
qu'il  déduit  de  cette  étude,  nous  devons  nous  borner  à  reproduire  les  litres 
des  divisions  principales  du  Mémoire  de  M.  Estienne.  Cela  sera  suffisant  pour 
donner  au  lecteur  une  idée  générale  : 

Exposé  fie  la  méthode  (théorèmes  généraux).  —  Remarques  sur  les  théorèmes 
précédents.  —  Héllexions  et  théorèmes  sur  les  surfaces  du  second  ordre  ou 
quadriciucs.  —  Hclalion  entre  huit  plans  septaires.  —  De  la  cubique  gauche.  — 
Autre  analogie  entre  la  cubique  gauche  et  la  conique.  —  Digression  sur  la 
condition  simple  du  premier  ordre,  la  plus  générale,  à  laquelle  on  peut  as- 
treindre une  conique.  —  Quelques  théorèmes  sur  les  quadriques  ayant  leurs 
analogues  dans  la  théorie  des  coniques,  et  pouvant  servir  à  la  recherche  d'une 
relation  entre  dix  points  d'une  quadrique. 

Antomari  {X.).  —  Théorèmes  de  Géométrie  sur  le  centre  des 
moyennes  distances.  (98-100). 

Sur  les  centres  des  moyennes  distances  de  m  points  combinés  p  à  p,  puis 
m  — p  à  m  —  p. 

Escary.  —  Remarques  concernant  la  limite  defiH )    -(loi- 

102). 

Dans  le  terme  général  du  développement  ayant  pour  dénominateur  n\ 
M.  Escary  pose  tn  =  /i-w,  ce.  qui  le  conduit  à  une  proposition  nouvelle  sur  le 
nombre  e. 

Publications  rkckntes.  —  (102-104). 

Questions  imioposées.  —  1523,  1524.  (io4)- 

Un  ancien  Élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Note  de  Géo- 
métrie. (105-109). 

A  propos  d'une  question  i)roposée  en  i85i  par  Chasles  au  concours  général  : 
propriété  de  deux  cercles  qui  ne  se  touchent  pas,  Chasles  a  publié  dix  solutions 
de  la  ([ucstion,  et  cet  article  on  fournit  une  onzième. 

Ocagnc  {.!\f.  d').    —    h^tude  de  deux   systèmes  simph^s  (h-  roor- 
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données   tangentielles  dans  le  plan  :  coordonnées  parallèles  cl 
coordonnées  axiales.  (iio-i3o). 

Fin  d'une  étude  publiée  dans  le  tome  précédent  et  que  nous  avons  antérieu- 
rement analysée.  Elle  comprend  les  Chap.  IX  et  X  (méthode  de  transformation 
et  applications);  nous  nous  bornerons  ici  à  reproduire  les  titres  des  divisions 
principales  : 

Définitions  et  principes.  —  Droite  divisant  le  système  de  deux  autres  dans  un 
rapport  donné.  —  Points  parallèles.  —  Module  angulaire  d'un  point.  —  Angle 
de  deux  points.  —  Points  perpendiculaires.  —  Remarques  sur  la  transforma- 
tion des  coniques.  —  Transformation  des  propriétés  segmentaires.  —  Transfor- 
mation des  propriétés  angulaires.  —  Note  sur  la  transformation  des  propriétés 
barycentriques.  —  Résumé. 

Ajoutons  que  l'ensemble  de  cette  étude  fort  intéressante  a  été  publié  en  une 
brochure,  contenant  en  outre  l'indication  d'un  procédé  de  calcul  graphique  et 
des  Notes,  ne  figurant  pas  dans  les  articles  des  Nouvelles  Annales. 

Humbeit  {E.).  —  Note  sur  la  théorie  des  foyers.  (i38-i43). 

M.  Humbert  établit  cette  théorie  au  moyen  d'une  transformation  de  l'équa- 
tion générale  des  coniques,  qui  le  conduit  également  à  la  théorie  des  axes,  il 
obtient  aussi  l'équation  générale  des  cercles  doublement  tangents  à  la  conique. 

CoRRESPONDAiNCK.  —  M.  Gciiocclii  .*  A  propos  d'unc  Lettre  de 
Gauss  à  Sophie  Germain  sur  la  forme  y--\-iiz-'-.  —  M.  II. 
Brocard  :  Sur  une  courbe  étudiée  par  M.  d'Ocagne  dans  son 
étude  relative  aux  coordonnées  axiales  et  parallèles  (i43-]47). 

Bibliographie.  —  Théorie  dti  potentiel,  par  Emile  Mathieu; 
extrait  de  la  Préface  de  ce  troisième  Volume  du  Traité  de  Phy- 
sique mathématique.  (147-1^0). 

Questions  proposées.  —  lol2o  à  1529.  (iSo-iSa). 

Diehler  {€.).  —  Sur  la  construction  des  courbes  dont  l'équation 
est  donnée  en  coordonnées  polaires.  (i53-i59,  223-235,  249- 
256). 

Ces  articles  sont  la  suite  d'une  étude  dont  la  publication  a  été  commencée 
dans  le  Tome  précédent.  Nous  devons  renouveler  ici  nos  regrets  de  voir  les  di- 
verses parties  d'un  intéressant  Mémoire  publiées  à  de  si  longs  intervalles. 

M.  Rielilcr  poursuit  d'abord  l'élude  des  tangentes  et  des  points  d'inflexion, 
puis  il  passe  à  la  théorie  des  asymptotes,  au  sujet  desquelles  il  se  livre  à  une 
discussion  très  précise  et  très  détaillée.  Il  termine  enfin  par  l'étude  des 
branches  paraboliques  et  des  dispositions  diverses  qu'elles  peuvent  présenter. 

Ces  articles  seront  consultés  avec  fruit  par  les  élèves  des  cours  de  Mathéma- 
tiques spéciales. 
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De  Saint-Germain  {A.).  —  Étude  sur  un  théorème  d'Abel  re- 
latif aux  séries  et  sur  un  développement  en  série  souvent  utile 
en  Astronomie.  (iSg-iôg). 

Perfectionnement  d'une  démonstration  de  Dirichlet;  il  s'agit  d'une  propo- 
sition sur  la  convergence  des  séries,  sujet  si  délicat  et  qui  se  prête  si  facilement 
à  de  graves  erreurs. 

L'analyse  de  M.  de  Saint-Germain  paraît  tout  à  fait  inattaquable.  L'article 
se  termine  par  une  application  à  la  série  donnant  6  développé  suivant  les  puis- 
sances de  z,  lorsqu'on  a 

cos9  =  ces  9  -\-  z. 

Poniey  [J.-B.).  —  Sur  les  points  d'inflexion  des  courbes  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré.  (169-170). 

Démonstration  de  la  proposition  suivante  : 

«  Si  une  droite  passe  par  trois  points  d'inflexion  sur  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  elle  la  coupe  encore  en  un  quatrième  point  d'inflexion.  » 

Goffart  (A-).  —  Évaluation  géométrique  de  l'intégrale 

/•  '           sin  a  dx  .,    ^ 

I     =/(=')• 

/         I  —  IX  COSOL-}-  X'^ 

"'-  1 

(171-172). 

/(a)  a  pour  valeur  —  ou '■  suivant  les  valeurs  de  a,  et  cette  fonction/(a) 

est  périodique. 

Mirnian  {L.).  —  Sur  les  fondions  homogènes  de  deux  poly- 
nômes U  et  \  ,  premiers  entre  eux  et  de  même  degré  en  x. 

(.7:^.76). 

F(U,  V)  étant  l'une  de  ces  fonctions,  les  racines  communes  aux  équations 
UV—  VU'  —  o  et  F(U,  V)  =  o  sont  racines  multiples  de  cette  dernière.  Cette 
proposition  et  sa  réciproque  sont  l'objet  de  l'article  dont  il  s'agit. 

Mony  (L.-A.).  —  Quelques  formules  générales  relatives  aux  in- 
tégrales définies  et  indélinies.  (176-183). 

M.  Mony  établit  une  formule  fondamentale  intéressante,  dont  il  fait  ensuite 
application  et  qui  lui  fournit  d'assez  nombreux  théorèmes.  Nous  nous  borne- 
rons à  citer  celui-ci  : 

«  Si  l'on  connaît  Tintégralc  indélinie  dune  fonction,  on  en  déduit  immédia- 
tement celle  de  la  fonction  inverse.  » 

Picquet  {II.).  —  Sur  l'enveloppe  des  droites  qui  coupent  deux 
cercles  harin(Mii(pi(Mnriil.  (i(S3-i84). 
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Celle  enveloppe  est  une  conique  ayant  pour  foyer  les  centres  des  deux  cercles. 
Démonstration  très  simple  de  cette  propriété. 

Weill.  —  Sur  une  identité  algébrique.  (i84-i88). 

L'auteur  se  propose  de  trouver  quatre  polynômes  entiers  satisfaisant  à  l'iden- 
tité 

X^'  +Y=Z  +  Z=U  +  U=X  =  o. 

Cette  étude  le  conduit  à  de  nombreuses  conséquences,  utiles  en  Analyse  indé- 
terminée. 

Weill.  —  Sur  quelques  équations  indéterminées.  (iSg-igS). 

Nous  citerons  les  équations 

ax''  +  by-  =  z-f+'y        x"  +  by'  =  z'"-,        x^  —  ay^  =  n^ 
Application  à  l'intégration  de  certaines  équations  aux  différences  finies. 

Pomey  [J.-B.).  —   Application  d'un  procédé  particulier  à  la  re- 

/clz 
- —    ^      •  (iy3-i94). 

L'auteur  passe  par  une  intégrale  double.  Le  procédé  est  peut-être  un  peu 
détourné,  bien  qu'ingénieux. 

Antomari  (^I-).   —    Généralisation    d'un    théorème    d'Algèbre. 

(•y4-i9<5). 

Sur  deux  polynômes  entiers,  premiers  entre  eux.  Applications  aux  fractions 
rationnelles. 

Cesaro  {£.).  —   Sur  le  coefficient  de  stabilité  des  massifs.  (196- 
200). 

Cette  Note  renferme,  sous  forme  résumée,  une  application  des  plus  curieuses 
des  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  à  la  stabilité  des  revêtements  et  soutè- 
nements. Il  y  a  là  le  germe  d'applications  fort  utiles  dans  la  pratique  des  con- 
structions. 

Lemoiiie  {E.).  —  Sur  une  généralisation  des  propriétés  relatives 
au  cercle  de  Brocard  et  au  point  de  Leinoine.  (201-228). 

Dans  cet  article,  Af.  Lemoiiic  reprend  l'étude  de  certaines  propriétés  de  la 
géométrie  du  triangle,  qui  ont  fait  l'objet,  depuis  plusieurs  années,  de  travaux 
si  nombreux  et  si  dignes  d'inlérét,  et  dont  nous  avons  eu  occasion  de  parler  à 
plusieurs  reprises  dans  les  précédents  comptes  rendus  des  Nouvelles  Annales. 
Il  y  ajoute  des  théorèmes  nouveaux  et  inédits,  obtenus  presque  tous  par  la  mé- 
thode des  coordonnées  Irilinéaircs.  I>a  plupart  se  rapnorlcnt  aux  coniques  in- 
scrites dans  un  triangle. 


^■1  SECONDE  PARTIE. 

Sur  cette  matière,  qui  est  loin  cependant  d'èlrc  cpuiscc,  il  y  a  lieu  de  con- 
sulter notamment  les  travaux  de  MM.  Brocard,  Ncuberg,  Tarry,  Mathieu,  d'O- 
cagne,  etc.,  sans  parler  des  Mémoires  de  M.  Lemoine  lui-même.  Il  serait  inté- 
ressant d'avoir  une  bibliographie  bien  complète  de  cette  branche  nouvelle  de 
la  Géométrie.  Ce  serait  d'un  grand  secours  pour  les  personnes  désireuses  de 
reprendre  ces  études  et  de  les  pousser  plus  loin. 

Lewy  (JV.-Th.).  —  Stir  les  puissances  des  nombres.  (235-245). 

Application  de  la  théorie  des  restes  des  puissances  successives  d'un  nombre, 
divisées  par  un  nombre  constant.  Les  propriétés  bien  connues  relatives  à  la  pé- 
riodicité conduisent  l'auteur  à  plusieurs  remai-ques  dignes  dintérèt  se  rappor- 
tant au  système  décimal.  Nous  signalerons  en  particulier  celle-ci  : 

«  Il  n'y  a  pour  tous  les  nombres  entiers  que  vingt  périodes  de  chiffres  des 
dizaines  distinctes.  » 

L'article  se  termine  par  quelques  exemples  numériques,  montrant  l'usage 
qu'on  peut  faire  de  ces  observations  dans  certains  calculs. 

École  navale  (Concours  de  i884).  —  Énoncés  des  compositions  : 
Arithmétique  et  Algèbre,   Géométrie,    Géométrie  descriptive. 

(245-247). 

La  Chesnais  (^i.).  —  Construction  du  centre  de  courl)ure  en  un 
point  d'une  ellipse.  (247-248). 

Construction  ingénieuse,  mais  (jui  n'est  peut-être  pas  plus  simple  graplii- 
(|uement  que  les  méthodes  précédemment  connues. 

Questions   miorosÉEs.  —  1530,  1531.  (248). 

Cesaro  {E.).  —  Remarques  sur  un  article  de  M.  d'Ocagnc.  (25()- 

..(34). 

L'article  en  question,  publié  en  décembre  1884  dans  les  Nouvelles  Annales, 
est  relatif  aux  coordonnées  axiales.  M.  Cesaro,  qui  s'est  occupé  lui  aussi  de  la 
même  question,  remarque  que  le  système  des  coordonnées  axiales  et  celui  des 
coordonnées  polaires  sont  corrélatifs.  Suivent  plusieurs  observations  sur  cer- 
taines courbes,  et  particulièrement  sur  les  courbes  corrélatives  des  conchoïdes. 

A  rapprocher  des  travaux  de  M.  Laguerre  sur  la  transformation  i)ar  semi- 
droites  réciproques,  que  M.  Cesaro  ne  manque  pas  de  rappeler,  en  terminant 
son  article. 

Giat  [P.).  —  Solution  delà  question  proposée  au  Concours  gé- 
néral de  1881  en  Mathématiques  spéciales.  (2()5-2G6). 

Lieu  relatif  aux  normales  menées  à  un  ellipsoïde  quelconque. 
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Giat  {P')-  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  gé- 
néral de  1881  en  Mathématiques  élémentaires.  (:a6--2-o). 

Propriclés  relaLivcs  aux  bissectrices  intérieures  d'un  triangle. 

Giat  {P.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  gé- 
néral de  1881  en  Rhétorique.  (271-272). 

Problème  relatif  à  un  tronc  de  conc. 

Bénézech  {E.).  —  Solution  delà  question  proposée  au  Concours 
général  de  1881  en  Seconde.  (272-274)- 

Problème  reposant  sur  une  construction  dans  l'espace. 

CojvcouRS  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en  i884-  — 
Enoncés  des  compositions.  Admissibilité  :  Mathématiques  spé- 
ciales, Mathématiques  élémentaires,  Composition  sur  un  sujet 
du  programme  de  la  licence.  Compositions  finales  :  Mécanique, 
Calcul,  Epure.  (274-277). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1884.  — 
Enoncés  des  compositions  données  à  plusieurs  élèves  qui  n'ont 
pu  composer  que  plus  tard  :  Mathématiques,  Géométrie  des- 
criptive. (277-278). 

École  Normale  supérieure  (Concours  de  1884).  —  Enoncés  des 
compositions  :  Mathématiques,  Physique.  (279-280). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale.  —  Enoncés  des  com- 
positions. Première  session,  juillet  1884  :  Géométrie  analytique. 
Calcul  trigonométrique,  Géométrie  descriptive,  Physique,  Chi- 
mie. Seconde  session,  octobre  1884  :  Géométrie  analytique, 
Calcul  trigonométrique.  Géométrie  descriptive,  Physique,  Chi- 
mie. (280-286). 

Ecole  forestucre  (Concours  de  1884).  —  Enoncés  des  composi- 
tions :  Mathématiques,  Trigonométrie  et  Calcul  logarithmique. 

(286-287). 

l'^coLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (Coucours  de  i884).  — ■  l'énoncés  des 
composilions  :  Mathématiques,  h^pure.  (288-285)). 
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Ilumberl  (j^  •  )•  —  Noie  sur  le  développement  d'un  délerminanl. 

(;>.89-294). 

Kxposilion  d'une  inéllioclc  très  simple  pour  ohlcnir  le  développement  d'un 
(iétcririinaiit  à  laide  des  mineurs  relatifs  à  k  lignes  quelconques.  Suivent  deux 
applications. 

Cesaro  (A\).  —  Sur  la  série  harmonique.  (^290-296 j. 

Summation  des  a  premiers  ternies  de  la  série  harmonique.  Constante  d'Euler. 

Cesaro  {E .).  —   Généralisation  de  la  série  de  Lagrange.   (3i6- 
.'v^i  ). 

L'auteur  ratlaciic  aux  méthodes  du  Calcul  isobai'igue  \n  démonstration  d'une 
remar(iualjle  formule  de  développement,  découverte  par  M.  Teixeira. 

('esaro  {E.).  —  Sur  un  ihéorcme  de  M.  Laguerre.  (32i-32^). 

Il  s'agit  de  la  (picstion  1380,  relative  aux  racines  de  l'équation 

Généralisant  la  (jneslion,  INI.   Cesaro  y  ajoute  de  nombreuses  et  intéressantes 
remarques  sur  les  fonctions  dont  les  zéros  sont  alignés  sur  une  droite. 

(ycsaro  (A.).  —  Solution  de  la  question  1338.  (328-33o). 
'l'héorùmc  relatif  à  une  équation  qui  a  toutes  ses  racines  réelles. 

De  Sainl-GernKnniA .).  —  Note  sur  la  discontinuité  de  certaines 
séries.  (33  i-334). 

I>isrussion  d'observations  de  M.  Catalan  concernant  une  étude  de  l'auteur  sur 
un  théorème  d'Ahcl  {\oir  Nouvelles  Annales,  avril  188,')). 

Juggi  [lî .).  —  Sur  les  complexes  linéaires.  (334-337). 

Démonstration   analytique  d'un    théorème  sur    les  normales  aux  trajectoires 
d'un  solide  dont  le  déplacement  est  assujetti  à  cinq  conditions. 

Foiiret  (G.).  —  Sur  la  loi  de  succession  des  coefficients  dans  la 
formule  du  binôme.  (337-338). 

Démonstration  indépendante  de  la  parité  de  l'exposant. 

I.ehon   (/i. ).  —   Construction  nouvelle  des  points  d'intersection 
(l'une  droite  et  d'une  conique.  (338-342). 

Cette  (  (iiislru(  lion  [larail  assez  siin|)le.  surtout  pour  le  cas  de  la   parabole. 
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Bibliographie.  —  Les  figures  réciproques  en  Statique  graphique, 
par  L.  Cremona;  Compte  rendu,  par  M.  L.  Bossut.  (34^-344)- 

Uiv  ANCIEN  ÉLiiVE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES.  —  Solution  géo- 
métrique de  la  composition  mathématique  pour  l'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique  en  i885.  (345-35o). 

Problème  sur  une  ellipse  et  une  circonférence  passant  par  ses  deux  foyers. 
Parmi  les  propriétés  remarquables  (jue  fait  ressortir  l'auteur  de  cette  solution, 
il  Y  a  lieu  de  signaler  celle-ci  : 

«  Le  produit  des  ordonnées  des  points  de  rencontre  de  l'ellipse  et  de  la  cir- 
conférence est  constant,  quelle  que  soit  cette  circonférence  passant  parles  deux 
foyers.  » 

Gomes  Teixeiia  (/'•)•  —  Sur  l'interpolation  au  moyen  des  fonc- 
tions circulaires.  (35i-359). 

Développement  sur  des  formules  de  M.  Hermite  donnant  une  méthode  d'in- 
lerpolation  au  moyen  d'une  fonction  entière  homogène  de  sin^r  et  ç.q'sX.  For- 
mules inverses  de  décomposition  et  application  au  Calcul  intégral. 

/yOcagne  (M.).  —  Note  sur  la  symédiane.  (36()-36-). 

Nombreuses  conséquences  des  propriétés  du  point  de  Lemoine  et  des  points 
conjugués  isogonaux  et  isotomiques  dans  un  triangle.  Voir,  du  même  auteur, 
une  IVole  précédente  sur  le  même  sujet  (3'  série,  t.  II,  p.  463). 

Realis  (5.).  —  Scolies  pour  un  théorème  de  Fermât.  (367-372). 

Le  théorème  eu  question  est  le  suivant  : 

i<  Si  le  nombre  p,  compris  dans  la  forme  linéaire  'j,q-\-\,  est  premier,  ou 
composé  de  facteurs  premiers  de  cette  forme,  p  est  la  somme  de  deux  carrés.  » 

Mlrmaii  {L-)-  —  Sur  la  cissoïde  de  Dioclès.  (3-2-374)- 

Démonstration  géométrique  de  l'un  des  modes  de  génération  de  cette  courbe. 

CoiiuESPONDANCE.  —  M.  cVOccigiie  '.  Au  sujct  des  transformations 
axiales,  et  remarque  sur  les  racines  imaginaires  des  équations. 
—  S.  Realis  :  Envoi  d'énoncés  sur  des  questions  d'arithmo- 
logie.  (374-378). 

Fauquenibergue.  —  Solution  de  la  (|uestion  1431.  (379-380). 
Sur  une  équation  indéterminée. 

('toD'arl  {N.).  —  Solution  de  la  question  lo04.  (38o-38i). 
Propriété  d'un  triangle  rectangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatèrc. 
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Juhel-Réiioy.  —  Solution  de  la  qucsiion  loOG.  (.'iBi-.'îHaV 

Sur  deux  clemi-cliamùlres  conjugués  d'une  ellipse. 
Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1507.  (382-383). 

Intcrseclion  d'une  hyperbole  cqiiiialèrc  et  d'un  cercle. 
RicJiard  {J.).  —  Solution  de  la  qucsiion  1512.  (384). 

Enveloppe  d'une  parabole  dont  le  foj'cr  et  un    point  de    la   direclrice   sont 
fixes. 

Lez.  —  Solution  de  la  question  151  4.  (385-386). 

l^ropriclé  d'un  triangle  et  d'un  tétraèdre. 

Barisien  {E-)-  —  Solution  de  la  question  1520.  (386-388). 

Propriété  du  triangle. 

Lchoulleiix.  —  Solution  de  la  question  1521.  (389-390). 

Propriété  du  triangle.  La  solution  est  suivie  d'une  Note  fort  intéressante  de 
.M.  Gerono. 

Questions  proî>osi':i:s.  —  1532  à  1544.  (3gi-392). 

Legoux  {A.).  —  Sur  une  nouvelle  propriété  d'un  svslèine  triple 
de  surfaces  quarliques  homofocales,  comprenant  comme  cas 
particulier  la  surface  des  ondes.  (3()3-4o8). 

L'auteur  considère  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

X'  y'  z''  _ 

/•^-hp— a*        r'-^^  —  b'        /•"-)-?  — c'~ 

avec  /•'=  x''-\- y  -I-  x;',  et  p  étant  un  paramètre  vai'iable.  Il  inoutre  que  le  système 
triple  de  ces  surfaces  se  prête  à  l'étude  des  courbes  tiacées  sur  une  surface 
d'onde  ordinaire.  Son  Mémoire  présente  les  divisions  suivantes  :  Formules  re- 
latives aux  courbes  tracées  sur  une  surface  p^.  —  Équation  dinércnticlle  des 
lignes  de  courbure  d'une  surface  d'onde.  —  Équation  dillërentiellc  des  lignes 
asym|)totii[ucs.  —  l{ayon  de  courbure  d'une  section  normale.  —  Généralisaliou 
des  résultats  précédents. 

Pomey  (./.-/>.).  —  13e  la  partition  des  nombres.  (/îo8-4'7)- 

Démonstration  d'un   certain  nombre  de  propositions  relatives  à  ce  problème 
fameux,  et  exemples  à  l'appui. 

Cesaro  (^. )•  —  Généralisation  de  Tidentité  de  MiM.  Tchcbvchcf 
et  de  l^olignac.  (418-422). 
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Cet  article  se  rapporte  à  des  formules  sur  les  nombres  premiers,  et  conduit 
l'auteur  à  des  conséquences  extrêmement  curieuses  et  originales,  comme 
celle-ci  : 

«  Il  y  a  environ  douze  à  parier  contre  un  qu'un  nombre  entier,  pris  au  ha- 
sard, n'admet  pas  de  diviseurs  bicarrés,  autres  que  l'unité.  » 

Barisien  {E.).  —  Solution  de  la  composition  mathématique  pour 
l'admission  à  l'Ecole  Centrale  en  i883;  première  session.  (422- 
426). 

Problème  relatif  à  un  système  de  paraboles. 

FaiiquembergLie.  —  Solutions  de  questions  proposées  par 
M.  Realis.  (49.7-429). 

Sur  des  équations  n'admettant  pas  de  racines  entières. 
Realis  [S.).  —  Solution  des  mêmes  questions.  (42g-43i). 

Démonstration,  s'appuyant  sur  un  certain  nombre  de  propositions  d'Euler, 
concernant  les  formes  biquadratiques. 

Gerono,  rédacteur.  — Note  sur  les  solutions,  en  nombres  entiers, 
de  l'équation  — — —  =J^  oi^i  l'on  suppose  x  impair.  (43i-432). 

La  solution  est  x  =  !\i  -^^ot. 
Droz.  —  Solution  de  la  question  lIoG.  (432-433). 

Propriété  d'une  conique  et  d'un  triangle. 
Un  Anonyme.  —  Solution  de  la  question  4401.  (434-435). 

Propriété  de  deux  hyperboles  équilalèrcs. 

Bibliographie.  —  Théorie  et  application  des  sections  homothé- 
tiques  de  deux  quadriques,   par  M.  Ernest  Lehon;  gr.  in-8", 

1884.  (436). 

Publications  récentes.  —  (436-44o). 

Question  proposée.  —  1S43.  (44o)- 

l*elicol.  —  Loi  de  probabilité  des  écarts.  (44 1-448'). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  l'expérience  consistant  à  jeter  en  l'air 
m   pièces   de    monnaie,   m  étant  pair;  a  pièces  tombant  pile  cl  ni  —  n    face. 
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l'expérience  présenle  l'ccarL  ■ n.  Il  calcule,  en  partant  de  là,  les  probabilités 

d'un    écart   quelconque,   puis  l'écart  moj'en.    Enfin,    il    étend    cette   théorie   à 
d'autres  expériences,  et  notamment  au  tir  des  pièces  d'artillerie. 

(^UKSTIOKS     l'UOPOSKF.S     PAR     M.      E.     CkSVIîO.      (448"4-^4>     556-565). 

Soixante-sept  énonci's  portant  sur  diverses  questions  de  Géométrie  ou  d'Ana- 
lyse, et  notamment  sur  des  questions  de  probabilités. 

Moret-Blaiic.  —  Solution  de  la  composition  mathématique  pour 
l'admission  à  l'Ecole  Centrale;  seconde  session,  octobre  i883. 

(454-460). 

IJeu  géométrique  dans  un   plan. 

Juhel-Rénoy.  —  Théorèmes  sur  l'ellipse  et  l'hyperbole  équila- 
tère.  (  460-4 63). 

Propriétés  de  la  directrice,  de  deux  diamètres  conjugués,  d'un  triangle  rec- 
tangle inscrit. 

Coivcouiis  d'admissiojv  a  l'Ecole  Cekthalf.  en  i885;  première 
SESSION.  —  Enoncés  des  compositions  :  Géométrie  analytique, 
Épure,  Triangle,  Physique,  Chimie.  (463-466). 

CoRRESPOivnAiscE.  —  G.  Mlttaf^-Lefflev  :  Lettre  concernant  un 
Concours  pour  tin  prix,  à  décerner  en  1889,  sur  l'initiative  du 
roi  de  Suède.  —  A.  Mathieu:  Sur  les  points  conjugués  isogo- 
naux  dans  le  triangle.  (466-472)- 

M...  {Louis).  —  Solution  de  la  question  liiO.  (4;^^)- 

Sur  la  somme  des  restes  du  nombre  entier  n  divisé  par  chacun  des  nombres 

qui  le  précèdent. 

Pisani  (F.).  —  Solution  de  la  question  1509.  (474-476). 

Propriété  du  triangle. 

liarisien  (A.).  —  Solution  de  la  question  lolo.  (476-479). 

Pro[)riété  de  dcu\  normales  à  une  ellipse. 

Drouot  (0.)  et  /idyard  {If.)-  —  Solution  de  la  cpiestion  1516 

(480-481). 

Propriété  d'une  normale  à  l'i-llipse. 
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Geneix-Martin  (A.).  —   Solution  de  la  question    1524.  (4^1- 

483). 

Propriété  du  tétraèdre. 

Romero  (/•)•  —  Solution  de  la  question  1533.  (483-484). 
3""+'+  [\on  —  27  est  divisible  par  G4. 

Russo  [G.).  —  Solution  de  la  question  1536.  (484-485). 
Propriété  de  la  parabole. 

Un  Anonyme.  —  Solution  de  la  question  1538.  (485-48^). 

Aire  du  triangle  formé  par  les  centres  des  trois  cercles  exinscrits  à  un 
triangle. 

Questions  proposées.  —  154'6  à  1553.  (48^-488). 

Pomey  {J.-B.).  —  Propriétés  élémentaires  des  faisceaux  en  in- 
volution  et  leur  application  à  quelques  problèmes  relatifs  aux 
courbes  du  second  et  du  troisième  degré.  (489-498  ). 

L'auteur  définit  l'involution  au  moyen  des  deux  droites  y  =  mx,  y  =  m' x, 
avec  la  condition  Amni'-h  B{m -\- m') -h  C  =  o.  Il  en  déduit  d'assez  nom- 
breuses conséquences  concernant  les  coniques  et  les  courbes  du  troisième 
degré. 

Juhel-Rénoy.  —  Solution  analytique  de  la  composition  mathé- 
matique pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  i885. 
(498-502). 

Propriétés  d'une  circonférence  variable,  passant  par  les  deux  foyers  d'une 
ellipse  fixe. 

Barisien  {E .).  —  Solution  de  la  composition  mathématique  pour 
l'admission  à  l'École  Centrale  en  i884;  seconde  session,  oc- 
tobre. (5o2-5o9). 

Question  relative  à  un  système  d'hyperboles. 

Correspondance.  —  De  Saint-Germain  (extrait  d'une  Lettre)  : 
Sur  la  construction  du  centre  de  courbure  d'une  ellipse.  (5 10). 

Bibliographie.  —  /.  de  la  Goiirnerie  :  Traité  de  Géométrie  des- 
criptive, -i"  édition;  compte  rendu  par  M.  hJrnest  Lebon.  — 
Alf.  Colax  :  Cours  de  G.'ométric  élémentaire;  compte  rendu 
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par  M.  Désiré  André.  —  Henri  Genaille  et  Edouard  Lucas  : 
Les  appareils  à  calculs  exacts  et  instantanés.  (jio-Siq). 

Chrétien  {E.).  —  Solution  de  la  question  1362.  (019-520). 
Problème  sur  la  circonférence. 

Catalan.  —  Solution  de  la  question  1489.  (520-524)- 

Solution  d'une  équation  indéterminée  de  degré  p. 
Brocard  (//.).  —  Note  sur  la  question  1500.  (524-025). 

Propriété  de  l'hypcrhole  cquilatérc. 
Richard  (/.).  —  Solution  de  la  question  1518.  (526-528). 

Problème  sur  une  courbe  plane  de  poursuite. 
Juhel-Rénoy.  —  Solution  de  la  question  1535.  (528-53o). 

Produit  des  distances  des  foyers  d'une  ellipse  à  une  normale. 
Bassani  [IL).  —  Solution  de  la  question  1537.  (53o-53i). 

Propriété  des  quatre  normales  menées  d'un  point  à  une  ellipse. 

Un  Anonyme.  —  Solution  de  la  question  1543.  (532-533). 
Problème  relatif  à  l'hyperbole  équilatère. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  \o\ï.  (533-535). 

Problème  relatif  ù  la  parabole. 
Questions  imioposées.  —  155i  à  1060.  (535-536). 

Brisse{Ch.)^  rédacteur.  —  Démonstration  directe  d'une  idenlilé. 

(537). 

Cette  identité  est  extraite  de  V Algèbre  de  M.  de  Longchamps. 

Barharin.  —  Note  sur  l'herpolhodie.  (538-55()). 

Quand  un  corps  libre  tourne  autour  d'un  point  fixe,  son  ellipsoïde  d'inertie 
demeure  tangent  à  un  plan  invariable.  Le  point  de  contact  décrit  sur  l'cllip- 
soïdc  une  courbe  appelée  polhodie  et  trace  sur  le  plan  fixe  une  autre  courbe, 
Vhcrpolhodic,  (|ue  At.  Barbarin  se  propose  d'étudier.  Son  travail  pi-ésente  les 
divisions  suivantes  : 

Equation  de  l'hcrpolliodic.  —  Discussion  et  forme  i\t:  la  courbe.  —  Mouve- 
ment sur  riier|)olliodir. 
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Le  grand  avantage  de  cette  consciencieuse  étude  est  de  rendre  plus  claires,  à 
l'aide  de  l'herpolhodie,  les  circonstances  du  mouvement  de  rotation. 

Bibliographie.  —  //.   Resal  :  Traité  élémentaire  de   Mécanique 
céleste,   2^  édition;  1884,  iQ-4">  4^^^  P-î  extrait  de  la  Préface. 

—  J.  Moutier  :  La  Thermodynamique  et  ses  principales  appli- 
cations; i885,  in-8",  568  p.;  extrait  de  la  Préface.  —  E.  Piu- 
çost  :  Leçons  de  Géométrie  analytique;  i885,  gr.  in-8",  352  p. 

—  G.  de  Longcliamps  :  Cours  de  Mathématiques  spéciales  : 
IP  Partie,  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions,  et  IIP  Par- 
tie, Géométrie  analytique  à  trois  dimensions,  i885;  in-8°, 
3()6  et  4io  p.  —  G.  de  Longcliamps  :  Cours  de  Mathématiques 
spéciales,  P'*^  Partie,  Supplément;  i885,  in-8",  178  p.  —  Ch. 
Vacquant  :  Cours  de  Trigonométrie;  1886,  in-8",  ^00  p. 
(565-573).  A.  L. 
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Tome  XXIII;  octobre  i883-mars  i88.{. 

Duguet.  — Résistance  des  corps  solides.  (21-41,  ii5-i3o,  3i8- 
335,  498-016,  5o  fig.). 

Les  Chapitres  du  Mémoire  se  rapportent  maintenant  aux  applications. 

Ciup.  VL  Compression.  Traction.  Flexion.  —  Limite  d'élasticité  apparente 
de  compression.  Compression  symétrique  des  corps  de  révolution.  Ressort  Bel- 
Icville.  Traction.  Déformation  des  prismes.  Déformation  des  corps  fibreux  et 
cristallins.  Compression  dissymétrique  des  barres  longues. 

Ciup.  VII.  Déformation  et  résistance  des  cylindres  creux.  —  Petites  défor- 
mations élastiques.  Forces  principales.  Fretlage.  Nouvelle  forme  des  équations 
d'équilibre.  Forces  tangentielles  maxima.  Limite  d'élasticité  ou  résistance  élas- 
tique des  tubes. 

Perrin  {M.).  —  Note  sur  le  tir  au-dessus  de  l'horizon.  ('i3i-i36, 
2%.). 

Dans  une  précédente  livraison  de  la  Revue  d'Artillerie,  M.  Percin  a  montré 
que,  lorsque  le  but  est  suffisamment  élevé  au-dessus  du  niveau  de  la  pièce,  il 


(')  Voir  Ihdleliiu  VIII,,  79. 
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est  des  cas  où,   pour  l'atteindre,  il  faut  employer  une  hausse  inférieure  à  celle 
qui  correspond  à  sa  distance  réelle. 

L'auteur  du  présent  travail  était  arrivé  déjà,  d'une  autre  manière,  à  la  même 
conclusion.  Il  fait  connaître  la  forme  comparative  des  courbes  neutres  (Bul- 
letin, V'IIj,  p.  87-88)  correspondant  à  si\  princi])aux  lypcs  de  bouches  à  feu. 

Un  Anonyme.  —  Calcul  des  vitesses  initiales  et  des  pressions  dans 
les  canons  avant  des  longtieurs  d'âme  variables.  (il^7-i52,  i  fig., 
ipl.). 

Kxtrait  des  Mittheilungen  iiber  Gei;enstânde  des  Artillerie  und  Génie 
Wesens,  donnant  les  formules  et  lahleaux  de  constantes  nuniéricincs  en  usage 
dans  les  aciéries  de  Krupp. 

PercLii.  —  Sur  la  précision  que  procure  dans  le  réglage  du  tir 
l'oljservalion  de  la  grandeur  des  écarts.  (189-ip.")). 

Discussion  du  degré  de  précision  (jue  comporterait  cette  observation. 

Laurent  [P.).  —  Des  freins  hydrauliques  à  résistance  constante 
et  à  matelas  d'air.  (2o--23i,    i  fig.). 

La  question  des  freins  sans  matelas  d'air  a  déjà  été  traitée  dans  plusieurs 
articles  de  celte  Revue  et  en  particulier  par  M.  G.  Canet  {Bulletin,  Vlll^,  p.  80). 

L'auteur  de  ce  nouveau  Mémoire  s'est  appuyé  sur  les  mêmes  principes,  en 
introduisant  dans  la  question  deux  nouveaux  facteurs,  le  matelas  dair  ([ui 
existe  dans  beaucoup  de  pompes  d'alTùt,  cl  la  solubilité  de  l'air  dans  le  li(]ui(|e 
contenu  dans  ces  dernières. 

Uchard.  —  Effets  du  recul  dans  les  alTùls  de  campagne.  (281- 
2()4,   I  fig.). 

Cette  Note  a  pour  objet  de  préciser  un  extrait  antérieur  publié  dans  le  même 
V'olume,  d'après  un  arti("le  anglais,  et  de  rectifier  une  assertion  erronée  qu'il 
renferme. 

Tome  XXIV;  avril-seploiubre  iSSj. 

Duguet.  —  Résistance  des  corps  solides.  (i38-i5i,  3'26-344' 
517-545,  24  fig.). 

Voici  la  subdivision  des  paragraphes  développés  dans  le  présent  Volume  : 

Considérations  générales  sur  les  solides  d'égale  résistance.  Cylindre  d'égale 
résistance.  Calcul  delà  résistance  élastique  d'un  cylindre  composé  d'un  nombre 
donné  de  frettes  et  des  éléments  de  la  construction.  Déformations  permanentes. 
Développement  des  forces  élastiques.  Résistance  élastique  d'un  tube  primitive- 
ment déformé.  Résistance  d'un  tube  soumis  à  une  dilatation  croissante.  Équi- 
libre et  résistance  élastique  de    la  sphère    creuse,  tonds  sphériqnos  des  chau- 
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(licrcs.  Formules  relatives  aux  enveloppes  de  faible  épaisseur,  l'onds  de  rylindres 
•   épais.  Culasses.   Cylindres   ouverts.    Grandes  déformations    longitudinales   des 
rylindres.  Rupture  et  cassures  des  cylindres. 

Pntz[H.).  —  Mémoire  sur  l'application  du  Calcul  des  probabililés 
aux  questions  d'Artillerie.  (5-3o,  io5-i22,  2  fig".)- 

f^c  liut  de  ce  Mémoire  est  d'indiquer  une  marche  à  suivre,  certaine  pour 
éviter,  dans  les  applications  du  Calcul  des  probabilités  aux  questions  d'artil- 
lerie, une  faute  de  principe,  que  l'on  commet  habituellement,  et  dont  les  con- 
séquences erronées  ont  été  signalées  par  M.  Siacci  {Bulletin,  VIII^,  p.  81). 
Dans  la  théorie  généralement  enseignée,  on  commet,  suivant  l'auteur,  une 
double  faule,  parce  que  l'on  calcule  les  écarts  probables  sans  se  préoccuper  de 
la  direction  des  axes  des  coordonnées,  et  parce  que  l'on  considère  à  tort  les 
écarts  probables  ainsi  calculés  comme  absolument  indépendants. 

Dans  le  tir  de  l'artillerie,  deux  problèmes  principaux  se  présentent  :  la  dé- 
termination d'un  point  dans  un  plan,  ou  (elle  d'un  point  dans  l'espace.  La 
probabilité  des  écarts  est  alors  figurée  par  une  ellipse  ou  par  un  ellipsoïde  des 
écarts  probables,  dont  les  axes  peuvent  s'appeler  axes  des  écarts  probables. 
Cette  conique  et  cette  quadrique  doivent  être  considérées  comme  donnant  en 
quelque  sorte  la  mesure  de  la  précision  du  résultat. 

Ce  Alémoire  est  terminé  par  une  importante  remarque  critique  sur  l'influence 
du  nombre  des  observations.  Contrairement  à  une  assertion,  non  prouvée  d'ail- 
leurs, de  Poisson  {MeDwiial  de  l'Artillerie,  i83o)  dix  ou  douze  observations 
ne  donneraient  qu'une  approximation  d'environ  le  septième  de  leurs  valeurs 
moyennes  aux  axes  de  l'ellipse  ou  de  l'ellipsoïde  des  écarts,  et  il  en  faudrait 
vingt  à  vingt-cinq  pour  que  l'approximation  s'élevât  au  dixième.  Il  y  a  là, 
pour  la  conduite  des  expériences,  une  indication  précieuse  à  suivre. 

L'auteur  fait  observei-  que  les  conclusions  aux(iuelles  il  est  arrivé  pourraient 
certainement  se  déduire  des  formules  d'un  .Mémoire  publié  par  Bravais  (18^6), 
mais  la  marche  suivie  dans  ce  nouveau  travail  est  bien  difl'érente. 

Ilojel  (IV. -C).  —  Expériences  de  Balistique  exécutées  en  Hol- 
lande. (262-270). 

Traduction  et  compte  rendu,  par  M.  Chapel,  des  résultats  publics  par  I\L  Ilojel 
et  de  leur  appréciation  par  M.  Siacci. 

Les  premières  idées  sur  la  résistance  de  l'air  peuvent  être  attribuées  à  Newton 
(|ui  regarda  la  résistance  comme  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  On 
trouva,  plus  tai-d,  que  la  résistance  croissait  plus  rapidement  pour  les  grandes 
vitesses  (Kobins,  Ilutton)  et  semblait  varier  à  peu  près  comme  le  cube  de  la 
vitesse  (Welter,  Hélie,  Bashforth).  On  reconnut  aussi  que,  dans  le  voisinage 
de  la  vitesse  du  son,  la  résistance  croit  beaucoup  plus  rapidement  (Mayewski) 
pour  redevenir,  peu  au  delà,  proportionnelle  au  cube,  puis,  un  peu  plus  loin 
encore  (à  partir  de  5oo"'),  au  carré  de  la  vitesse,  et  même  moins  rapidement 
que  le  carré,  pour  des  vitesses  variant  de  600"  à  icoo""  par  seconde,  vitesse  que 
l'on  a  réussi  à  atteindre  et  à  dépasser  même  au  polygone  de  iMeppen.  De  là 
bien  des  hypothèses  et  des  formules  présentées  par  les  balisticiens  pour  la 
théorie  du  mouvement  des  projectiles  dans  l'air.  Nous  avons  eu  déjà  l'occasion 
(le  signaler  plusieurs  de  ces  formules,  mais  il  ne  nous  semble  pas  utile,  pour 
Bull,  des  Sciences  matlicni.,  ?.'  série,  t.  XI.  (Mars  1887.)  l{..'j 
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le  moment,  d'indiquer  d'autres  expressions  plus  approchées,  parce  qu'elles  re- 
vêtent toujours  un  certain  empirisme  et  que,  suivant  riiabileté  mathématique 
de  leur  inventeur,  elles  se  prêtent  plus  ou  moins  aisément  aux  transformations 
qu'elles  doivent  subir,  notamment  pour  les  besoins  de  l'intégration. 

Piitz  {11-)-  —  Noie  sur  les  imperfections  incvllablcs  des  projec- 
tiles et  leur  influence  sur  la   justesse  du  tir.  (açjS-So;),  3  fig.). 

Projectiles  forcés.  Influence  de  l'excentricité  du  centre  de  gravité.  Influence 
de  l'angle  d'écart  d'un  des  axes  principaux  d'inertie  avec  l'axe  de  figure. 

Projectiles  non  forcés.  Influence  de  l'excentricité  et  du  vent  des  ailettes. 
Influence  de  l'angle  d'écart  et  du  vent  des  ailettes. 

Siacci  (F.),  et  Schols  {C.-M.).  —  Note  sur  les  axes  des  grou- 
pements. (44<^-452). 

A  propos  de  l'article  de  M.  Siacci  {Bulletin,  MU,,  p.  Si).  M.  Schols  fait 
observer  que  le  théorème  énoncé  appartient  à  Bravais  {Mé/n.  de  l'Jnst.  de 
France,  t.  IX.;  1846)  mais  il  en  attaque  les  démonstrations  données,  comme 
fondées  sur  une  h3'pothése  inadmissible  a  priori.  M.  Siacci  maintient  que  ce 
théorème  a  son  importance,  car  il  n'est  pas  mentionné  dans  les  Ouvrages  de 
Didion,  Hélie,  Jouflret,  Ollera,  Breger,  etc. 

Le  débat  scientifique  se  termine  néanmoins  à  la  satisfaction  des  deux  partis. 

La  rédaction  de  la  lievue  a  profité  de  la  circonstance  pour  reproduire  les  ré- 
sultats de  l'application  de  la  formule  de  M.  Siacci,  par  le  général  Mayewski, 
au  tir  des  projectiles  oblongs.  Ces  résultats  tendent  à  prouver  que  les  axes  des 
groupements  peuvent  être  considérés  comme  étant  l'un  horizontal,  l'autre 
vertical. 

Tome  XXV;  oclohre  i884-mars  i885. 

Dugiiel.  —    Résistance   des   corps    solides.    (i4()-i<)i,    398-422, 
II  lig.). 

CiiAi'.  VIII.  Considérations  sur  le  travail  mecanir/ue,  l'emploi  et  la  récep- 
tion des  métaux.  —  IMétallurgic  physique.  Procédés  mécaniques.  Marche  du 
laminoir.  Poinçonnage.  Des  grandes  déformations.  Travail  des  outils. 


Tome  XXVI;  avril-septembre  i88j. 

Dugiiet.  —  Résistance  des  corps  solides.  (2>,-/Î9,  tj  Tig.). 
Étirage.  Pièces  de  grande  résistance.  Kssais  mécaniques. 
Cet  article  est  le  dernier  de  ce  que  l'auteur  appi'Uo  la  Partie  statique. 

Roblin  {R-)-  —  Noie  sur  un   procède-  de   repérage  en  direction. 
(i33-i1(i,  7lig.). 
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Emploi  d'un  appareil  d'une  construction  simple  et  d'un  usage  commode, 
fondé  sur  l'adoption  d'un  petit  miroir,  d'une  réglette,  d'une  ficiie  et  d'un  cor- 
deau. 

Laurent  {P-)-  —  Théorie   de  l'équilibre  élastique  des  surfaces 
coniques.  (i/jy-iôS,  3r)9-382,  562-583,  9  fig.). 

La  théorie  de  l'équilibre  élastique  des  surfaces  coniques  est  nécessaire  pour 
l'étude  de  la  résistance  de  la  volée  des  canons. 

La  théorie  de  la  résistance  des  cylindres  simples  ou  frettés  a  été  exposée  par 
les  généraux  Virgile  et  Gadolin,  mais  celle  des  surfaces  coniques  a  été  ramenée, 
inexactement,  à  l'élude  de  cylindres  de  hauteur  infiniment  petite.  Il  y  a  donc 
intérêt  à  la  reprendre  sur  de  nouvelles  bases. 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  trois  Parties.  La  première  comprend  le  rappel  des 
formules  de  l'équilibre  élastique  de  Lamé  (avec  application  au  tétraèdre);  la 
deuxième  traite  de  l'équilibre  élastique  du  cône  (tronc  de  cône,  enveloppe  co- 
nique à  génératrices  non  parallèles,  enveloppe  cylindro-conique;  relations  entre 
les  forces  élastiques  dans  la  volée  d'un  canon);  la  troisième  est  consacrée  à 
l'étude  du  cône  composé,  c'est-à-dire  des  enveloppes  coniques  freltées  l'une  sur 
l'autre. 

Vallier  {E.).  —  Etude  sur  les  lois  de  la  résistance  de  l'air.  (226- 
235,  324-34~)- 

Cette  étude  est  divisée  en  deux  parties  principales  :  la  première  a  pour  objet  la 
recherche  de  la  loi  de  résistance,  par  la  discussion  des  expériences  les  plus  ré- 
centes en  Allemagne;  la  deuxième  est  consacrée  à  l'établissement  des  formules 
balistiques  et  des  expressions  analytiques  des  éléments  de  la  trajectoire 
(ordonnée,  vitesse,  etc.)  et  profitant  des  simplifications  que  permet  de  réaliser 
l'emploi  des  fonctions  hyperboliques  et  du  logarithme  intégral. 

En  terminant,  on  a  signalé  l'utilité  qu'il  y  aurait  à  exé(;uter  quelques  tirs 
aux  vitesses  pour  résoudre  certaines  questions  sur  la  résistance  de  l'air  restant 
encore  douteuses  aujourd'hui  (entre  autres,  la  loi  de  résistance  pour  des  vitesses 
égales  ou  inférieures  à  la  vitesse  du  son). 

Siacci  {F.).   —   Sur   l'établissement  des  Tables  du  tir  vertical. 

(431-445). 

Traduit  de  la  Rivista  cli  Artigliera  e  Genio  et  résumé  des  considérations 
dont  le  savant  professeur  de  l'école  de  Turin  fait  précéder  cette  nouvelle  forme 
donnée  aux  Tables  d'Otto. 

Ces  Tables  donnent,  pour  un  angle  de  projection  cp  variant  de  30°  à  75°  par 
intervalles  de  b",  la  vitesse  initiale  V,  la  portée  X,  la  flèche  Y  de  la  trajectoire, 
ainsi  que  d'autres  éléments  du  tir,  en  particulier  la  réduction  AX  de  la  portée, 
due  à  une  variation  AV  de  la  vitesse  initiale  ou  à  une  variation  AS  du  poids 
spécifique  de  l'air,  w  étant  l'angle  de  chute,  M.  Siacci  a  établi  les  relations 

AX'.S  _  I    AX".V  AX".V  _     tangtp 

VÂ5  ~  ~i  \\ÂV  ~  ''        "ivTÂv  ~  ^  U^g~w' 

AX'  et  AX"  correspondant  respectivement  à  AS  et  AV.    La  première  de  ces  for- 
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nulles  csl  rigoureuse;  la  seconde  suppose  les  abaissements  vcrliraux  au-dessous 
de  la  ligne  de  projection  inversement  proportionnels  aux  carres  des  vitesses 
initiales. 

Pouchelon  {F.).  —  Tables  balisliques.  (467- ijô). 

Ces  Tables  ont  clé  dressées  d'après  les  formules  de  M.  Siacci.  Elles  ont  été 
calculées  à  partir  d'une  vitesse  initiale  de  700™,  vitesse  à  laquelle  les  lois  du 
général  Mayewski  peuvent  s'appliquer.  Elles  difTèrent  encore  des  Tables  publiées 
précédemment  par  la  Bévue,  en  ce  qu'elles  donnent  les  valeurs  de  la  fonction 
T{v)  qui  sert  au  calcul  de  la  durée  du  trajet  t. 

Les  vitesses  initiales  variaient  de  ■joo'"  à  iSS""  par  intervalles  de  2".  Quant  aux 
formules  fondamentales  adoptées,  ce  sont  celles  du  Mémoire  publié  au  t.  XVII, 
p.  45  {Bulletin,  V,,  p.  23.>-233). 

Tome  XXVII;  octobre  i885-mars  i88r.. 

Slgaat  el  Maurice.  —  Élude  sur  le  tir  à  la  mer  dans  les  batteries 
basses.  (27-40,   i35-i45,  4  ^ig'-»  3  pi.). 

Descriplion  d'un  nouvel  appareil  destiné  à  transmettre  le  mouvement  d'une 
alidade  à  une  aiguille  installée  dans  une  autre  station,  et  qui,  par  son  recou- 
pement avec  une  autre  alidade,  vient  indiquer  immédiatement  sur  une  plan- 
chette la  distance  à  laquelle  doit  se  trouver  le  but  à  atteindre. 

Perrin  {M.).  —   Note  coinpléinentaire  sur    le    tir    au-dessus    de 
l'horizon.  (118-124,   i  lîg.)- 

La  courbe  neutre  {voir  les  précédents  travaux  à  ce  sujet)  peut  être  tracée 
par  un  point  en  partant  de  la  relation 

£ 

tanga  =  sins  —  lang» 

a  étant  l'angle  de  tir,  et  £  l'angle  de  site  du  but.  Mais,  quand  £  varie  de  o"  à 
90°,  a  passe  par  un  maximum  i6°42'  correspondant  à  £  =^  5i°5o'.  Ainsi,  pour 
toute  valeur  de  a  supérieure  à  i6°42',  la  circonférence  ayant  la  portée  pour 
rayon  ne  rencontre  plus  la  courbe  neutre.  Pour  toute  valeur  de  a  inférieure  à 
i6°42',  il  y  a  toujours  trois  points,  situés  à  la  même  distance  de  la  pièce,  pour 
lesquels  la  hausse  à  employer  est  la  même.  Entre  ces  trois  points,  la  hausse 
subit  des  variations  et  passe  par  un  maximum  et  par  un  minimum;  ce  nouvel 
article  a  peur  objet  la  détermination  de  ce  maximum  et  de  ce  minimum  en 
position  et  on  grandeur. 

Braccialiiii.   —   Tables   el    formules  |iour   les    problèmes  du   tir 
courbe,  (a^'j-j.  \-). 

Extrait  de  la  Bivistfi.  Dans  les  (juatrc  premières  Tables,  le  ealcul  du  coef- 
firicnl  balistique  a  élc  fait  implicitement;  les  trois  autres,  où  (igurc  le  cooni- 
cicnt  balistique,  i)euvciiL  servir  à  délerniiiier  ce   dernier. 
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liant.  —  Influence  de  la  constiuilion  des  projectiles  sur  les  effets 
(UTils  peuvent  produire  dans  diverses  circonstances  de  guerre. 
(211-226,  297-3(4,  7  lig'.). 

Siacci  i^F.).  — Un  procédé  d'intégration  des  formules  balistiques. 

(3 1 5-322). 

Ce  procédé  revient  à  une  méthode  peu  difTérenle  de  celle  qui  a  été  déjà  em- 
ployée par  le  général  Didion,  adoptée  dans  presque  tous  les  Traités  de  Balis- 
tique.   La    méthode    consiste    à    remplacer    la    fonclion-résislance    F(v)    par 

K  { oLV  cos  6  ) 

— ~ — >  a  étant  une  constante,  tandis  que  maintenant  l'on  remplace  F{^') 

acosO 

par  S  F( ) K  '  P  étant  une  constante.  Or  les  deux  quantités  a  et  3  ne 

'       '      \  coscp  /  cos  6  '  ' 

peuvent  être  constantes  en  même  temps  que  dans  le  cas  où  la  résistance  est 
proportionnelle  à  une  puissance  de  la  vitesse;  dans  tout  autre  cas,  si  ^  est  con- 
stante, a  est  variable  et  réciproquement.  C'est  ce  point  qui  constitue  la  différence 
des  deux  méthodes. 

Laurent  (P-)-  —  De  la  déformation  de  l'âme  des  canons  dans  le 
voisinage  de  l'obturateur  et  du  déculassement.  (53o-55o,  4  fig^-)- 

I.a  résistance  des  bouches  à  feu  au  déculassement,  considérée  pendant  long- 
temps comme  une  question  de  peu  d'importance  relativement  à  celle  de  la  ré- 
sistance transversale,  a  pris  dans  les  préoccupations  des  artilleurs  la  place 
qu'elle  mérite  réellement. 

L'analyse  appliquée  à  l'étude  de  cette  question  n'a  fourni  que  des  résultats 
encore  bien  incomplets.  Cela  tient,  sans  aucun  doute,  à  la  difficulté  que  l'on 
rencontre  dans  l'emploi  des  formules  de  Lamé,  et  surtout  dans  l'intégration 
des  équations  différentielles  données  par  lui. 

Déjà,  dans  un  Mémoire  tout  récent  {voir  plus  haut),  M.  Laurent  a  donné 
deux  intégrales  particulières  dans  le  cas  d'un  corps  de  révolution.  Lorsqu'on  exa- 
mine attentivement  ces  intégrales  particulières,  et  les  valeurs  des  composantes 
des  forces  élastiques  en  un  point  quelconque  d'un  solide,  on  est  frappé  de  ce  fait, 
que  certaines  composantes,  telles  que  le  glissement  longitudinal,  ne  sont  fonc- 
tions que  du  rayon.  Cela  tient  à  ce  que  les  intégrales  des  déplacements  con- 
tiennent des  constantes  arbitraires.  Il  est  donc  possible  de  trouver  des  inté- 
grales plus  générales  remplissant  mieux  les  conditions  dans  lesquelles  se  trouve 
le  corps  considéré,  et  ce  sont  celles-ci  qui  ont  permis  à  l'auteur  de  traiter  les 
questions  abordées  dans  ce  Mémoire. 

Une  première  Partie  est  consacrée  à  l'établissement  des  nouvelles  formules; 
une  deuxième  traite  de  la  question  de  la  déformation  de  l'àmc  dans  le  voisi- 
nage de  l'obturateur. 

Un  article  ultérieur  renfermera  !a  troisième  et  dernière  Partie. 

H.  B. 
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JOURNAL  FiJu  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  Mathematik,  lierausgegeben  von 
L.  KuoNECKEu  uncl  K.  Weikrstrass. 

Tome  XCV;  i883. 

Hcïuck  {Guido).  —  Nouvelles  conslruclions  delà  perspective  et 
de  la  photogrammélrie  (Théorie  de  la  correspondance  tinli- 
néaire  de  systèmes  plans,  article  P').  (i-35). 

La  correspondance  Irilinéaire  entre  trois  formes  géométriques  de  première 
espèce  s'établit  par  une  équation  linéaire  par  rapport  à  chacune  des  trois  va- 
riables qui  définissent  la  position  des  cléments  variables  dans  les  trois  formes 
fondamentales;  deux,  de  ces  éléments  correspondants  déterminent  donc  le  troi- 
sième. Cette  correspondance  a  été  étudiée  par  1M!\L  Rosanes,  Schubert  et 
Benno  Klein  dans  des  Mémoires  antérieurs  (voir  Bulletin,  (2),  V„,  p.  107; 
VII2,  p.  287).  M.  Hauck,  Professeur  de  Géométrie  descriptive  à  l'École  Poly- 
technique de  Berlin,  a  été  porté,  par  ses  occupations  géométriques,  à  rechercher 
les  i-elations  de  la  correspondance  trilinéaire  non  seulement  dans  les  formes  de 
première  espèce,  mais  encore  dans  celles  de  la  deuxième  espèce.  Or,  les  trois 
paires  de  variables  {xy),  {x'y'),  {x"y"),  qui  expriment  les  coordonnées  de 
trois  éléments  correspondants  des  trois  systèmes  plans,  peuvent  être  liées  par 
deux  équations  ou  par  trois;  ces  deux  cas  de  correspondances  pourraient  donc 
être  désignés  comme  de  quatrième  et  de  troisième  espèce,  parce  que  deux 
équations  admettent  une  variété  quadruplement  infinie,  tandis  que  trois  four- 
nissent une  variété  triplement  infinie.  D'ailleurs,  selon  la  diversité  des  formes 
fondamentales  de  deuxième  espèce,  il  faut  distinguer  la  correspondance  trili- 
néaire :  1°  didesmique  {zwcibûndig),  2°  lY\àcsm\i\y\c  {dreibiuidig)  de  systèmes 
plans  ponctuels,  3"  didesmique,  4°  tridesmiquc  de  systèmes  plans  réglés.  —  lin 
supposant  encore  que  les  points  et  les  droites  se  correspondent  en  même  temps 
dans  les  trois  systèmes  plans,  les  quatre  possibilités  se  réduisent  à  deux,  ù 
savoir  les  cas  i  et  4  ou  2  et  3  se  combinent  ensemble. 

L'application  de  trois  plans  fixes  de  projection  où  se  projettent  de  trois 
centres  fixes  les  points,  droites  et  plans  de  l'espace,  engendre  les  mêmes  quatre 
sortes  de  correspondance;  on  obtient  :  1°  trois  systèmes  ponctuels  tridesmico- 
trilinéaires  par  l'ensemble  des  projections  de  points,  2°  trois  systèmes  réglés 
didesmico-trilinéaires  par  l'ensemble  des  projections  de  droites,  3°  trois  sys- 
tèmes ponctuels  didesmico-trilinéaires  par  l'ensemble  des  traces  de  droites, 
4°  trois  systèmes  réglés  tiùdcsmico-trilincaires  par  l'ensemble  des  traces  de 
plans.  Cependant,  les  systèmes  3  et  4  ne  représentent  pas  le  cas  le  plus  général 
de  la  correspondance  respective.  Cette  manière  d'envisager  l'objet  fait  voir  l'in- 
térêt théorique  et  pratique  de  la  question  :  les  procédés  qui  en  résultent  font 
suite  aux  méthodes  inaugurées  par  la  Géométrie  descriptive  de  Monge. 

La  publication  ne  comprend  que  le  premier  article  des  recherches  de 
]\L  Ilauck;  il  se  borne  à  la  construction  fondamentale  et  ses  applications  ù 
(juelques  exemples  empruntés  à  la  pratique.  Ce  problème  fondamental  de  la 
Géométrie  descriptive  s'énonce  comme  il  suit  :  étant  données  deux  |)rojections 
d'une  figure  de  l'espace,  en  construire  une  troisième  projection  quelconque;  ou 
bien  en  deux   ca^^  friui|ini  uuuo   rem;tr(|uable   :    1°  étant   données  deux  j)rojec- 
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lions  orlliogonales,  chercher  une  projection  centrale  (problème  de  la  perspec- 
tive), 2°  étant  données  deux  projections  centrales,  chercher  une  projection 
orthogonale  (problème  de  la  photogrammétrie).  Ces  problèmes  se  trouvent 
résolus,  en  toute  généralité,  dans  le  Mémoire  que  nous  analysons,  et  M.  Hauck 
a  déjà  fait  l'épreuve  de  ses  nouvelles  constructions  :  en  les  enseignant  dans  son 
cours  de  l'École  Polytechnique  et  en  observant  les  progrès  de  ses  élèves  dans 
les  salles  à  construction,  il  s'est  convaincu  que  la  méthode  est  propre  à  servir 
aux  besoins  de  la  technique.  De  plus,  il  a  achevé  la  construction  d'un  appareil 
mécanique  destiné  à  résoudre  le  problème  en  question  par  une  voie  purement 
mécanique  :  si  deux  pointes  de  l'appareil  glissent  sur  deux  lignes  correspon- 
dantes des  deux  projections  données,  une  troisième  pointe  (celle  du  crayon 
dessinateur)  dessine  la  ligne  con-espondante  de  la  troisième  projection  cher- 
chée. Cet  appareil  a  été  décrit  et  photographié  dans  la  Festschrift  publiée  à 
l'occasion  de  l'inauguration  du  nouveau  palais  de  l'École  Polytechnique.  Pour 
plus  de  détails  nous  renvoyons  le  lecteur  aux  Mémoires  originaux. 

§  1.  Exposition.  Généralités  sur  la  correspondance  trilinéaire.  Perspective 
technique  et  photogrammétrie.  —  §  2.  Théorème  fondamental  sur  la  relation 
entre  deux  projections  d'une  même  figure  de  l'espace.  —  §  3.  La  construction 
fondamentale  de  la  correspondance  projectivo-trilinéaire  de  systèmes  plans. 
—  §  4.  Exemple  L  Perspective  centrale  trouvée  à  l'aide  de  deux  projections 
verticales  (vues  de  front  et  de  côté).  —  §  5.  Remaixjues  sur  l'exemple  L  — 
§  (i.  Exemple  IL  —  Perspective  centrale  trouvée  à  l'aide  des  projections  hori- 
zontale et  verticale.  —  §  7.  Remarques  sur  le  problème  combiné  I  et  II.  — 
§  8.  Exemple  III.  Projection  verticale  trouvée  à  l'aide  de  deux  perspectives 
(Lever  photogrammétrique  d'architecture).  —  §  9.  Exemple  IV.  Projection  hori- 
zontale trouvée  à  l'aide  de  deux  perspectives  (Lever  photogrammétrique  de 
terrain).  —  §  10.  Remarques  sur  la  pratique  photogrammétrique.  —  §  11.  Re- 
marques ultérieures  sur  les  exemples  III  et  IV.  —  §  12.  Exemple  V.  Lever  pho- 
togrammétrique  de  terrain   à    chambre  inclinée. 

Caspavy  (-F.).  —  Sur  quelques  identités  entre  des  déterminants 
qui  se  présentent  dans  la  tliéorie  des  triangles  perspectifs.  (36- 
43). 

Étude  de  ces  déterminants  envisagés  comme  produits  extérieurs  suivant  la 
définition  de  Grassmann. 

Thomé  (^L.-W.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires.  (44-98). 

Ce  Mémoire  termine  la  série  des  publications  de  M.  Thomé  sur  le  sujet  dont 
il  s'est  occupé  depuis  plus  de  dix  ans,  ou  plus  exactement  sur  la  question  qu'il 
a  posée  au  tome  LXXXIII;  il  achève  maintenant  d'effectuer  l'intégration  des 
équations  diflérentiellcs  homogènes  et  linéaires  dans  lesquelles  l'expression  dif- 
férentielle peut  être  représentée  par  un  système  d'expressions  différentielles 
normales.  L'intégration  de  ces  équations  différentielles  part  de  la  représenta- 
lion  des  intégrales  dans  le  voisinage  des  points  singuliers.  Celte  représentation 
revient  à  exprimer  une  fonction   à  intégrer,   au  moyen  d'une   intégrale  définie 
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qui  conlienl  la  mùme  fonction.  Soit 

( ' )  f{x  —  ay'^{x  —  a)[\og{x  —  a)]"  dx 

la  fonction  intégrale  à  rcprcsenlcr,  où  f^i  possède  un  tléveloppcnicnt  de  la  forme 

00  ,.00 

2^c   {x  —  a)    -t-^c  {x  —  a)  .  Désignons  par   /      l'intégration  étendue  sur 

0  '         -1    '  '  *•  ' 

le  contour  d'un  cercle  décrit  autour  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  un. 

1°  Soit  ;•  non  entier;  alors  si  a  est  entier,  on  a 


(2) 

Posons 


-— ^ f    a-'+a  dx  = 

r'    doi, 

f    e'^'^L  ,  ^  2  U,  [(  -r  -  a  )  «  J  =  U,  (  X  -  «  ), 


cela  é:ant,  il  résulte  pour  (i), 

{X  -  aY+^\\],{x  -  a)[\o^{x  -  a)Y 
(1)        j  —n\]^{x  —  a)[\oi^{x  —  a)Y-'  +  ... 

\  4-  (— i)"«(n—  i)...iU„^,(a;  — a)j. 

2°  Soit  ;•  entier  et  posons  {x  —  ay<;^{x  —  a)  —  T(x  — a).  Pour  a  entier  et 
positif,  on  a 


(3) 
Posons 

( 


_L_  f  (l2S}Ydl^     I 
.i)  H^-a)  =  J^  '-^  ,-(j-'^)orxF'"'<""^''""""-'-""''->-' 


(8) 


(il) 


HlîVUE   DES  PUBLICATIONS.  6i 

Cela  ('tant,  il  rc'sulle  pour  (i) 


^/''S7^'-(^^)['"§(--«)J"^ 


(.0) 


j       -h  \{x  —  a)\\{.r  —  a) 

I+(.z-  — a)-W,[(j;  — a)->]i[log(,r-a)]"  -... 
+  (  —  I )" n ( 7i  —  r )  . . .  I  \{x  —  a)  V„_^,  (x  —  a) 
+  (x-a)~'W„^.[(^ -«)-][. 

En  appliquant  successivement  les  formules  (^)  et  (lo),  on  établit  l'expression 
des  intégrales. 

Cette  expression  en  fournit  les  développements,  et  l'on  en  tire  les  expressions 
des  constantes  eu  décrivant  un  circuit  autour  du  point  singulier  ou  en  procé- 
dant à  un  autre  point  singulier.  Puis  le  Mémoire  représente  en  entier  l'inté- 
gration des  équations  différentielles  considérées.  En  particulier,  l'auteur  entre 
dans  une  étude  approfondie  des  problèmes  algébriques  que  présentent  ces  équa- 
tions différentielles.  Les  opérations  qu'il  faut  employer  pour  effectuer  l'intégra- 
tion demandée  dépendent  de  la  résolution  d'équations  algébriques  dont  les 
coefficients  sont  liés  par  des  relations  algébriques  avec  les  constantes  dans  les 
coefficients  rationnels  des  équations  did'érenlielles.  Si  ces  constantes  sont  des 
nombres  algébriques,  toutes  les  opérations  demandées  peuvent  être  effectuées. 

Valji[J.).  —  Sur  l'intégralion  d'équations  simultanées  aux  dififé- 
rentielles  partielles  de  deuxième  ordre  à  deux  variables  indé- 
pendantes. (99-101). 

Stem.  —  Une  proposition  combinatoire.  (102-104). 

Si  l'on  forme  les  variations  des  éléments  i,  2,  ...,  m,  le  nombre  des  varia- 
tions de  toutes  les  classes  ayant  chacune  la  somme  n  et  formées  des  deux 
éléments  i  et  m  (avec  répétition  illimitée)  est  égal  au  nombre  des  variations 
de  toutes  les  classes  ayant  chacune  la  somme  n  H-  m  et  formées  de  tous  les 
éléments  qui  ne  sont  pas  inférieurs  à  m. 

Schoute  {P. -IL).  —  Les  polygones  steinériens.  (io5-i  19). 

Dénotons  un  polygone  de  2n  côtés  inscrit  à  une  courbe  C3  de  troisième  ordre 
par  le  nom  de  polygone  steinérien,  si  ses  côtés  passent  alternativement  par 
l'un  des  deux  points  fixes  P  et  Q  de  la  courbe  (théorème  I  de  Steiner);  il  n'y 
a  que  deux  cas  qui  puissent  se  présenter  :  i"  ou  les  deux  points  fixes  P  et  Q, 
choisis  à  l'arbitraire,  n'admettent  pas  un  seul  polygone  steinérien  de  2/1  côtés; 
2°  ou  il  y  en  a  une  infinité.  Dans  ce  dernier  cas,  un  point  quelconque  de  la 
courbe  est  une  fois  un  sommet  d'un  tel  polygone.  —  Dénotons  un  polygone  de 
211  côtés  inscrit  à  une  courbe  C.  de  quatrième  ordre,  douée  de  deux  points 
doubles  P  et  Q  par  le  nom  de  polygone  steinérien,  si  ses  côtes  passent  alter- 
nativement par  l'un  des  deux  points  doubles  P  et  Q  (théorème  II  de  Steiner); 
il  n'y  a  que  deux  cas  qui  puissent  se  présenter  :  i"  ou  les  points  doubles  P 
et  Q  n'admettent  pas  un  seul  polygone  steinérien  de  m  côtés,   2°  ou  il  y  en  a 
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une  infinilc.  Dans  ce   dernier   cas,   un   point  quelconque  de   la  courbe  est  une 
fois  un  sommet  d'un  tel  polygone. 

Ces  théorèmes,  énoncés  sans  démonsti-ation  par  Steiner,  ont  été  démontrés 
analytiquemcnt  par  Clebsch,  en  partie  syntliétiquement,  mais  en  partie  aussi 
analytiqucmcnt  par  M.  Ed.  Weyr.  M.  Schoute  donne  des  preuves  extrêmement 
simples  selon  les  méthodes  de  Géométrie  pure;  cependant,  dans  un  second 
article,  il  signale  un  travail  de  M.  Kupper,  publié  dans  les  Mémoires  de  Prague 
en  1873,  où  ce  géomètre  a  donné,  lui  aussi,  une  démonstration  synthétique. 
Cette  démonstration,  de  même  que  celle  de  M.  Schoute,  revient  à  la  proposi- 
tion suivante  sur  une  courbe  C,  de  troisième  ordre.  Si  C,  contient  huit  points 
d'entre  les  neuf  points  de  rencontre  de  deux  triples  de  droites,  elle  en  contient 
aussi  le  neuvième.  La  comparaison  des  méthodes  de  raisonnement  des  deux 
géomètres  et  l'amplification  de  quelques  théorèmes  de  M.  Kupper,  fait  l'objet 
de  la  seconde  Note. 

Hazzidakis  {J.-N.).  —  Sur  les  courbes  qui  peuvent  se  déplacer 
de  façon  à  rester  toujours  courbes  géodésiques  des  surfaces  en- 
gendrées par  elles.  (120-189). 

Toutes  ces  courbes  satisfont  à  l'équation  diiïcrentielle 


(') 
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-^  a\  +  b-r\  +  c^  =  o, 


où  a,  b,  c,  A,  B,  C  désignent  des  constantes,  \,  t„  Ç   les  cosinus  de  direction 
de  la  normale  principale. 

M.  Hazzidakis  distingue  les  trois  cas  où  la  courbe  satisfait  :  1°  à  une,  2°  à 
deux,  3°  à  trois  équations  différentielles  de  la  forme  (i).  Il  décrit  pour  chaque 
cas  le  mode  de  déplacement  de  la  courbe  et  établit  l'équation  de  la  surface 
engendrée  en  exprimant  les  coordonnées  par  deux  paramètres  arbitraires. 

Weiler  (A.).   —  Génération  simple  de  quelques  complexes  du 
second  degré.  {i4o-i/\6). 

Dans  un  article  inséré  à  la  Zeitschrift  far  Mathematik  iincl  Physik  de 
M.  Schlomilch  en  1881,  M.  Weiler  a  enseigné  comment  on  peut  engendrer,  par 
une  voie  très  simple,  les  complexes  de  deuxième  degré  dont  les  surfaces  sin- 
gulières sont  des  surfaces  réglées.  En  excluant  ces  complexes  ainsi  que  le  com- 
plexe général  du  deuxième  degré  qui  a  été  traité  par  Plucker,  F.  Klein  et 
Schur,  on  a  encore  un  reste  de  dix  complexes  qui  ne  se  composent  pas  de 
faisceaux  de  congruenccs  linéaires.  Ce  sont  ces  dix  que  jM.  Weiler  fait  naitre 
par  des  procédés  synthétiques. 

Kaiilor  (S.).  —  Sur  une  représentation  plane  unitrivoque  {eiii- 
dreideulig)  d'une  surface  de  troisième  ordre.  (147-163). 

Soit  ABC  un  triangle  conjugué  à  soi-même  par  rapport  à  un  triangle  A'B'C 
envisagé  comme  courbe  de  troisième  ordre;  alors  le  second  triangle  A'B'C 
est  de  même  conjugue  à  soi-même  par  rapport  au  premier.  —  A  un  triangle  o^c 
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inscrivons  un  deuxième  a' b'c',  et  à  celui-ci  un  troisième  a"b"c",  de  sorte  que 
b"c",  c"a",  a" 6"  passent  respectivement  par  a,  b,  c  :  ces  trois  triangles  forment 
une  configuration  (A)  qui  a  été  déjà  étudiée  par  v.  Staudt.  Les  trois  triangles 
appartiennent  à  un  faisceau  de  courbes  C,  qui  possèdent  un  triangle  inflexional 
commun  tiiv  par  rapport  auquel  chacun  des  trois  triangles  est  conjugué  à  soi- 
même.  Tous  les  triples  conjugués  par  rapport  à  tuv  s'engendrent,  d'une  ma- 
nière très  simple,  par  les  courbes  du  faisceau  des  C3.  —  Une  surface  qui  est 
représentée  sur  le  système  des  triples  conjugués  appartenant  à  un  triangle 
fixe  tuv  selon  la  manière  décrite,  de  telle  sorte  que  ses  sections  planes  corres- 
pondent aux  courbes  F^  pour  lesquelles  tuv  est  un  triangle  inflexional,  ne  peut 
être  que  du  troisième  ordre,  et  les  trois  points  de  rencontre  de  la  surface  Sj 
avec  une  droite  quelconque  correspondent  aux  trois  triples  d'une  configura- 
lion  (A).  Voilà  en  quoi  consiste  la  méthode  remarquable  pour  l'étude  géomé- 
trique des  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  une  courbe  C3. 

Ilermes  {J-)-  —  Observalion  sur  les  substitutions  d'équivalence 
de  formes  binaires  quadratiques.  (idS-i^o). 

La  Note  concerne  les  coefficients  de  substitution,   qui  se  présentent  comme 
numérateurs  et  dénominateurs  d'une  fraction  continue. 

Konigsberger  (L.).    —    Propriétés  de    fonctions   irréductibles. 
(171-196). 

L'auteur  commence  par  observer  qu'une  équation  irréductible  algébrique 
définit  chacune  de  ses  solutions  d'une  manière  entièrement  uniforme  parce 
qu'il  n'y  en  a  aucune  qui  puisse  appartenir  à  une  autre  équation  irréductible 
de  même  nature.  La  théorie  des  équations  difl"crentielles  algébriques  pi^ésente 
des  analogies  frappantes.  Après  en  avoir  rappelé  quelques-unes  qui  ont  été  éta- 
blies dans  le  Livre  Allgeineine  ifntersuchungen  aus  der  Théorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen,  1882  (^Bulletin,  VII,,  b-i!\),  M.  Konigsberger  discute  la 
question  :  sous  quelles  conditions  une  équation  algébrique  ou  une  équation 
difi'érentielle  a-t-elle  toutes  les  solutions  communes  avec  une  expression  de 
même  nature  supposé  qu'il  en  subsiste  une  commune?  Gomment  peut-on  éli- 
miner d'une  telle  forme  toutes  les  solutions  qu'elle  a  communes  avec  une 
forme  de  même  nature  et  de  degré  inférieur?  Pour  les  équations  algébriques, 
le  procédé  de  division  appliqué  aux  deux  équations  données  fournit  la  solu- 
tion demandée;  reste  donc  à  ti'aiter  la  question  pour  les  équations  di/Tércntiellcs. 
Sans  entrer  dans  le  détail  des  opérations,  transcrivons  un  résultat  remarquable. 
Dans  la  théorie  des  équations  algébriques,  on  montre  qu'une  équation  irréduc- 
tible en  y,  f{x,  y)  =  o,  à  coefficients  rationnels,  se  transforme  en  une  équa- 
tion irréductible  de  même  degré  ¥{x,\)  =0,  par  l'introduction  d'une  nou- 
velle variable  Y  liée  avec  y  par  une  relation  algébrique  sous  la  seule  condition 
que  chacune  des  variables  y  et  Y  puisse  s'exprimer  rationnellement  par  l'autre. 
Voici  l'analogue  pour  les  équations  différentielles.  Supposons  qu'une  équation 
difi'érentielle  irréductible  en  y  soit  transformée  en  une  équation  irréductible 
de  même  ordre  en  Y  par  l'introduction  de  la  nouvelle  variable  dépendante  Y 
dont  la  relation  avec  y  soit  mise  sous  la  forme  d'une  équation  algébrique 
entre  y  avec  ses  dérivées  et  Y  avec  ses  dérivées.  Alors,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que  chacune  des   deux  variables  dépendantes  s'exprime  algébriquement 
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par  l'aulre  et  les  dérivées  de  celle-ci.  De  plus,  si  Ion  dernaïKie  que  ré(|ualioii 
transformée  soit  du  même  degré  par  rapport  au  quotient  diflérentic!  du  plus 
liaut  degré  que  l'équation  donnée,  il  faut  que  les  ticux  équations  diiïérentieMcs 
à  transformer  soient  linéaires  et  que  chacune  des  deux  variables  dépendantes 
s'exprime  algébriquement  par  l'autre  et  les  dérivées  de  celle-ci.  Un  appendice 
sert  à  établir  une  proposition  sur  la  condition  d'irrationalité  de  la  somme 
rt  +  a,  a -)- a^oc^ -H. .  .-i- «„a",  où  les  a,  sont  rationnels,  les  a^  irrationnels. 

Slern.  —  Irralionalilé  de  séries.  (19J-200). 

Soit,  dans  la  série  tt-  ^  tt-  —  r, !-•••    ininf.,  Z  un  nombre   entier  à  Tex- 

'  L'i        L'i        /«3 

ception  de  l'unité;  a,,  a^,  aj,  ...  une  série  infinie  de  nombres  positifs,  telle  que 
chacun  de  ces  nombres  soit  supérieur  à  celui  qui  le  précède  immédiatement  et 
que  d'ailleurs  la  différence  a,„^, —  a„,  augmente  indéfiniment  avec  m  croissant 
indéfinitnent;  alors  la  série  ne  peut  avoir  nulle  valeur  rationnelle,  quel  que 
soit  l'ordre  des  signes  dans  les  termes  de  la  série.  Un  second  théorème  se  rap- 
porte à  la  sirie  plus  générale  dont  les  termes  ont  pour  numérateurs  les  nombres 
entiers  6,,  b^,  b^,  . . . . 

JJu/'ivitz  (^i.).  —  Démonstration  du  tliéorènic  :  L  ne  fonclion 
nionotrope  d'un  nombre  quelconque  de  variables  qui  peut 
être  représentée  partout  comme  quotient  de  séries  à  puis- 
sances [Potenzreihen)  est  une  fonction  rationnelle  de  ses 
arguments.  (201  -206). 

Théorème  énoncé  sans  démonstration  par  -M.  W'cierstrass,  t.  89  du  même 
Journal. 

Scliur  {F.).  —  Gontribtition  à  la  théorie  des  surfaces  de  troisième 
ordre.  (20^-217). 

En  désignant  par  le  nom  de  surface  desmique  de  quatrième  ordre  la  sur- 
face réciproque  à  la  surface  des  centres  de  courbure  pour  une  surface  de 
second  ordre,  on  a  le  théorème  suivant  :  «  La  surface  caustique  d'un  système  de 
rayons  de  deuxième  ordre  et  de  sixième  classe  engendré  par  les  plans  tangents 
correspondants  de  deux  surfaces  collinéaires  de  second  degré  est  une  surface 
desmique  de  quatrième  ordre;  les  points  des  deux  espaces  collinéaires  qui  se 
correspondent  à  eux-mêmes  sont  les  sommets  du  tétraèdre  conjugué  commun 
aux  deux  surfaces  du  second  degré.  D'après  une  remariiue  de  M.  >eronese,  les 
douze  nœuds  de  cette  surface  forment  un  système  desmique.  A  chaque  triangle 
de  droites  situe  sur  la  surface  générale  de  troisième  degré  appartient  une  sur- 
face desmique  de  quatrième  ordre,  lieu  des  centres  des  cônes  de  second  ordre 
((ui  passent  par  les  trois  sections  coniques,  suivant  lesquels  la  surface  est  coupée 
par  trois  plans  (|uelconques  passant  par  les  côtés  du  triangle.  Enfin,  l'auteur 
montre  comment  on  peut  trouver  l'inverse  de  ce  théorème  de  Steiner,  c'est- 
à  dire  construire  une  surface  de  troisième  or<ln'  (|ni  iippartionl  à  une  surface 
desmique  donnée  de  (luatrième  ordre. 


r^"  Pi^- 
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Kieperl  {L.).  —  Sur  la  théorie  de  Iransformalion  des  fondions 
cllipllqiies.  Mémoire  3.  (21  8-23  i). 

Suite  des  recherches  publiées  t.  87,  p.    199-216  [Bulletin,  (2),   IV,,   p.   244]» 

t.  88,  p.  20.5-212  [Bulletin,  (2),  V,,  106].  —  §  1.  Développement  de  I  1(1  —  A-")" 

f  =  1 
suivant  les  puissances  de  A-.  —  §  2.  Définition  de  l'équation  en  L.  D'autres 
relations  entre  les  grandeurs  H^(rt).  —  §  3.  Application  à  la  transformation  de 
23'  degré.  Le  dernier  paragraphe  donne  l'équation  modulaire  pour  n  =:  23  sous 
forme  rationnelle.  On  ne  la  connaissait  jusque-là  que  sous  la  forme  irration- 
nelle due  à  M.  Schroter. 

Perott  («/•)•   —   Sur  la  formation  des   déterminants  irréguliers. 

(232-236). 

Netto  {E .).  —  Note  sur  les  équations  dont  le  discriminant  est  un 
carré.  (237-239). 

Riidio  {-F.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  pour  lesquelles  les 
lieux  des  centres  de  courbure  sont  des  surfaces  confocales  de 
second  degré.  (240-246). 

L'auteur  a  déjà  étudié  ces  surfaces  dans  sa  dissertation  de  1880.  Le  problème 
de  les  trouver  n'est  pas  beaucoup  différent  de  celui  de  déterminer  la  longueur 
d'arc  d'une  ligne  géodésique  sur  une  surface  de  second  ordre,  et  le  problème 
particulier  à  résoudre  n'est  donc  pas  dépourvu  d'un  intérêt  plus  général. 
M.  Kummer,  qui  a  engagé  l'auteur  à  entrer  dans  cette  recherche,  lui  a,  en 
même  temps,  montré  le  chemin  à  suivre  :  c'est  celui  qu'il  avait  pris  lui-même 
dans  sa  théorie  des  systèmes  de  rayons.  Considérons  le  système  de  rayons  de 
quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe  dont  les  surfaces  caustiques  se  compo- 
sent de  deux  surfaces  confocales  de  second  degré  :  il  s'agit  de  déterminer  la 
surface  qui  a  ce  système  de  rayons  pour  système  de  normales.  Les  calculs  effec- 
tués dans  la  dissertation  étaient  encore  bien  compliqués;  maintenant,  l'auteur 
les  a  simplifiés  de  beaucoup. 

Rosanes.  —  Sur  les  systèmes  ponctuels  dépendants  et  sur  le  rap- 
port qu'ils  ont  à  la  correspondance   réciproque  de  deux  plans 

(247-255). 

En  général,  cinq  couples  d'éléments  de  deux  domaines  ternaires  déterminent 
un  sixième  couple  formant,  avec  ceux-là,  un  système  dépendant;  cependant,  si 
Jcs  cinq  points  d'un  plan  correspondent  collinèairement  aux  cinq  de  l'autre 
plan,  ces  cinq  couples  constituent  déjà  un  système  dépendant.  De  ce  cas  impor- 
tant de  systèmes  dépendants,  on  tire  des  relations  entre  des  systèmes  polaires 
d'une  ou  de  plusieurs  formes  bilinéaircs  et,  comme  cas  spéciaux,  quelques 
théoi'èmes  connus  de  la  théorie  des  sections  coniques;  de  plus,  on  gagne  ainsi 
quelques  théorèmes  sur  deux  triangles  et  quadrilatères  réciproques.  Enfin,  on 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XL  (Avril  1887.)  R.G 
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trouve  la  solution  du  problème  algébrique  :  composer  trois  formes  bilinéaires 
simultanément  des  mêmes  quatre  formes  spéciales.  Cette  composition  n'est  pos- 
sible que  quand  un  certain  invariant  (combinant)  s'évanouit;  encore  résulle- 
t-il  que  les  trois  formes  se  changent  tout  à  la  fois  en  formes  symétriques  par 
l'application  d'une  transformation  linéaire  à  un  système  de  variables. 

Krause  {M.).  —  Sur  la  théorie  de   transformation  des  Ibnclions 
hjperelliptiques  de  premier  ordre.  (256-2G3). 

Dans  la  théorie  de  transformation  des  fonctions  elliptiques,  le  problème 
d'établir,  pour  un  degré  quelconque  de  transformation,  des  relations  entre  les 
modules  primitifs  et  les  transformés,  est  un  problème  des  plus  importants. 
Quoiqu'on  n'ait  pas  encore  réussi  à  développer  ces  relations  sous  forme  finie 
pour  tous  les  degrés,  il  a  été  pourtant  possible  d'établir,  pour  un  degré  quel- 
conque, une  équation  différentielle  de  troisième  ordre,  à  laquelle  satisfont  les 
modules  transformés,  envisagés  comme  fonctions  des  modules  primitifs.  Dans 
la  théorie  des  fonctions  hyperelliptiques,  on  a  achevé  peu  de  chose  dans  cette 
direction.  Pour  combler  cette  lacune,  M.  Krause  montre  que,  dans  le  domaine 
des  fonctions  hyperelliptiques  de  premier  ordre,  il  existe  aussi  des  équations 
différentielles  auxquelles  satisfont  les  modules  transformés,  envisagés  comme 
fonctions  des  modules  primitifs,  et  il  indique  une  méthode  propre  à  déterminer 
ces  équations  difi'ércntiellcs. 

F  robe  nias  {G.).  —  Stir  la  transformation  principale  des  fonctions 
liièta  de  plusieurs  variables.  (264-296). 

Dans  un  Mémoire  inséré  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin  (oc- 
tobre 18GG)  et,  plus  tard,  au  tome  LXVIII  du  même  Journal,  M.  Kroncckcr  a 
traite  le  problème  de  découvrir  les  conditions  sous  lesquelles  les  paramètres 
des  fonctions  thêta,  désignés  par  t^,  dans  la  notation  de  M.  Weierstrass, 
deviennent  égaux  aux  paramètres  t„3  transformés.  A  l'aide  d'un  lien  remar- 
(|uable  qu'il  a  trouvé  entre  les  transformations  des  fonctions  Ihéta  et  les 
«  transformations  congruentes  de  formes  bilinéaires  »,  il  a  réussi,  dans  le  tra- 
vail cité,  à  exprimer  les  paramètres  z^^  par  p  racines  d'une  équation  du 
degré  2p,  tout  en  se  bornant  d'abord  au  cas  où  cette  équation  a  ses  racines 
toutes  inégales.  Après  avoir  développé  la  solution  du  problème,  il  insiste,  en 
particulier,  sur  quelques  observations  importantes  :  Toutes  les  valeurs  résul- 
tant de  celte  analyse  pour  les  paramètres  t^j  ne  remplissent  pas  toujours  les 
conditions  nécessaires  à  la  convergence  des  séries  thêta;  de  plus,  si  l'équation 
contient  des  racines  égales,  les  quantités  t  restent  en  partie  indéterminées, 
c'est-à-dire,  dans  ce  cas,  il  y  a  certaines  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  va- 
riables qui,  étant  substituées  pour  les  t^j,  satisfont  au  problême.  Ces  remarques 
ont  suggéré  à  M.  Weber  le  point  de  départ  de  son  Mémoire  {Annali  di 
Mat.,  (2),  IX,  p.  i^o).  Il  y  a  montré  que  si  l'équation  caractéristique  de  la 
transformation  donnée  ne  possède  que  des  racines  simples,  il  lui  correspondra 
tout  au  plus  un  système  de  paramètres  singuliers  qui  satisfait  en  même  temps 
à  la  condition  de  convergence  de  la  série  thêta.  «  Cependant  »,  continue 
M.  Weber,  «  il  n'existe  pas  toujours  un  tel  système  de  grandeurs,  comme  l'on 
peut  s'en  convaincre  par  des  exemples.  »  C'est  pouniuoi  M.  Krobcnius  s'est 
proposé  de   découvrir  les   conditions   nécessaires  et  suffisantes  auxquelles  une 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  67 

transformation  doit  satisfaire,  pour  qu'elle  puisse  être  une  trans/ormalion 
principale,  c'est-à-dire  telle  que  les  paran)ètres  transformés  T„a,  deviennent 
égaux  aux  primitifs  r^g.  La  solution  se  tire  presque  immédiatement  d'une  trans- 
formation remarquable  des  relations  entre  les  paramètres  primitifs  et  trans- 
formés, signalée  déjà  par  M.  Hermite  pour  le  cas  de  deux  variables  (  Comptes 
rendus,  XL,  p.  785)  et  exécutée,  en  toute  généralité,  par  I\I.  Laguerre  {Journal 
de  l'École  Polytechnique,  cahier  XLII,  p.  2i5).  Après  avoir  exposé  préalable- 
ment (§§  1  et  2)  quelques  propositions  auxiliaires  appartenant  à  l'algèbre  des 
formes  bilinéaires  et  à  la  théorie  des  fonctions  thêta,  M.  Frobenius  développe 
(§3)  les  propriétés  caractéristiques  d'une  transformation  principale  et  montre 
(§§  4  et  5)  comment  on  peut  trouver,  pour  une  transformation  satisfaisant  aux 
conditions  découvertes,  tous  les  systèmes  de  paramèti-es  qui  deviennent  égaux 
aux  transformés.  Les  autres  paragraphes  servent  à  amplifier  les  développements 
précédents  et  à  illustrer  la  théorie  par  quelques  exemples. 

Stahl  (  W.).    —   Sur  les   systèmes   de  rayons  du   second    ordre. 
(297-316). 

Les  systèmes  de  rayons  du  second  ordre  qui  n'ont  pas  de  courbes  caustiques 
peuvent  être  décrits  (celui  de  septième  classe  excepté)  au  moins  par  un  sys- 
tème d'une  simple  infinité  de  surfaces  réglées  de  second  ordre.  En  partant  de 
cette  propriété  des  systèmes  de  rayons  du  second  ordi'C,  on  est  amené  d'abord  à 
considérer  les  deux  sortes  de  systèmes  de  rayons  de  sixième  classe  que  M.  Fvummer 
a  déjà  étudiées  dans  son  Mémoire  célèbre  Ueber  die  algcbraischen  Strahlen- 
systeme,  et  alors  les  sjstèmes  de  rayons  de  cinquième  classe  et  les  autres  résultent 
comme  cas  spéciaux  communs  pour  l'un  et  l'autre.  Des  constructions  synthé- 
tiques de  ces  systèmes  ont  été  communiquées  par  M.  Reye  (même  Journal, 
LXXWI,  p.  8^  ;  Bulletin  1\\,  F\\)  qui  a  engendré  les  deux  systèmes  de  rayons 
de  sixième  classe  par  deux  méthodes  bien  diverses  l'une  de  l'autre  (Tune 
directe,  l'autre  indirecte).  Il  est  donc  intéressant  de  déduire,  par  une  voie  di- 
recte, les  liens  et  les  discordances  qui  s'ensuivent  avec  nécessité  pour  les  con- 
structions de  ces  systèmes.  La  considération  d'autres  surfaces  réglées  qui  appar- 
tiennent aux  systèmes  de  rayons  conduit  à  de  nouveaux  systèmes  de  rayons 
qui  sont  adjoints  aux  premiers,  c'est-à-dire  qui  possèdent  les  mômes  surfaces 
caustiques  qu'eux  sans  être  de  même  nature.  Les  particularités  de  ces  systèmes 
adjoints,  surtout  les  rapports  qu'ils  ont  à  ceux  de  même  nature,  forment 
l'objet  des  recherches  de  M.  Stahl.  C'est  d'eux  que  dépendent  certaines  singula- 
rités de  la  surface  caustique  qui  ne  découlent  pas  des  systèmes  de  second 
ordre,  comme  par  exemple  le  faisceau  des  plans  doublement  tangents,  etc. 
L'auteur  se  réserve  de  revenir  à  ces  singularités  de  la  surface  caustique  du  sys- 
tème de  quatrième  classe.  On  trouve  encore  un  nombre  de  générations  intéres- 
santes de  la  courbe  steinérienne  {Kern-Curve)  d'un  réseau  de  surfaces  de 
second  degré  à  l'aide  de  faisceaux  projectifs  de  cônes,  générations  qui  sont 
étroitement  liées  aux  systèmes  de  rayons. 

§  1.  Introduction.  —  §  2.  Le  système  de  rayons  de  second  ordre,  de  sixième 
classe,  de  première  espèce.  —  §  3.  Le  système  de  rayons  de  deuxième  ordre,  de 
sixième  classe,  de  seconde  espèce.  —  %  !\.  Le  système  de  rayons  de  deuxième 
ordre,  de  cinquième  classe.  —  §  5.  Le  système  de  rayons  de  deuxième  ordre,  de 
qualriènie  classe.  —  §  fi.  Le  système  de  rayf>ns  de  deu\ième  ordre,  de  troisième 
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classe.  —  §  7.  Le  syslcnic  de  rayons  de  deuxième  oivlre,  de  deuxième  classe.  — 
§  8.  La  courbe  slcinéricnnc  d'un  réseau  de  surfaces  de  deuxième  ordre. 

Sckoule  [P. -IL).  —  Siip[)lémenL  au  Mémoire  «  Les  polvgones 
steinériens  « .  (3i--.^'>4)- 

Weingarlen  ('/•)•  —  Suite  du  Mémoire  «  Sur  les  propriétés  de 
réiément  linéaire  des  surfaces  à  mesure  constante  de  courbure  ». 

(325-329). 

Le  commencement  a  clé  inséré  au  tome  XCIV,  p.  i8i.  Signalons  cette  pro- 
position de  la  continuation  : 

'Si   une  rc[nalion  difTércnlicllc  linéaire  ])yrtielle 

d\  d\ 

—  +  c,- hcV— o 

ûq  dp 

a  des  solutions  linéairement  indépendantes  en  commun  avec  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire  linéaire  de  second  ordre 

<?  V  d\ 

()p-  dp 

son  intégration  peut  être  ramenée  à  l'intégration  de  deux  équations  linéaires 
ordinaii-es  de  second  ordre,  à  savoir,  outre  celle  que  nous  venons  d'écrire,  de 
celle-ci  : 

-T hf>,—  -h  b\  =0, 

f)q'  ()(] 

où  les  coefficients  ont  des  significations  définies  dans  le  iMémoirc.  La  théorie 
de  l'élément  linéaire  des  surfaces  à  mesure  constante  de  courbure  offre  un 
exemple  de  l'existence  d'équations  différentielles  partielles  linéaires  de  celle 
espèce. 

Beye  {Th.).  —  Sur  les  complexes  de  rayons  et  tissus  de  com- 
plexes [Complexen-Gewrbe)  linéaires  et  quadratiques.  (33o- 
348). 

L'ensemble  de  toutes  les  droites  étudiées  dans  la  géométrie  de  rayons  de 
Pliicker  csl  une  variété  quadratique  de  quatre  dimensions,  tandis  que  toutes 
les  sphèi'es  de  l'espace  forment  une  variété  linéaire  de  quatrième  degré.  Celte 
différence  essentielle  de  pure  géométrie  se  fait  déjà  voir  dans  la  proposition 
qui  dit  que,  en  général,  quatre  complexes  linéaires  de  rayons  ont  en  commun 
deux  rayons,  mais  que  ([uatrc  complexes  linéaires  de  sphères  n'ont,  en  commun, 
qu'une  si)hère.  Kn  effet,  les  coordonnées  iilùckéricnnes  d'une  droite  sont  sou- 
mises à  une  équation  quadratique  de  condition.  Par  conséquent,  en  faisant 
abstraction  des  dimensions,  on  peut  établir  des  analogies  entre  un  complexe 
linéaire  de  second  degré  et  non  une  surface  de  second  ordre,  mais  plutôt  une 
courbe  gauche  de  (juatrièmc  ordre  suivant  laquelle  deux  surfaces  de  deuxième 
ordre  s'enlrecouixnl. 
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Si  l'on  donne  aux  six  coordonnées  d'une  droite  des  valeurs  relatives  qui  ne 
satisfont  pas  à  l'équation  quadratique  de  condition,  elles  représentent  les  élé- 
ments d'une  variété  linéaire  de  cinq  dimensions  (jni  contient  la  variété  qua- 
dratique de  droites.  La  recherche  de  cette  variété  quadratique  est  donc  ramenée 
ainsi  à  l'étude  beaucoup  plus  facile  de  cette  variété  linéaire,  tandis  que  la  su- 
périorité de  l'intuition  peut  être  conservée  par  une  interprétation  géométrique 
des  coordtmnées  linéaires  ainsi  généralisées. 

Celte  généralisation,  déjà  fructiliée  par  IM.  F.  Klein,  permet  d'appliquer  im- 
médiatement à  la  géométrie  des  rayons  les  méthodes  inventées  pour  la  re- 
cherche des  surfaces  de  deuxième  degré.  Elle  offre  les  mêmes  avantages,  est 
autant  autorisée  et  aussi  nécessaire  que  l'emploi  des  points  situés  en  dehors 
d'une  surface  de  deuxième  ordre  pour  la  théorie  de  cette  surface.  Les  procédés 
et  les  résultats  des  développements  rappellent  souvent  ceux  d'un  lAIémoire  an- 
térieur du  même  auteur  publié  en  1881  :  Ueber  quadratische  Kugelcomplexe 
und  confocate  Cykliden.  En  particulier,  l'ensemble  de  toutes  les  droites 
occupe,  dans  cette  variété  de  cinquième  degré,  une  position  analogue  à  celle  du 
complexe  quadratique  de  toutes  les  sphères-points  dans  la  géométrie  des 
sphères  et  le  cercle  normal  infiniment  distant  dans  l'espace  de  trois  dimensions. 

§  1.  Les  complexes  de  rayons  et  tissus  de  complexes  linéaires.  —  §  2.  Les 
complexes  de  rayons  et  tissus  de  complexes  quadratiques.  —  §  3.  La  polaire  d'un 
tissu  quadraticjue  de  complexes  par  rapport  au  tissu  principal.  Rayons,  points 
et  plans  singuliers  d'un  complexe  quadratique.  —  §  4.  Complexes  quadratiques 
à  points  et  plans  communs  singuliers.  —  §  5.  Remarque  finale. 


Tome  XCVI;   1884. 

Lipschitz  (/?.).  —  Contributions  à  la  connaissance  des  nombres 
de  Bernoulli.  (1-16). 

Le  produit  2-"'-' (2"' —  O^m»  "'^'  ^m  dénote  le  m''^""  nombre  de  Bernoulli,  est 
égal  à  un  multiple  entier  de  m.  Cette  propriété,  dont  la  découverte  est  due  à 
M.  Angelo  Genocchi  {Annali  di  Scienze  niateinaticlie  de  B.  Tortolini,  t.  111, 
p.  895,  i852),  a  été  retrouvée  de  nouveau  par  M.  Stcrn  (t.  LXXXVIII,  p.  85  du 
même  Journal)  et  par  Worpilzky  (t.  XCIV,  p.  2o3),  et  démontrée  encore  par 
M.  Kronecker  à  l'aide  de  certaines  considérations  très  simples  (t.  XCIV,  p.  268). 
M.  Lipschitz  l'a  généralisée  maintenant  de  beaucoup.  Pour  un  nombre  quel- 
conque a  et  pour  un  couple  quelconque  de  nombres  premiers  entre  eux  a  et  b, 
les  produits  d-'^{a'"*  —  0^».  ct(a^"'"'  —  i)(^'"'-' — ')^,«  sont  égaux  à  des  mul- 
tiples entiers  du  nombre  2m.  De  plus,  l'auteur  sest  occupé  des  expressions 
dues  à  v.  Staudt  et  à  Clausen,  pour  les  nombres  de  Bernoulli,  et  qui  concernent 
les  parties  entières  qui  appartiennent  à  ces  nombres  :  propriété  étudiée  par 
M.  Hermite  dans  une  Note  insérée  au  tome  LXXXI  du  même  Journal.  L'inves- 
tigation de  la  f[uestiou  a  poussé  .M.  Lipschilz  à  approfonilir  l'étude  de  la  fonc- 
tion i-., ,  où  la  somme  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers  impairs  n 

I  p(ui'  —  u)  ' 

et  où  l'argument  complexe  u  a  son  module  plus  grand  que  l'unité.  Cette  fonc- 
tion semble  fournir  la  clef  pour  les  phénomènes  mentionnés.  La  dill'érence  de 
deux  de  ces  fonctions  dont  les  argunu.iils  dill'èrcnt  de  u  par  des  nombres  entiers. 
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augmcnlce  d'une  cerlaine  fonction  ralionnelle  de  a  simple  à  foi-mer,  est  déve- 
loppaijlc  en  série  semi-convergente  où  les  parties  entières  des  nombres  de  Ber- 
noiilli  entrent  comme  coefficients.  Ainsi,  cette  fonction  de  u,  formée  à  l'aide  de 
tous  les  nombres  premiers  impairs,  peut  servir  à  définir  les  parties  entières 
des  nombres  de  Bcrnoulii.  Réciproquement,  cette  série  semi-convergente,  formée 
à  l'aide  des  parties  entières  des  nombres  de  Bcrnoulii,  détermine  complètement 
la  fonction  que  nous  venons  de  signaler.  C'est  qu'il  subsiste,  entre  la  suite  des 
nombres  premiers  et  la  suite  des  parties  entières  des  nombres  de  Bernoulli, 
un  lien  remarquable.  Si  l'on  se  donne  les  parties  entières  des  n  premiers  nombres 
de  Bernoulli,  on  peut  former  un  sjslcme  linéaire  de  n  équations  dont  la  réso- 
lution fournit  la  réponse  à  la  question  relative  à  chacun  des  n  premiers  nombres 
impairs  qui  font  suite  à  l'unité,  si  ce  nombre  est  premier  ou  composé  :  «  la 
loi  qui  préside  à  la  suite  des  parties  entières  des  nombres  de  Bernoulli  et  celle 
qui  pi'éside  à  la  continuation  des  nombres  premiers  peuvent  se  remplacer 
l'une  l'autre  cl  ont  la  même  profondeur  ». 

Wiltheiss.  —  Stir  la  lliéorie  de  la   Iransfbrmalion  des  fondions 
lîjperelliptiqties  à  deux  arguments.  (17-35). 

Les  racines  carrées  des  valeurs  inverses  des  n  -f- 1  multiplicateurs  qui  se  pré- 
sentent dans  la  transformation  des  fonctions  ellipti(iues  au  moyen  d'un  système 
de  /i -h  I  transformations  non  équivalentes  du  degré  n  sont  liées  par  ^(«-+-1) 
équations  linéaires  d'une  forme  très  spéciale.  De  plus,  ces  multiplicateurs  sont 
les  racines  d'une  équation  dont  les  coefficients  sont  rationnels  dans  le  module  k. 
En  se  plaçant  dans  une  hypothèse  particulière  sur  les  transformations  à  em- 
ployer, on  obtient  les  valeurs  inverses  des  multiplicateurs  sous  la  forme 

i:  M,  =  =;2(o;  \)  :&2(„./.)^  ,.  M  ^(_,)i("-i)„^2(„.  X):'^l{ii;k). 

Par  conséijuent,  les  fonctions 

•'=^,(";>s),  (  — i)2"''""/i=r^(o;  A) 

sont  liées,  elles  aussi,  |)ar  des  équations  analogues  à  celles  pour  les  M^,  et  elles 
sont  les  racines  d'une  écjuation  du  (n-Hi)''""  degré  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  /..  Le  Mémoire  de  M.  N\  ittstcin  fait  voir  que  des 
propositions  analogues  existent  pour  les  fonctions  thêta  de  Bosenhain  ou  bien 
les  fonctions  thêta  à  deux  arguments. 

Slurin  [Rudolf).  —  Remarques  et  additions  faites  au\  Mémoires 
de  Steiner  sur  le  maximum  et  le  minimum.  (3(3--7). 

Le  Mémoire  se  divise  on  trois  Parties.  Dans  la  première,  M.  Sturm  discute 
les  conséquences  que  Steiner  a  tirées  de  son  Théorème  fondamental  :  «  De 
toutes  les  figures  planes  qui  ont  le  même  périmètre,  c'est  le  cercle  qui  a  la 
plus  grande  aire  ».  Il  s'agit  surtout  de  discerner  si  les  propositions  sont  toutes 
générales  et  si  les  démonstrations  données  par  lui  sont  applicables  h  tous  les 
cas  possibles  des  figures.  Kn  particulier,  M.  Sturm  étudie  le  théorème  :  «  De 
toutes  les  lignes  de  longueur  donnée  qui  joignent  les  côtes  d'un  angle  donné, 
c'est  l'arc  de  cercle  décrit  autour  du  somiiirl  do  l'angle  comme  ccnti-e  (|ui  tcu- 
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ferme  avec  les  cùlés  la  plus  grande  aire  ».  Ce  théorème  ne  s'applique  plus  au  cas 
d'un  angle  convexe  où  M.  SUirm  découvre  un  autre  maximum.  La  pi'cmicrc 
Partie  se  termine  par  une  modification  simplifiée  de  la  démonstration  duc  à 
M.  Edler  pour  le  Théorème  fondamental  de  Steiner. 

Dans  la  deuxième  Partie,  M.  Sturm  aborde  la  question  relative  aux  poly- 
gones du  plus  petit  périmètre  inscrits  à  un  polygone  donné.  Steiner  a  traité  le 
cas  où  le  nombre  des  côtés  du  polygone  donné  est  impair;  ses  recherches  sur 
celui  où  ce  nombre  est  pair  se  bornent  au  cas  particulier  où  la  somme  des 
angles  pairs  (ou  impairs)  est  commensurable  avec  2-.  Cependant,  ses  résultats 
ne  peuvent  pas  toujours  servir.  Ainsi,  pour  un  triangle  donné,  le  triangle  qui 
a  ses  sommets  dans  les  pieds  des  trois  hauteurs  n'est  plus  le  triangle  inscrip- 
lible  du  plus  petit  périmè;re,  si  le  triangle  donné  est  obtusangic,  remarque 
(jue  Steiner  a  déjà  faite.  De  même,  pour  un  quadrilatère  inscriptible  à  une 
circonférence,  le  quadrilatère  (jui  a  ses  sommets  dans  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  l'intersection  des  diagonales  sur  les  quatre  côtés  (et  les 
(|uadrilatères  parallèles)  n'est  plus  le  quadrilatère  inscriptible  au  (luadrikitèi'c 
donné,  du  plus  petit  périmètre,  si  ce  dernier  ne  renferme  pas  le  centre  du 
cercle  circonscrit.  AL  Sturm  achève  de  rechercher  ces  cas  qui  ne  rentrent  pas 
dans  les  résultats  de  Steiner,  de  même  que  celui  du  quadrilatère  général  non 
traité  par  ce  géomètre. 

La  troisième  Partie,  qui  est  la  plus  courte,  donne  plusieurs  recherches  de 
petite  étendue  :  la  démonstration  géométrique  d'un  théorème  énoncé  par 
Steiner  sans  démonstration,  l'étude  de  la  plus  petite  et  de  la  plus  grande 
d'entre  les  droites  qui  partagent  en  deux  parties  égales  la  surface,  respective- 
ment le  périmètre  d'un  triangle,  enfin  la  recherche  de  la  droite  qui  passe  par 
un  point  donné  entre  les  côtés  d'un  angle  et  détermine  avec  eux  le  triangle  du 
plus  petit  périmètre. 

Sturm  (IL)  et  Lampe  {E.).  — Sur  le  minimum  de  la  surface 
d'un  quadrilatère  avec  quatre  côtés  donnés.  ('^8-80). 

Dans  le  Mémoire  que  nous  venons  d'analyser,  AL  Sturm  avait  énoncé  l'opi- 
nion que  la  limite  inférieure  pour  la  surface  d'un  polygone  commun  (dont  le 
périmètre  ne  se  coupe  nulle  part)  à  côtés  donnés  serait  difficile  à  trouver. 
Pendant  l'impression  du  travail,  AL  Lampe  a  informé  RL  Sturm  que  la  solution 
simple  et  complète  de  la  question  pour  le  quadrilatère,  découle  immédiatement 
du  principe  de  la  continuité  appliqué  aux  équations  de  condition,  et  que  la 
solution,  pour  les  polygones  généraux,  ne  présenterait  donc  pas,  selon  toute 
apparence,  un  plus  grand  intérêt  que  celle  pour  les  quadrilatères. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  les  groupes  des  caractéristiques  des  fonc- 
tions llièta.  (81-99). 

«  Parmi  les  fonctions  thêta  de  degré  />•  'à  p  variables  qui  se  multiplient  par 
les  mêmes  facteurs  exponentiels  lorsque  les  arguments  sont  augmentés  de  pé- 
riodes simultanées,  il  y  a  précisément  A?  ([ui  sont  linéairement  indépendantes, 
y  compris  celles  qui  ont  pour  périodes  déjà  la  A''''"°  partie  de  quel(|ucs-unes  des 
périodes  primitives.  Le  nombre  des  fonctions  linéairement  indépendantes  de 
celles-ci  est  inférieur  à  A?  et  devient  un  pour  les  fonctions  qui  sont  des  fonc- 
tions tlièta  de  premier  degré    à    plus  petites   périodes,  (jui  résultent  donc  des 
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fonctions  llièLa    de  premier   degré  à  périodes  données  par  une   Iransfornialion 
de  A''*"'  degré. 

»  Dans  ce  travail,  je  me  boi-ne  (§§  4-5)  à  considérer  des  fonctions  thêta  de 
deuxième  degré  dont  la  seconde  différentielle  logarithmique  reste  invariable 
lorsque  l'argument  est  augmente  de  certaines  demi-périodes.  Préalablement, 
j'étudie  (§§  1-3)  les  groupes  formés  par  les  caractéristiques  des  thêta.  Ces 
fonctions  servent  à  approfondir  l'intelligence  rigoureuse  des  formules  que 
MM.  Stahl  (t.  88  du  même  Journal),  Nother  (Math.  Ann.,  t.  XVI)  et  Prym 
(Untersuchiingen  iiber  die  liiemann'sclie  Thetaforincl.  Leipzig,  1882)  ont 
trouvées  par  des  voies  différentes.  » 

F robeilias  {G.).  —  Sur  les  fonctions  llièta  à  plusietirs  variables. 
(loo-i  22). 

Dénotons  le  système  des  p  variables  ç'C'),  v^'^\  . .  .,v(î)  d'une  fonction  thêta  par 
une  lettre  v,  le  système  des  demi-périodes  : 

ï  :^,  +  i  Sp  T.^vp,    1  [X,  -H  -1-  Sjj  T,^ V3,    . . . ,    I  -Ap  -h  1  i:^  t^jv^ 

par  une  lettre  H,  en  même  temps  la  caractéristique  appartenant  à  ce  système 
par  la  même  lettre  : 


R  = 

\  I^.  IJ-.   ■•     H-f 
On  aura  donc 

Soient  A,  B,  C,  ...  les  r"  caractéristiques  diiïércntcs,  où  /•  =  2?;  xa,  xr, 
xc,  ...  autant  de  paramètres;  a„,  ...,  m^-i)  ^o>  •••>  ^'r-i»  ^r  systèmes  indé- 
pendants de  variables.  Alors  le  déterminant  de  ;"■""  degré 

|2R^n2î[H](«„-hi'a)2r[R](M^-t.jj)|        (a,  ?  =  o,  i,  ...,/--i), 

où  R  parcourt  toutes  les  r^  caractéristiques,  se  décomposera  en  deux  facteurs, 
dont  l'un  ne  dépend  que  des  variables  u^  et  v^,  l'autre  des  variables  a7R.  Ce 
dernier  est  une  fonction  homogène  entière  à  nombi'cs  entiers  de  /'*"•'  degré 
des  r^  variables  x\\  et  dont  les  propriétés  sont  très  intimement  liées  à  celles 
des  caractéristiques.  La  recherche  de  celte  fonction  fait  l'objet  principal  du 
travail. 

Kônigsbergcr  (Léon).  —  Sur  l'irréductibilité  des  équations  dif- 
férentielles linéaires.  (i:>.3-i5i). 

D'après  une  définition  donnée  par  ^L  Frobenius,  une  équation  dilTércnticlle 
linéaire  homogène  s'appelle  irréductible  lorsqu'elle  n'a  aucune  intégrale  com- 
mune avec  une  équation  dilTércntiellc  linéaire  homogène  d'ordre  inférieur  et  à 
cocfficienls  de  même  nature.  La  définition  posée  plus  tard  par  M.  Kônigsbergcr 
pour  des  é(iualions  dilférontielles  algébriques  en  général  ne  la  désigne  comme 
irréductible  ([ue  lors(iu'elle  n'a  aucune  intégrale  commune  avec  une  équation 
dillércntielle  algébrique  d'ordre  inférieur  et  à  coefficients  de  même  nature. 
Actuellement,  M.  Kônigsbergcr  se  propose  de  décider  si  ces  conditions  peuvent 
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coïncider.  Après  avoir  fuit  quelques  observations  sur  les  méthodes  propres  à 
répondre  à  cette  question,  l'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  proposition, 
qui  se  tire  de  considérations  assez  simples  :  «  Si  une  équation  diiïércnliellc 
linéaire  homogène  d'ordre  m  a  une  intégrale  commune  avec  une  équation  diffé- 
rentielle algébrique  d'ordre  inférieur  qui  n'appartient  pas  déjà  à  une  équation 
différentielle  de  même  nature  et  d'ordre  encore  plus  petit,  l'intégrale  générale 
de  cette  équation  différentielle  algébrique  est  exprimable  par  m  intégrales  pai-- 
liculières  de  celle-là  sous  la  forme  homogène  et  linéaire 

Y  =  S,  Y,  +  S,  Y,  -+-...  H-  S,„  Y,,,, 

où  S,,  Sj,  ...,  S,„  dénotent  des  fonctions  d'autant  de  constantes  que  l'indique 
l'ordre  de  l'équation  différentielle,  dont  une  partie  peut  aussi  s'évanouir.  » 
Ce  théorème  i-améne  le  problème  à  celui  de  rechercher  les  propriétés  des  équa- 
tions différentielles  algébriques  pour  lesquelles  l'intégrale  générale  est  expri- 
mable par  un  certain  nombre  d'intégrales  particulières  sous  une  forme 
homogène  linéaire  à  coefficients  constants.  Or  il  faut  qu'une  telle  équation  dif- 
férentielle soit  linéaire  et  homogène.  On  arrive  donc  à  ce  résultat  :  «  Si  une 
équation  différentielle  homogène  et  linéaire  a  une  intégrale  commune  avec  une 
équation  différentielle  d'ordre  inférieur,  et  si  cette  intégrale  n'appartient  pas 
déjà  à  une  équation  différentielle  d'ordre  encore  plus  petit,  cette  équation  dif- 
férentielle sera  de  nouveau  homogène  et  linéaire,  ou  bien  il  existe  une  relation 
algébrique  entre  ses  intégrales  particulières  et  les  dérivées  de  celles-ci.  >> 

Boklen  (O.).  —  Sur  la  courbure  des  surfaces.  (102-1  81). 

Dans  ses  recherches  sur  la  vision  (Comptes  rendus,  t845),  Ch.  Sturm  élu- 
cida cette  théorie  en  remplaçant  par  un  conoïde  le  cône  des  rayons  lumineux 
qu'on  avait  considéré  jusque-là;  il  étudia  le  faisceau  infiniment  mince  des  nor- 
males d'une  surface  à  l'aide  des  coefficients  différentiels  de  premier  et  de 
deuxième  ordre.  Maintenant,  1\I.  Boklen  passe  à  ceux  du  troisième  ordre  et 
cclaircit,  par  ce  moyen,  quelques  questions  sur  la  courbure  des  surfaces  et  sur 
les  surfaces  osculatrices  de  second  ordre.  Il  trouve  ainsi  deux  certains  segments 
qu'il  nomme  segments  polaires  et  qui  servent  à  définir  la  première  série  prin- 
cipale des  ellipsoïdes  (ou  bien  des  surfaces  de  second  ordre)  qui  ont  un  contact 
de  troisième  ordre  avec  la  surface.  Enfin  il  gagne,  par  une  voie  purement  géo- 
métrique, des  explications  sur  les  effets  de  l'accommodation  de  l'œil,  explica- 
tions pour  lesquelles  la  forme  du  conoïde  n'est  plus  suffisante. 

§  1.  Introduction.  —  §  2.  Les  segments  polaires  des  lignes  sur  les  surfaces. 
—  §  3.  Les  rayons  de  courbure  des  développées  des  sections  de  surface.  —  §  4. 
Application  aux  surfaces  du  second  degré.  —  §  5.  Le  contact  de  troisième 
ordre.  —  §  G.  La  théorie  de  la  vision,  fondée  sur  la  considération  de  la  surface 
des  centres.  §  7.  —  Les  surfaces  réglées  des  normales  de  l'ellipsoïde.  —  §  8.  La 
théorie  de  la  vision,  fondée  sur  la  considération  des  faisceaux  infiniment  minces 
de  normales. 

Caspary  {F.).  —  Démonslralion  du  ihéorcmc  fondamental  de 
M.  Weierslrass  pour  la  fonction  sigma  de  plusieurs  arguments, 
tirée  des  relations  de  M.  Kroneckcr  pour  les  déterminants  mi- 
neurs de  svslèmes  svmélri([ues,  (182-184). 


7',  SECONDE   PARTIE. 

Tlioiné  (L.-fV.).  —  Sur  la  théorie  des  équalions  difl'érenllellcs 
linéaires.  (Résumé  des  Mémoires  de  rautcur  dans  les  tomes  74- 
95  du  Journal),  (i 85-28 1). 

IVI.  Tliomc  a  piihlié,  dans  les  tomes  74-95  du  Journal,  neuf  Mémoires  plus  ou 
moins  étendus  sur  la  théorie  des  équalions  différenlielies  liucaircs;  le  total 
compi-end  plus  de  cinq  cents  pages  distribuées  entre  neuf  volumes.  Le  dixième 
Mémoire  que  nous  avons  à  analyser  est  destiné  à  faciliter  l'étude  des  recherches 
dispersées  qui  ont  paru  pendant  un  intervalle  de  douze  ans.  Une  introduction 
rcmar([uable  révèle  en  détail  la  filiation  des  idées  qui  ont  présidé  à  la  théorie 
(ju'il  a  développée,  llcpréscnler  les  intégrales  dans  le  voisinage  des  points  sin- 
guliers et  trouver  la  continuation  de  ces  intégrales,  c'est  ce  qu'il  pose  comme 
problème  à  résoudre  dans  la  théorie  des  é(iuations  différentielles  linéaires  et 
homogènes  à  coefficients  rationnels.  Les  points  où  les  coefficients  deviennent 
infinis  sont  ceux  qui  se  nomment  singuliers  (dans  le  voisinage  de  a?  =  oc,  il 
faut  substituer  <-'  pour  x).  I^'intégration  de  l'équation  dill'érenlielle  pour  la 
série  hypergéométrique  sert  de  modèle. 

On  sait  que  la  forme  générale  des  intégrales,  dans  le  voisinage  des  points 
singuliers,  a  été  établie  par  M.  Fuchs  dans  un  travail  inséré  au  tome  G6  du 
même  Journal.  Mais  M.  Thomé  montre  que  le  procédé  employé  par  M.  Fuchs 
dans  la  démonstration  de  l'existence  de  cette  forme  générale  n'est  pas  égale- 
ment approprié  à  fournir  effectivement  la  représentation  :  car  on  a  affaire 
à  une  équation  dont  les  coefficients  s'expriment  par  des  séries  infinies,  et  il 
faut  décider  si  cette  équation  a  des  racines  multiples. 

I^es  équations  différentielles  traitées  par  M.  Thomé  sont  d'une  nature  que 
nous  allons  caractériser.  L'expression  intégrale 

\i.Jdx [jlJ'  X^Jdx [Ji2  *  \^ii ■  ■  •  /[-"-.T- 1  \^x  ^'-^ 

est  nommée  un  système  d'intégrales  élémentaires    normales,  lorstiuc  les  ([uan- 
tités  iJL  sont  de  la  forme 

c" ( a;  —  a)-- \  Ca (  j:  —  «  )\ 

0 

H 

OÙ    IV  est  égal    à  zéro    ou  à  ^  c_;i(x  —  a)-^.  Si   les   intégrales  d'un  système 

1 
d'intégrales  normales  (pour  a  =  i ,  2,  ...,  /,)  satisfont  à  une  é(iualion  différen- 
tielle linéaire  à  coefficients  rationnels,  les  constantes  dans  les  expressions  des  ;jl 
sont  liées  algébriquement  aux  constantes  dans  les  coefficients  rationnels  de 
l'équation  dilférentielle.  Il  faut  donc  d'abord  chercher  les  quantités  |x  et  puis 
représenter  les  intégrations  dans  le  système  d'intégrales  élémentaires  normales 
pour  parvenir  ainsi  à  la  forme  des  intégrales  dans  le  voisinage  des  points  sin- 
guliers. 

Le  Mémoire  se  divise  en  cinq  Sections.  Dans  la  première,  on  cherche  la  re- 
|)résentation  formelle  des  quantités  ja.  L'eflectuation  de  la  re|)résentation  exige 
des  recherches  de  convergence  dont  le  détail  se  trouve  plus  tard  dans  la  cin- 
quième Section.  Il  y  a  cependant  un  genre  général  d'é(|uations  diiïérenticlles 
(jù  ces  études  de  convergence  s'achèvent  tout  de  suite  à  l'aide  des  théorèmes 
généraux  de  convergence.  Ce  sont  les  éciuations  dilfércnlielles  traitées  dans  la 
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deuxiùinc  Section  et  dont  l'expression  ililTcrcnlielle  est  représentabic  par  un 
système  d'expressions  diirérenlielies  normales  :  f)n  peut  les  réduire  à  une  l'orme 
canonique.  La  troisième  Section  traite  la  représentation  des  intégrations  dans 
un  système  d'intégrales  élémentaires  normales.  Ce  qui  constitue  le  principe  de 
cette  représentation,  c'est  l'expression  des  fonctions  intégrales  par  des  inté- 
grales définies  où  l'on  a  introduit  de  nouvelles  variables  d'intégral  ion  multi- 
pliées par  X  —  a  et  où  les  fonctions  primitives  reviennent  sous  les  signes  d'in- 
tégrale. De  ces  expressions  découlent  la  représentation  des  intégrales  dans  le 
voisinage  des  points  singuliers  et  les  expressions  des  constantes  dans  la  conti- 
nuation des  intégrales.  Les  problèmes  d'Algèbre  inhérents  à  cette  théorie  se 
discutent  dans  la  quatrième  Section.  Pour  des  renseignements  plus  détaillés, 
l'auteur  renvoie  toujours  le  lecteur  aux  Mémoires  où  il  a  développé  plus  am- 
plement ses  idées.  Les  titres  des  vingt-six  articles  en  i-ésument  succinctement 
le  contenu  et  aident  ainsi  à  faire  rapidement  saisir  l'ensemble  du  matériel. 

Schrœter  (H.).  — ■  Constructions  linéaires  qui  servent  à  engen- 
drer la  surface  cubique.  (282-323). 

Jusqu'à  présent,  on  a  étudié  de  préférence  deux  constructions  linéaires  de  la 
surface  cubique,  à  savoir  la  génération  : 

1°  Par  trois  réseaux  de  plans  liés  par  la  relation  collinéaire; 
2"  Par  trois  faisceaux  de  plans  liés  par  la  relation  trilinéaire. 
Ces  deux  méthodes  sont  dues  à  Grassmann  [Die  stereometrischen  Gleichungen 
dritten  Grades  luid  die  dadiuch  erzeuglen  Oberjlàchen  (  Crelle  Journal, 
t.  49,  p.  47)])  '3  première  a  été  énoncée  par  ce  géomètre  directement  dans  la 
même  forme,  l'autre  se  tire  de  son  principe  de  multiplication  stéréométrique. 
Depuis,  on  les  a  choisies  pour  points  de  départ  quand  il  s'agissait  d'étudier  les 
propriétés  essentielles  de  la  surface  cubique,  en  particulier  de  rechercher  les 
vingt-sept  droites.  Le  Mémoire  cité  de  Grassmann  contient  encore  deux  autres 
modes  de  construction  pour  la  surface  cubique.  En  les  dégageant  de  la  forme 
particulière  qui  émane  du  principe  de  multiplication  stéréométrique  et  en  les 
transcrivant  dans  le  langage  usité  de  Géométrie,  on  parvient  à  ceitaines  con- 
structions nouvelles  et  très  simples  de  la  surface  cubique  qui  méritent  peut-être 
d'être  préférées  à  celles  qui  ont  été  en  usage.  Après  les  avoir  indiquées, 
M.  Schroeter  en  fait  couler  les  propriétés  les  plus  saillantes  des  surfaces  cu- 
biques. Contentons-nous  de  décrire  ces  méthodes  en  peu  de  mots. 

3°  Choisissons  deux  droites  a^a^  de  l'espace,  non  situées  dans  le  même  plan, 
comme  axes  de  deux  faisceaux  de  plans;  de  plus,  un  point  quelconque  0 
comme  centre  d'un  réseau  de  plans;  soient  enfin  b^b^  deux  droites  de  l'espace 
qui  ne  se  rencontrent  pas.  Un  plan  variable  \  passant  par  O  coupe  les  droites 
(ixes  Z»,6j  en  (|6,  )  =  r,,  (^%b.^)  =  r,.  Menons  deux  plans  par  a,  et  ï,,  a^  et  ï^  ; 
les  trois  plans  [a,rj,  [a,£j,  \  ont  un  point  r  commun  :  le  point  i  décrira  la 
surface  cubique  F(').  Cette  construction  peut  aussi  être  envisagée  comme  géné- 
ration par  un  système  de  rayons  et  un  réseau  de  plans  dont  les  éléments  ont 
été  mis  en  relation. 

4°  Soient  ;^,  :v,  deux   points,  «.,  une  droite;  p.P^   deux  plans,  b^  une  droite: 

fl  un   point.  Un   plan  variable  \  passant   par  fl   rencontrera  les  plans  p,,  [jj  en 

deux  droites  x^,  x^,  la  droite  b^  au  point  r^.  Le  point  d'inlciscclion  des  plans 

[^,j;J,  [A^.rJ,  [«ji,]  décrira  la  surface  cubique  F'*. 

5"  Soient  a  ,  a  ,  a    trois  droites  dont  aucune  ne  rencontre  les  autres;   a,,  a,,  a. 


76  SliCONDE    l'AUTIK. 

trois  plans  quelconques,  0  un  point.  Un  rayon  variable  x  passant  par  0  ren- 
contrera les  trois  plans  respectifs  en  r, r, s^.  Le  point  d'intersection  des  trois 
plans  [rt,ï,],  [«,rj,  [«3I3]  décrira  la  surface  cubique  F^-). 

6°  Soient  ci^,a^  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan,  p  un  point;  a,, 
a^  deux  plans,  Q  un  point.  Un  rayon  variable  x  passant  par  0  coupera  a,a^  en 
r,!,  et  déterminera  un  plan  [.rp].  Les  trois  plans  [a,r,],  [«,rj,  [x\i]  auront 
un  point  commun  :  c'est  celui  qui  décrira  la  surface  cubique  F('J. 

Caspary  (F.).  —  Conliibiition  à  la  ihéorlc  des  ("onctions   thêta. 
(324-326). 

Dans  les  Sitzungsberichte  de  l'Académie  de  Berlin  (1882,  p.  5o6),  AL  Weier- 
strass  a  établi  un  théorème  fondamental  pour  la  fonction  a;  en  même  temps, 
il  a  observé  qu'on  pourrait  tirer  une  démonstration,  pour  ce  théorème,  d'un 
déterminant  pfaflicn  qui  s'annule.  Ce  déterminant  se  trouve  être  un  cas  spécial 
d'un  autre  plus  général  qui  s'évanouit  aussi  idenli(|ucment.  De  là,  M.  Caspary 
obtient  une  proposition  analogue  à  celle  de  M.  Weierstrass. 

Perott  (Joseph).  —   Sur  la  formation  des  déterminants  irrégu- 
liers. (327-347). 

Dans  son  premier  Mémoire  (t.  XCV,  p.  23:>  )  sur  le  même  sujet,  M.  Perott 
avait  donné  une  méthode  pour  former  des  déterminants  ayant  pour  exposants 
d'irrégularités  (voir  Gauss,  Disq.  aiitJun.,  art.  200)  des  multiples  d'un  nombre 
premier  p  donné  à  l'avance.  Cci)cndant,  l'existence  de  ces  déterminanis  n'était 
pas  évidente  pour  une  valeur  quelconque  de  p.  Le  second  I^lémoire  fournit  les 
moyens  pour  en  démontrer  l'existence,  si  les  déterminants  sont  ])ositifs  et  non 
carrés.  Soient  f,,   a,  les  nombres  qui    constituent    la    plus   petite  solution  de 

t'  —  piC  =  I  ;  posons  (<,  +  «<,  V'/')''  =  '^  -(-  '-^V  /■'•  Soient  </,  le  plus  petit  diviseur 
premier  de  u  qui  ne  divise  pas  ■2pt^u„  q^  le  plus  petit  diviseur  premier  de  x 
([ui  ne  divise  pas  "^.pt^u^,  /;'  la  plus  haute  puissance  de  p  contenue  dans  m,; 
alors  le  déterminant  A  =  J>"^^q\q\  a  un  exposant  d'irrégularité  qui  contient/? 
comme  facteur. 

Kroixecker  {L.).  —    Démonstration  de  la    loi   de  réciprocité  j)Oiir 
les  restes  quadraliques.  (3/|8). 

lîxtrait  d'un  Mémoire  inséré  aux  Sitzungsberichte  de  l'Académie  de  lîerlin, 
88 

V..   Lampe. 
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NOUVELLES  ANNALES   de   Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et 
Ch.  Brisse  (').  —  3"  série. 

TomeV;  1886,  i*""  semestre. 

Maleyx  {L.).  —  ]Méthode  élémentaire  pour  calculer  le  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre.  (5-3o). 

Cette  élude  est  extraite  d'un  travail  plus  étendu  sur  le  même  sujet,  que 
l'auteur  se  propose  de  publier,  ultérieurement.  Il  reprend,  en  la  perfectionnant, 
la  méthode  inventée  par  Archimède,  laquelle  diiïère  à  la  fois  de  celle  des  péri- 
mètres et  de  celle  des  isopérimètres.  Incidemment  on  rencontre,  dans  l'article 
de  M.  Maleyx,  des  considérations  très  intéressantes  sur  des  procédés  d'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  par  approximation.  Nous  n'oserions  pas  affirmer  tou- 
tefois que  la  méthode  proposée  conduise  pratiquement  à  des  calculs  plus  simples 
et  faciles  que  les  procédés  habituellement  enseignés.  D'ailleurs,  le  mérite  de 
ces  recherches  ne  saurait  être  que  théorique,  les  moyens  actuels  de  calculer  t. 
par  les  séries  étant  incomparablement  supérieurs  en  rapidité.  L'article  se  ter- 
mine par  un  examen  minutieux  des  limites  de  l'erreur  commise. 

Benoit.  —  Note  sur  la  décomposition  d'une  forme  quadratique  à 
m  variables  en  une  somme  de  m  —  n  carrés.  (3o-36). 

Les  équations  de  condition  pour  que  cette  décomposition  soit  possible  ne 
sont  pas  distinctes.  L'auteur  cherche  quelles  sont  celles  de  ces  équations  dont 
les  autres  sont  des  conséquences,  et  termine  par  certaines  applications  à  des 
exemples  du  second  degré,  à  deux  et  quatre  variables. 

Gomes  Teixeira  {F).  —   Sur  une  formule  d'Analyse.  (Sô-Sg). 
Celte  formule  donne  le  rapport  des  expressions 

calculées  pour  deux  fonctions  /  et  F  cl  pour  deux  valeurs  différentes  de  /. 

Foiivel  (G.).  —   Sur  une  généralisation   de  la  quadralrice.  (39- 
43). 

Étude  des  courbes  ayant  pour  équation  polaire  p  ~  a  — -. et  dont  la  qua- 

dratricc  est  un  cas  particulier  répondant  à  a  =  o.  Les  analogies  entre  la  courbe 
généralisée  et  la  quadralrice  sont  intéressantes,  et  l'auteur  les  fait  ressortir. 

Cesaro  {E.).  —  Le  déterminant  de  Smith  et  Mansion.  (44-47)- 

Ce  déterminant  dérive  de  fonctions  numériques  et  les  considérations  de 
M.  Cesaro  conduisent  à  des  conséquences  arilluaologiques  très  curieuses. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XI^,  p.  .30. 


78  SECONDE   PARTIE. 

CoRRESPOJVDANCF,.  —  E\lrait  d'une  Lellrc  de  M.  le  D''  Louis  Saal- 
schiitz  :  Sur  une  identité  trigonométrique  étudiée  par  MM.  Iler- 
mite  et  Glaisher,  d'oi!i  résulte  une  relation  nouvelle.  (47-52). 

lîiDLiocKAPHiE.  —  ./.  Kœlilcv :  Exercices  de  Géométrie  analytique 
et  de  Géométrie  supérieure,  questions  et  solutions;  l""^  Partie, 
Géométrie  plane,  in-8'%  vi-347  p.,  i88();  Compte  rendu,  par 
M.  Maurice  d'Ocagne.  —  Jules  Tannerv  :  Introduction  à  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable,  in-8",  1886;  extrait  de  la 
Préface.   (53-6i). 

Publications  récentes.  —  (61-64). 

Cesaro  (^.)-  —  Sur  les  lignes  de  poursuite.  (65-83). 

L'étude  de  M.  Cesaro  tire  son  origine  des  traces  grapliiqucs  relatifs  à  la  con- 
struction des  voûtes.  Un  point  M  décrivant  une  trajectoire  et  (j  étant  une  fonc- 
tion de  l'arc  *,  on  applique  en  chaque  point  M  une  masse  q  ds;  M„  étant  le 
centre  de  gravité  de  ces  masses  le  long  de  l'arc  AM,  la  courbe  (M„)  est  une 
ligne  de  poursuite  d'une  espèce  particulière  :  c'est  cette  ligne  qu'étudie  M.  Ce- 
saro, et  dont  il  établit  de  nonii)rcuses  et  intéressantes  propriétés. 

Jaggi  {E.).  —  Sur  les  équations  difi'érentielles  linéaires  sans 
second  membre.  (83-85). 

Méthode  pour  former  l'équation  aux  produits  deux  à  i\c\\\  dos  intégrales. 

Jaggi  (E.).  — ■  Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (86-88). 

Méthode  pour  former  ré(|uation  (|ui  admet  pour  intégrale  la  fonction 

U  =:    = • 

lie  p  -h  II  intégrales  d'une  équation  diirércntiellc  linéaire  sans  second  membre. 

/)'Ocagne  [M.).  —  Sur  l'enveloppe  de  certaines  droites  variables. 
(«8-97)- 

Suite  d'une  étude  publiée  antérieurement  dans  le  même  Hecueil  en  i8S3 
(3'  série,  t.  II,  p.  252).  Nous  ne  nous  lasscro;is  pas  d'cx|)rimer  le  regret  que 
des  Mémoires  paraissent  ainsi  en  fragments  séparés  par  de  si  longs  intervalles 
de  temps. 

D'Ocagne  (J/. ).  —  Sur  le  cercle  orllioptiquc.  (97-106). 

On  appelle  ainsi  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une 
c()ni(|ue.  M.  d'Ocagne  établit  un  certain  nombre  de  ihéorèmes  fort  inlcres- 
sanls,  exprimant  (l(>s  pri>prir'l(''S  <\c  cv  ccrc\o. 
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Ccsaro  (fi-)-  —  Sur  Ja  série  de  Lambert.  (106-109). 

Évalualion  approxiiiialivc  de  la  somme  des  n  premiers  termes  de  celle  série  : 

a;  X- 

.1  —  X         1  —  x^ 

BrBLioGiiAPHiE.  —  F .  l.  C .  :  Exercices  de  Géométrie  descriptive, 
2°  édition,  gr.  in-i8,  1884.  —  F.  I.  C.  :  Eléments  de  Géomé- 
trie, 5^  édition,  gr.  in-i8,  i885.  —  Despeyrous  :  Cours  de  Mé- 
canique, avec  Notes  de  M.  G.  Darboux,  -z  vol.  gr.  in-8'',  x-458 
et  616  p.  ;  1884-188G.  (109-1 1 1). 

Publications  récejvtes.  —  (i  1  i-i  i  >.). 

Realis  (S.).  —  Développements  nouveaux  sur  quelques  propo- 
sitions de  Fermât,  (i  i3-i  22  ). 

Les  propositions  en  question  sont  les  suivantes  : 

«  1°  Si/?,  compris  dans  la  forme  8(7  +  1,  est  premier  ou  composé  de  facteurs 
pi'cmiers  de  la  même  forme,  p  est  la  somme  d'un  carre  et  d'un  double  carré; 
,!°  tout  nombre  premier  de  la  forme  8^  +  3  est  la  soinme  d'un  carré  et  d'un 
double  carré;  3°  si  p,  de  la  forme  6q  +'>  est  premier  ou  composé  de  facteurs 
premiers  de  la  môme  forme, />  est  la  somme  d'un  carré  etdun  triple  carré.  » 

M.  Realis  en  déduit  des  conséquences  analogues  inléressantes,  particulière- 
ment sur  les  nombres  triangulaires. 

Lemoine  {E.).  —  Note  sur  le  cercle  des  neuf  points.  (122-1 2-). 

Etude  de  certaines  propriétés  établies  simplement  par  la  considération  des 
points  associés.  Voir,  sur  le  même  sujet,  Association  française  pour  l'avan- 
cement des  Sciences,  Congrès  de  Rouen,  p.  i2(3,  i883;  Congrès  de  Blois,  p.  ^g, 
188^,  et  Nouv.  Ann.,  p.  220,  i883. 

Cesaio  {E.).  —  Sur  l'emploi  des  coordonnées  intrinsèques  (12^- 

^^^>.). 

La  position  d'un  point  M  d'une  courbe  de  l'espace  peut  ôlrc  définie  par  l'arc 
s  =  AM  et  les  rayons  de  courbure  p  et  /•.  C'est  là  ce  que  M.  Cesaro  appelle  les 
coordonnées  intrinsèques.  Tl  s'attache  à  montrer  que,  par  l'emploi  de  ces  coor- 
données, on  peut  passer  de  l'étude  des  faits  inhérents  à  la  courbe  à  celle  des 
faits  extérieurs,  et  faire  intervenir  les  coordonnées  ordinaires  ou  extrinsèques. 
Plusieurs  exemples  touchant  les  lignes  sphériques,  et  la  loxodromic  en  parti- 
culier, complètent  cette  étude,  qui  ouvre,  à  notre  avis,  une  voie  nouvelle  et  fé- 
conde à  l'élude  des  lignes  et  des  surfaces. 

Du  Chalenel  (M.).    —  Sur  la  représentation  des  figures  tracées 
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sur  une  surface.  Applicalions  aux  caries  de  Géographie.  (142- 

i55). 

L'auteur  étudie  la  transformation  cVunc  figure  située  sur  une  surface  en  une 
autre  figure,  située  sur  une  autre  surface,  en  s'imposant  la  condition  que  toute 
famille  de  courbes  de  la  première  surface  définie  par  une  équation  linéaire  entre 
deux  fonctions  de  ses  coordonnées  se  transforme  en  une  famille  l'eprésentée  par 
une  équation  linéaire  entre  les  coordonnées,  sur  la  deuxième  surface.  L'analyse 
à  laquelle  le  conduit  cette  question  lui  permet  de  formuler  des  conclusions 
applicables  au  cas  des  projections  géographiques. 

Godefroy  (/?•)•   —   '^^'^  ^^  système  d'une  conique  et  d'un  cercle. 

(i  55-1 58). 

Propriété  permettant  d'établir  la  théorie  du  cercle  osculateur. 

Un  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique.  —  Condition  pour 
que  quatre  droites  soient  les  génératrices  d'un  même  système 
d'un  hyperboloïde.  (i  58- 160). 

Méthode  assez  simple,  fondée  sur  l'emploi  des  délerminanls. 

Nécrologie.  —  Annonce  (\o  la  mort  de  M.  Moret-Blanc,  décédé  le 
9.0  mars  1886.  (160). 

Publications  récentes.  —  (160). 

Resal  {IL).  —  Note  sur  la  balance  de  Roberval.  (i6i-i63). 

Extrait  du  Cours  de  Mécanique  de  l'auteur.  Théorie  rigoureuse  de  lu 
balancede  Roberval,  indépendante  de  la  considération  des  couples. 

Picquet  (//•)•  —  Construction  des  points  doubles  de  la  projec- 
tion de  la  courbe  d'intersection  de  deux  cônes  ou  cylindres  du 
second  degré.   Considérations  sur  le  théorème  de  Desargues. 

(i  63-1 68). 

Cette  construction  élémentaire,  c'est-à-dire  n'exigeant  que  la  règle  et  le 
compas,  est  fondée  sur  le  théorème  de  Desargues,  généralisé  par  Slurm.  L'au- 
teur y  ajoute  une  démonstration  simple  de  ce  théorème  de  Desargues. 

Du  Chalcnet  {M.).  —  Dctcrminalion  des  systèmes  de  cartes 
de  géographie  dans  lesquels  tous  les  cercles  de  la  sphère  sont 
représentés  par  des  cercles.  (i()8-i-()). 

La  conclusion  csl  (|uc  la  iirojeclion  slérci)graiilii(|uc  seule  jouit  de  cette  pro- 
priété. 
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De  Sainl-Gennain.  -^  Sur  la  détermination  géométrique  des 
brachistochrones.  (i^--i85). 

L'auteur,  pour  le  cas  où  il  n'existe  pas  de  l'csistanrcs  passives,  se  propose 
d'établir  géométriquement  certaines  propriétés  de  la  courbe,  et  de  la  déter- 
miner tout  entière  dans  un  cas  assez  étendu  où  elle  n'est  pas  plane. 

Lac  de  Bosredon  (F.).  —  Etude  sur  les  sections  planes  des  sur- 
faces. Théorie  nouvelle  des  plans  cycliques  et  des  ombilics. 
(i86-rioo,  ai4-'i'23). 

L'auteur  s'attache  à  obtenir  l'équation  de  la  section  plane  d'une  surface,  dans 
son  plan  même,  problème  d'une  grande  utilité,  que  les  méthodes  ordinaires  résol- 
vent d'une  façon  insuffisante.  Cela  le  conduit  facilement  à  la  détermination  des 
plans  C3'cliques  et  des  ombilics,  pour  les  surfaces  du  second  ordre,  qu'il  étudie 
en  considérant  successivement  l'ellipsoïde,  les  hyperboloïdes  à  une  nappe  et  à 
deux  nappes,  le  paraboloïde  ellipliciue,  le  paraboloïde  hyperbolique,  le  cône 
oblique  à  base  circulaire. 

L'étude  en  question  se  termine  par  ce  problème  : 

«  Trouver  le  lieu  des  droites  d'intersection  de  deux  plans  rectangulaires 
menés  par  deux  droites  données.» 

Savin  Rkalis.  —  Notice  nécrologique,  par  M.  E.  Catalan,  sur 
S.  Realis,  décédé  à  Turin,  le  9  février  1886.  (20o-2o3). 

Publications   kécentes.  —  (204-208). 

Cesaio  (/i-)-  —  Sur  la  dislribution  mutuelle  des  nombres  poly- 
gones (solution  de  la  question  1470).  (209-213). 

L'auteur  démontre  qu'entre  deux  carrés  consécutifs  il  y  a  un  triangulaire 
au  moins  et  deux  au  plus;  que  deux  carrés  de  même  parité,  consécutifs,  com- 
prennent entre  eux  deux  ou  trois  triangulaires,  et  il  établit  en  outre  sur  les 
probabilités  certaines  propriétés  d'une  extrême  originalité;  par  exemple,  il  y  a 
environ  quatre-vingt-dix-sept  à  parier  contre  cinquante-six  qu'un  nombre  est 
triangulaire  plutôt  que  pentagonal. 

Ilofinanii  [Fritz).  —  Sur  la  marche  du  cavalier.  (224-220). 

Celte  marche  ne  peut  se  fermer  sur  un  échiquier  d"iin  nombre  impair  de 
cases.  L'auteur  le  démontre  [)ar  un  ingénieux  emploi  des  notations  imaginaires. 

Desboves.  —  Application  des  formules  générales  qui  donnent  la 
solution  complète,  en  nombres  entiers,  de  Téqualion  homogène 
du  second  degré  contenant  un  nombre  quelconque  d'inconnues. 
(226-233). 

niill.  des  Sciences  matliein.,  T  série,  I.  \I.  (Avril  1887.)  M.  7 
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L'auleiir  éliulie  successivement  les  équations 

X^  -H  V^  =  c  7J,    a  \'  -\-  b  \'  -h  cl  \Y  =  c  Z%     X  +  Y^  -H  7j  U^ 

et,  en  général, 

X^H- Y^-!-...=  (a=-t-  ?^-^...)U'. 

/>i^  CJiatenet  {M.).  —  Sur  les  courbes  dans  lesquelles  la  projec- 
tion du  rajon  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  est  avec  lui 
dans  un  rapport  constant.  (233-2?)-). 

L'équation  générale  de  ces  courbes  est  r"'-'  =  a'"-' cos(m  — 1)0),  m  reprc- 
scntaut  le  rapport  constant  donné.    Pour  m  =  2,  on  trouve  la  circontérence; 

pour  m  —  3,  la  Icmniscate  de  Bcrnoulli  :  pour  m  =  - .  la  parabole  ;  pour  m  —  -■, 

une  épicycloïde;  pour  ;n  =  —  i,  une  hyjjcrbolc  équilalère. 

Godefroy  (/?•)•  —  Sur  les  centres  de  courbure  de  l'ellipse  et  de 
la  parabole.  {'>.?)--'2^o). 

Utilisation  d'une  propriété  de  la  normale  à  l'ellipse;  extension  à  la  parabole. 
Les  constructions  indiquées  et  les  principes  sur  lesquels  elles  reposent  sont 
d'une  extrême  élégance. 

Concours  géinéual  de  1884.  —  Énoncés  des  compositions  :  Ma- 
thématiques élémentaires,  Philosophie,  Seconde.  (245-247)- 

ÉcoLK  WA.VALK  (Concours  de  i885).  —  Énoncés  des  compositions  : 
Arithmétique,  Algèbre,  Trigonométrie,  Géomélrie,  Géométrie 
descriptive.  (247-249)' 

École  spéciale  militaire  (Concours  de  i885).  —  Énoncés  des 
compositions  :  Mathématiques,  Calcul  trigonométrique,  Géo- 
métrie descriptive.  (250-20 1). 

École  Foiu:sTii:uE  (Concours  de  i885).  —  Enoncés  des  composi- 
tions :  Mathématiques,  Trigonométrie  et  Calcul  logarithmique. 

(251-202). 

EwSEIGIVEMEiNT     SECOIVnAIRE     DES     JEUNES     FILLES.     —      Enoncés     dcs 

compositions  mathématiques  :  Certificat  d'aptitude,  Agrégation. 

(252-253). 

Concours  général  de   i885.  —  Énoncés  des  compositions  :  Ma- 
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théinaliques  spéciales,  Mathématiques  élémentaires,  Philoso- 
phie, Troisième.  (253-255). 

Ecole  des  mineurs  de  Saint-Etienive  (Concours  de  i885).  — 
Énoncés  des  compositions  :  Mathématiques  (Admissibilité,  Ad- 
mission), Calcul  trigonométrique,  Mathématiques  (session  sup- 
plémentaire). (255-256). 

Concours  pour  les  bourses  de  licence  (Paris,  i885).  —  Enoncés 
des  compositions.  (256). 

D'Ocagne  {M.).  —  Sur  l'algorithme  [«^c.../]^"'.  (257-2-2). 

L'auteur  représente  par  celte  notation  le  résultat  de  la  substitution  de  l'unité 
aux  coefficients  numériques  dans  le  développement  de  (a  4- 6  +  c +. . .+ /)". 
11  en  déduit  des  règles  de  calcul  applicables  à  cet  algorithme,  et  un  grand 
nombre  de  formules,  parmi  lesquelles  nous  signalerons  la  suivante  : 

[-!(,,)](«)  =  (n  +  i)(ra  +  2)...(/t  +  /?— i)  _ 
1.2. ..(/>  —  i) 

A  rapprocher  d'articles  précédents  du  même  auteur  {Nouv.  Aim.,  3=  série,  t.  II, 
p.  280,  et  3°  série,  t.  III,  p.  65)  et  d'un  travail  de  M.  Cesaro  {Nouv.  Ann., 
S'  série,  t.  IV,  p.  67). 

Godefroy  (/?.)•  —  Théorèmes  sur  les  rayons  de  courbure  d'une 
classe  de  courbes  géométriques.  (272-2-9). 

Les  courbes  étudiées  par  M.  Godefroy  sont  les  ellipses  et  paraboles  d'ordre 
quelconque  Aa7"'+  By'"  =  C,  j""  =  Kx'\  Il  en  fait  application  aux  développées 
d'ellipse  et  de  parabole. 

Ilofniann  (Fritz).    —   Une  application  élémentaire  du  théorème 

d'Abel.  (279-283). 

Démonstration  de  la  formule  donnant  cos(A+  B). 
Picquet  { JL).  —  Rectification.  (284-286). 

Reconnaissance  de  priorité  en  faveur  de  M.  Lefèvre,  au  sujet  de  la  construc- 
tion des  points  doubles  de  l'intersection  de  deux  cônes  du  second  degré  {voir 
ci-dessus  ). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  navale  en  i885.  —  Énoncés  des 
compositions  :  Mathématiques,  Lavis,  Géométrie  descriptive, 
Trigonométrie.  (286-287). 

Concours    d'admission    a    l'Ecole    Polytkchnique   en    i885.    — 
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Enoncés  des  compositions  données  à  quelques  élèves  qui  n'oni 
nu  composer  que  plus  tard  :  Mathématiques,  Géométrie  des- 
criptive. (288-289). 

Agrégation  di:s  Sciences  mathématiques  (Concours  de  j885).  — 
Énoncés  des  compositions.  Admissibilité  :  Mathématiques  spé- 
ciales, Mathématiques  élémentaires;  sujet  de  Licence  (théorie, 
application).  Epreuves  définitives  :  Composition  d'Analvse  et 
de  Mécanique,  Epure,  Calcul.  (289-292). 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  en  i885  (Deuxième 
session).  —  Énoncés  des  compositions  :  Géométrie  analj'tique, 
Triangle,  Épure,  Physique,  Chimie.  (292-294). 

D'Ocagne  {M.).  —  Théorème  sur  les  courbes  algébriques  et  le 
cercle.  (295-298). 

Le  centre  de  gravité  des  points  d'intersection  d'une  couri)e  algébrique  de 
degré  quelconque  donnée,  et  d'un  cercle  de  centre  fixe  et  de  rayon  variable, 
est  un  point  fixe. 

PnoBLiiME.  —  (299). 

Quatre  énoncés,  relatifs  aux  cylindres  du  second  degré  passant  par  les  six 
sommets  d'un  octaèdre  régulier. 

Correspondance.  —  M.  d'Ocagne  :  Sur  les  lignes  de  poursuite; 
réclamation  de  priorité.  —  F.  Diimont  :  Il  y  a  lieu  d'attribuer 
à  Chasles  le  système  de  coordonnées  dit  de  Schwering.  (3oo- 
3oi). 

Bibliographie.  —  B.  Boncompagni  :  Sur  l'histoire  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques  de  M.  Maximilicn  Marie;  Note  de 
M.  Marie.  (3oi-3o3). 

(^)UESTI0NS    PROPOSÉES.  1561-1562.    (303-304).  A.     L. 


RKVUE  DES  PUBLICATIONS. 


SITZUNGSBEIUCHTE  der   KiJMGLicii  i'hkussisciien  Akvde.mie  di:h  Wissen- 

SCHAFTEN    ZU   BeRLIN   (' j. 

Premier  semestre;  i88'2. 

Helmholtz  {H.  v.).  —  Sur  la  thermodynamique  des  phénomènes 
chimiques.  (22-39). 

Oberbeck  (A.).   —  Sur  les  dilFérences  de  phases  des  vibrations 
électriques.  (i25-i3i). 

Weierstrnss.    — ■  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.   (443- 
45i). 

1.  Dans  la  premièi'e  Partie  de  celte  Note,  M.  Weierstrass  montre  comment  on 
obtient  des  relations  entre  les  fonctions  :r(«|w,  oi'),  r,  (  j<|(jj,  co'),  a'j(  u|  oj,  0/), 
Cj(m|w,  w')  et  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  à  w,  oj,  oi'.  Inutile  de  rap- 
peler encore  une  fois  ce  (jue  sont  les  fonctions  «r  et  p  de  M.  Weierstrass.  Le 
recueil  de  formules  publié  par  IM.  Schwarz  et  le  récent  Ouvrage  de  M.  Halphen 
sont  dans  toutes  les  mains. 

Ne  considérons  d'abord  que  la  fonction  cr  (»  |o),  0/)  ;  sa  seconde  dérivée  loga- 
rithmique, changée,  de  signe,  est  j^iu;  g..-,  g,^)  et  l'on  a  l'équation  différentielle 

et,  par  suite, 

^  au'  a 

Désignons  par  d'V  la  différentielle  d'une  quantité  quelconque  F,  prise  par 
rapport  à  w  et  u>\  et  par  rf,,  cl,  des  quantités  déterminées  par  les  deux  égalités 

^fg,  =  —  -^\g2<^^,—  ^?A.^ 

ce  (jui  est  possible  parce  que  l'invariant 

est  supposé  différent  de  zéro. 

(')  Les  Comptes  rendus  mensuels  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Berlin  ont  cessé  de  paraître  à  la  fin  de  l'année  1881.  Ils  ont  été  remplacés  par 
des  Comptes  rendus  de  chaque  séance,  publiés  sous  le  titre  de  Sitzungsberichte. 
Ces  Sitzungsberichte  comprennent  des  Mémoires  scientifiques  ([ui  sont  publiés  à 
part  sons  le  titre  :  Mathematische  iind  nalunvisseiischoflliche  Miltlieilungen 
ans  cien  Sitzungsberichteii  der  K.  P.  Akademie  der  Wissenschaflen  zit 
fier  lin. 
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(Jii  déduil  de  l'égalité  (i)  celle  autre  égalité 


/     àp  \  ,       /dp  ()  logr  ,       I      \  , 


qui  se  Iransfurmc  aisérneiil  en 


■  \     il  z'  Il  dr   .       / 1    à-r        i  ,  \  #  1 


d'où  l'on  lire,  en  observant  ([ue  chacun  des  termes  de  la  quantité  entre  crocliels. 
et  par  suite  la  ([uantité  entre  crochets  elle-même,  est  une  fonction  paire  de  «, 

(  2  )  3  cl  J-  +  ■>  M  ^  f/,  +  (   -4    -1-  —  s,  It'  ="  )  (f.  =  C  -, 

'  Ou  \()u-        li^  J    - 

où  C  est  une  constante  par  rapport  à  u.  En  comparant  les  premiers  termes  des 
développements  en  série  des  deux,  membres,  on  voit  que  C  =  arf,. 

Suit  le  calcul  des  quantités  c/,  et  d..  De   l'éciuation  précédente  on  déduit  si- 
multanément les  relations   • 

(fo)  —  'r^d^  H-  o)(/|, 
dot'  =  r^' d,-\-  (i>V/,, 

dr^  =r g^^  w  d^  —  f.  (/, , 

dr!  = 2  w'  f/  —  'fJ  d\ 

'  (2  *-  ■■  ' 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  relation  foiulaimutale 


ou  obtient  immédialeniout  rf,,  (/^,  et  puis  dr,,  dr,' ,  eu  fonction  linéaire  et  ho- 
mogène de  rfoj  et  doi'.  Les  équations  qui  détinissent  (/,  et  d^  nous  donnent 
aussi  maintenant  par  une  simple  substitution  dg^  et  dg,  en  fonction  linéaire  et 
homogène  de  rfw  et  rfo/. 

L'é(|uation  (  :>  )  et  les  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  cAo  et  r/io'  trouvées 
pour  rf,,  c/^,  c/t,,  rfri',  dg^^  dg^  nous  montrent  que  toute  dérivée  partielle  de  r 
par  rapport  à  w  et  to'  peut  être  mise  sous  la  forme 

,.  <)r       ,.  ô'r 

K,r-f-  l',--  4-  1-,   ,-;  4-..., 

'  (lit  '  Ou' 

où  F„,  F,,  F^,  ...  désignent  des  fonctions  entières  des  quantités  w,  w',  t,,  t,',  g^, 
g,  et  u. 

Rappelons,  d'autre  part,  que  la  fonction  y  peut  être  développée  en  une  série 
entière  par  rapport  à  u,  g.^,  g,,  partout  convergente.  Si  donc  nous  considérons 
r  connue  une  fonction  de  u,  g^,  g,,  l'éiiuation  (■>)  et  les  relations 

"'^        I.     i;  '  '   '  -.tG 

((|ui'  tiou>  (lédiiisous   ^iniplcuicnl  de-,   fomlioii^  linéaires  et    homngèno  do   dut. 
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rfto'  trouvées  plus  haut  pour  rf,,  cl,,  clg,^  clg^^  en  éliminant  c/to,  c/to')  nous 
montrent  que  chaque  dérivée  partielle  de  ?  par  rapport  à  g.^  et  g^  peut  être 
mise  sous  la  forme 

où  chaque  G;,  est  une  fonction  entière  de  u^  g,,  g^^  divisée  par  une  puissance 
de  l'invariant  G. 

M.  Weierstrass  parvient,  non  seulement  aux  développements  précédents,  mais 
encore  à  des  développements  semblables  pour  les  dérivées  partielles  des  trois 
fonctions  c-^(>»  =  i,  2,  3),  prises  par  rapport  à  w  et  0/,  ainsi  que  pour  les  déi'i- 
vées  partielles  des  r-^  par  i-apport  à  e-,  et  s-,,  où  e,,  e^,  e,  sont  les  racines  de 
l'équation 

4e'— S'.e- 5-3=0 
et 

s,=  (e,  — ej(e,— e,),        s  =  (e,— e,)  (e^— ej,        £3=  (e,— p,)  (^3— ej. 

2.  La  seconde  Partie  de  cette  Note  est  consacrée  au  calcul  des  coefficients  des 
fonctions  j",  <?,,  r^,  ^^.  Bornons-nous  ici  de  nouveau  à  la  fonction  ?. 
En  mettant  cl'  T  sous  la  forme 

on  remplaçant  dans  l'équation  (  2  )  et  en  observant  que  les  quantités  rf,  et  cl^, 
considérées  comme  fonctions  de  clg,^  clg^,  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre,  on 
obtient  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles 


(A) 

dr 

■'  .0  àr 

■i-'-âg. 

(B) 

dr 

u 

ou 

1-^- 

'""'^S. 

«-I 

Si  l'on  pose 

-=      2^      »;.,v,oS'2o'3"'  (;X,V,p  =r  0,I,...,z), 

(  (J-,  V.  p  ) 

l'équation  (B)  montre  que,  pour  tout  terme  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul,  on 
a,  entre  les  indices,  la  relation 

p  —  'la  —  Gv  —  î  =  0. 
On  peut  donc  poser 

.=v 


Alors  ré([ualion  (A)  donne  la  formule  récurrente 

dans  la(iuelle  rlia(|iie  coeriiciciit  à  indice  néj;atif  doit  être  considéré  comme  nul 
et  «,„— I.   Si   l'on    forme   un    uroujn'  de   tous   les  «,,  .^   pour   lesquels   la   somme 
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/  ,j.  -4-  (iv  a  la  iiR'ine  valeur,  on  peut  calculer  tout  nombre  a.^.,  d'un  groupe  déler- 
ininé  à  l'aide  de  deux  nombres  du  groupe  qui  précède  immédiatement  et  d'un 
nombre  de  l'avant-dernier  groupe. 

M.  Weierstrass  obtient  de  même  pour  la  fonction  c-,  ()>  =  i,2,  3)  le  déve- 
loppement 

OÙ  les  coefllcients  c.^.^  x^nl  donnés  par  la  formule  récurrente 

Cj^  ,^  =  i6(;j.  +  i)c,^^,  .,_, -t-vc,^_,  .^  —  (a+  Dv  —  i)  (  >  ;x  ~  \'i  —  j)c.^^.^,  ; 

les  c  à  indice  négatif  doivent  être  consitlérés  comme  nuls  et  c„„=  i. 

Mais  on  peut  aussi  mettre  la  fonction  -  sous  une  forme  analogue  à  celle  de 
3'-^.  A  cet  ed'et,  n(jus  écrivons  l'éciualion  (>) 

■\d'  ■:  -(-  xii  '-^  cL-^\  '—^  H-  (  — S'.«'-i-Cv)^  \^K—  ^"('A"  ''■/<'.)  —  2^"a^^2=  O' 
Ou  |_ '■*'<'        \\i  J     J 

et  nous  poserons 

•  Kn  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  deux  (luanlités  c/,  et  d^,  nous  aurons, 
comme  tout  à  l'heure  pour  c,  deux  écjuations  dillérentielles  pour  S  '',  d'où 
nous  tirerons  le  développement  cherché.  Il  vient 

(  |J-,  V  ) 
les  coefficients  b,^,,  étant  déterminés  par  la  série  récurrente 

b,^.,  =r  \  (  ;j.  -;- 1)  ^,,,  ,,v-,  -1-  ('l  !J-  -^  0  ^;x-,,v  —  (  :J-  -  -  ■'''  -  0  {■•'  :-^  +  '("'  —  0*;x,v-  ,• 
où  (■lia(|nf  />  à  indice  négatif  est  nul  et  ^^0=  i- 
On  peut  observer  ([ue  r>£-,  =  ôe^  —  —  • 

Les  formules  récurrentes  jjour  les  coefllcients  &  et  c  des  deux  ilerniers  déve- 
loppements moMircnt  ininic'diatenient  ([ue  tous  ces  coeflicieiits  &  et  c  sont  des 
nombres  ciitic/s. 

I.c  dernier  dev cJopiK-tni'nt  obtenu  pour  r  montre  <|ue,  si  l'on  pose 


clia(|iic  coeriiciiMit  ■'.  est  nécessairement  une  fonction  entière  à  coefficients 
entiers  de—   cl    -' •    \    l'aide   de   l'équation   4<-'/!  —  ë  ..''a  ~  o  j -^  ^i  O"   P'^"'-   ^'^^^'*^ 

dispaniitre  de  •;.  tontes  1rs  puissances  de  e-,  supérieures  à  la  seconde  sans  in- 
troduire d'aiilie^  dtiioniiiiateurs  (|ue  des  puissances  de  >.  Comme  •^.  doit  avoir 
la  menu-  Nalciii-  pi>iir  a  i.  >,'■'•>,  les  coeflicienls  de  c,  et  de  e; .  dans  l'expression 
fie  ".   ain>i    nclniic.    doivent   être    uu\<.   ponc   -;_  c-l   une   fonction  entière  de   ir. 
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et  g ^,  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  fractionnaires  ne  pouvant  avoir 
comme  dénominateur  que  des  puissances  de  2.  Si  les  coefficients  a  .,  étaient 
des  fractions,  ces  fractions  ne  pourraient  donc  également  avoir  comme  déno- 
minateur que  des  puissances  de  2.  Or  la  formule  récurrente  obtenue  pour  ces 
coefficients  a,^  .,  montre  que  cela  n'est  pas;  donc  les  coefficients  a,^.^  sont  des 
nombres  entiers. 

Cette  Note  de  M.  ^^^eierstrass  nous  permet  ainsi  de  nous  rendre  compte 
de  la  source  des  développements  cités  par  M.  Schwarz,  sans  démonstration, 
à  la  page  6  de  son  Recueil  de  formules  consacré  à  la  fonction  r.  En  définis- 
sant, comme  le  fait  généralement  M.  WeicrsLrass  dans  ses  Leçons  sur  les  fonc- 
tions elliptiques,  la  fonction  i"  par  un  double  produit  infini  de  facteurs  pri- 
maires, il  convient,  avant  de  chercher  l'équation  différentielle  et,  par  suite, 
les  coefficients  du  développement  de  3",  de  chercher  d'aboixl  l'équation  diffé- 
rentielle de  p.  On  obtient  d'ailleurs  facilement  cette  dernière  en  faisant  usage 
des  deux  théorèmes  de  Liouville  sur  les  fonctions  doublement  périodiques 
pour  mettre  toute  fonction  univoque,  doublement  périodique,  sans  point  sin- 
gulier essentiel  fini,  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  produits  de  fonc- 
tions a',  et  en  comparant  ensuite  ces  quotients  de  deux  produits  de  fonctions  j' 
dans  le  cas  des   deux   fonctions  doublement   périodiques  p(m)  —  p(t'),  où    v 

dp(u)         ,.  ,.     .  ,,  .,■•,,.  •  ,-rr.  •     Il 

est  une  constante  et  — ^ — -•  Lnc  lois  que  Ion  a  elabh  1  équation  dilierentiellc 
du 

de  p,  la  Note  que  nous  venons  d'analyser  nous  montre  comment  on  obtient  les 

coefficients  du  développement  de  j'. 

Cette  marche  si  simple,  où  l'on  ne  suppose  connus  que  quelques  théorèmes 
de  la  théorie  des  fonctions  univoques,  semble  particulièrement  avantageuse  pour 
parvenir  rapidement  aux  formules  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  qui 
sont  nécessaires  pour  les  applications. 

Il  convient  à  peine  de  signaler  des  fautes  d'impression  dans  les  formules 
établies;  elles  se  renouvellent  cependant  à  plusieurs  reprises. 

IVeingarten  (</•)•    —  Note   relative  aux  déplacements,   sur  des 
surfaces,  de   triangles   géodésiques  de  ces  surfaces.  (453-456). 

M.  Christoffel  a  recherché  les  conditions  qui  doivent  être  remplies,  pour  que 
tout  triangle  curviligne  formé  par  des  lignes  géodésiques  d'une  surface  puisse 
être  déplacé  sur  cette  surface  d'une  manière  continue  sans  que  ses  éléments 
varient.  M.  ChristolTel  a  rattaché  cette  question  aux  principes  d'une  théorie 
générale  des  triangles  de  grandeur  finie  situés  sur  une  surface,  principes  qu'il 
avait  exposés  dès  186S  dans  un  Mémoire  inséré  parmi  ceux  de  l'Académie 
royale  de  Prusse.  Il  a  trouvé  que  les  conditions  cherchées  se  ramenaient  à  ce 
qu'un  déterminant  du  troisième  ordre  doit  s'annuler.  Toutes  les  surfaces  sont 
ainsi  réparties  en  groupes  d'après  la  facilité  plus  ou  moins  grande  du  déplace- 
ment de  leurs  triangles  géodésiques. 

M.  Weingarten  suit  une  marche  diflérente  qui  lui  semble  préférable  pour  pé- 
nétrer plus  avant  dans  la  solution  de  la  question  posée. 

Les  conditions  du  déplacement  des  triangles  infiniment  petits  de  la  surface 
sont  évidemment  des  conditions  nécessaires  pour  le  déplacement  de  triangles 
finis  de  la  surface.  On  peut  démontrer  que  ce  sont  aussi  des  conditions  suffi- 
santes. Des  lors,  la  théorie,  donnée  par  Gauss,  des  triangles  infiniment  petits 
lra<;és  sur  une  surrace,  suffit    poui-   résoudre  chtièicinont   la   ((iirslinn   proposer. 
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M.  Weingarleu  énonce  d'abord,  comme  conséquences  imniédiales  de  foiimiles 
l)ien  connues  données  par  Gauss,  les  deux  propositions  suivantes  : 

«  Lorsqu'un  triangle  infiniment  petit  peut  être  déplacé  d'une  manière  con- 
tinue sur  une  surface  sans  que  ses  côtés  et  ses  angles  varient,  ses  sommets 
parcourent,  dans  ce  déplacement,  des  courbes  à  courbure  invariable.  » 

«  Lorsque,  dans  ce  déplacement  continu,  l'un  des  sommets  du  triangle  inva- 
riable, infiniment  petit,  peut  décrire  une  quelconque  des  courbes  tracées  sur  la 
surface,  cette  surface  est  une  surface  à  courbui-e  constante.  » 

M.  Weingarten  démontre  ensuite  que,  dans  le  cas  où  la  première  de  ces  deux 
propositions  a  lieu  pour  tout  triangle  infiniment  petit  situé  sur  une  surface, 
une  portion  finie  de  la  surface  qui  est  décomposable  en  triangles  infiniment 
petits  peut  aussi  être  déplacée  sur  la  surface  d'une  manière  continue;  cette  sur- 
face appartient,  par  suite,  ù  la  classe  des  surfaces  applicables  sur  une  surface 
de  révolution  dont  la  courbure  n'est  pas  constante. 

La  possibilité,  observée  par  Bour,  d'appliquer  toutes  les  surfaces  hélicoïdales 
sur  des  surfaces  de  révolution  est  un  cas  particulier  du  théorème  démontré. 

On  peut,  en  résumé,  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

«  Lorsque  les  cotés  et  angles  des  triangles  géodésiques  tracés  sur  une  surface 
sont  liés  par  une  seule  relation  indépendante  de  la  position  des  sommets  du 
triangle,  cette  surface  est  une  surface  applicable  sur  une  surface  de  révolution 
dont  la  courbure  n'est  pas  constante.  » 

«  Lorsque  les  côtés  et  angles  des  triangles  géodésiques  tracés  sur  une  surface 
sont  liés  par  trois  relations  indépendantes  de  la  position  des  sommets  des 
triangles,  cette  surface  est  une  surface  à  courbure  constante  ». 

Weierstrass.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  de  Jacobi  à  plusieurs 
variables.  (.5o5-5o8). 

Une  traduction  de  celte  Note  a  paru  dans  le  Bulletin.  M.  Weierstrass  y  indique 
un  problème  (ju'il  serait  intéressant  de  voir  résolu. 

Voigt.  —  Sur  la  ihcorie  du  choc  longitudinal  d'une  barre  cylin- 
drique. J.  MOLK. 

Deuxième  semestre;  1882. 

hlrchhofj .  —  Sur  la  théorie  des  rayons  lumineux.  (641-689). 

1.  L(\s  Iravaux  de  l'VcsncI  ont  montré  que  l'cxpliration  tics  phénomènes  lu- 
mineux devait  se  déduire  de  l'iiypotlièsc  que  la  lumière  consiste  en  vibrations 
transversales  d'un  milieu  non  pesant  partout  répandu,  l'éthcr.  La  concordance, 
parfois  surprenante,  (|uc  jjrésentent  les  phénomènes  de  la  dilTraclion  ou  de  la 
double  réfraction  avec  les  consé(|uenccs  des  théories  de  Frosnel  a  fait  éclater  à 
tous  les  yeux  la  fécondité  de  ces  dernières.  Mais,  si  Icxpérience  a  pleinement 
confirmé  les  intuitions  de  Frcsnel,  il  s\ii  faut  bien  que  les  considérations  par 
les(|uelles  ces  intuitions   sont    raltacliées  à    lliypollièsc   foiidamciilaie  du    mou- 
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veinent  Iiuiiineiix  présenlent  le  degré  de  clarlé  et  de  rigueur  nécessaire  pour 
en  faire  de  véritables  raisonnements.  Depuis  P'resnel,  bien  des  géomètres  ont 
cherché  à  éliminer  les  difficultés  qui  hérissent  l'œuvre  du  grand  physicien.  Mais, 
malgré  tous  ces  travaux,  il  s'en  faut  bien  que  l'Optique  ait  atteint  le  plus  haut 
degré  de  perfection. 

Prenons,  par  exemple,  la  théorie  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  les 
milieux  isotropes.  Que  d'hj'pothèses,  parfois  bien  obscures,  viennent  se  greffer 
sur  les  hypothèses  fondamentales  du  mouvement  lumineux  !  Tout  d'abord  le 
principe  d'Huygens,  dont  l'énoncé  même  peut  à  peine  être  donné  d'une  manière 
précise,  sert  à  expliquer  les  phénomènes  de  la  propagation  rectiligne,  de  la  ré- 
flexion et  de  la  réfraction  de  la  lumière;  puis  viennent  les  modifications  que 
l'on  fait  subir  à  ce  principe  pour  arriver  à  l'explication  îles  phénomènes  de 
diffraction  par  l'emploi,  si  singulier  parfois,  des  zones  dites  d'Huygens;  puis, 
en  descendant  plus  avant  dans  les  détails,  s'offi'ent  une  foule  d'approximations 
permises  pour  des  ouvertures  très  étroites  que  l'on  étend  à  des  ouvertures  in- 
finiment larges. 

Après  avoir  traversé  toutes  ces  difficultés,  lorsqu'on  rencontre  le  saisissant 
accord  de  l'expérience  avec  les  résultats  des  formules  de  Fresnel,  on  est  saisi 
par  la  conviction  que  ces  formules  possèdent  un  degré  d'exactitude  bien  supé- 
rieur à  celui  des  raisonnements  qui  ont  servi  à  les  obtenir;  que,  par  conséquent, 
il  est  possible  de  les  relier  aux  hypothèses  fondamentales  de  l'Optique  par  une 
série  de  déductions  plus  rigoureuses. 

Construire  cette  série  de  déductions,  tel  est  le  but  poursuivi  depuis  quelque 
temps  par  les  travaux  de  M.  Frohlich  (')  et  de  M.  Voigt  (  =  ),  tel  est  le  but  vers 
lequel  M.  G.  Kirchhoff  vient  de  faire  un  grand  pas  dans  un  Mémoire  qui  ré- 
sume les  Leçons  professées  par  lui  pendant  plusieurs  années  à  l'Université  de 
Berlin  (  =  ). 

Dans  un  travail  de  ce  genre,  les  principes  qui  servent  de  point  de  départ 
ont  une  importance  capitale;  nous  demanderons  donc  la  permission  d'insister 
sur  les  parties  du  INIémoire  de  M.  Kirchhoff  qui  renferment  l'exposé  de  ces 
principes,  pour  glisser  plus  rapidement  sur  les  développements  analytiques 
dont  l'intelligence  ne  présente  aucune  difficulté. 

"2.  Commençons  par  l'exposé  des  hypothèses  et  des  principes  qui  servent 
dans  tout  le  cours  du  Mémoire;  ces  hypothèses  et  principes  sont  les  suivants  : 

1°  Une  lumière  d'une  couleur  déterminée  correspond  à  un  mouvement  vibra- 
toire des  points  mal('riels  qui  constituent  un  certain  milieu,  l'étlier.  Ces  vi- 
brations sont  des  vibrations  simples;  elles  ont  toutes  la  même  durée  de  vi- 
bration.   Il  en   résulte   que,   si    l'on    désigne  par   u,    v,  w  les   composantes   à 


(')  FuoiiLicii,  Wiedeinann's  Annalen  cler  Physik  iincl  Cheinie,  t.  III,  p.  ^76; 
l.  VT,  p.  4i^;  t.  XV^  p.  592. 

{■}  Voigt,  Wiedeinann's  Annalen  der  Physik  ii/id  Cheniic.  t.  III,  p.  5'.]2. 

{')  A  cause  de  son  importance,  ce  Mémoire  de  M.  G.  Kirihhoff  a  été  traduit 
dans  \ci,  Annales  scientifiques  de  l'Eeole  Aorniale  supérieure,  o'  série,  t.  III, 
p.  3o3;  188(5. 


()7.  SIÎCONDK   PAiniE. 

l'instant  f  de  l'élongation  en  un  point  (j;,  y,  z),  on  a 

u  —   \)  COS  2  -  -  -t-  \J    sin  2  X  -  ) 


(i)  'I     4»=  \'^cos2---i-  \'-''sin2T: -. 


(V  =  istj)  COS  2  7:-+  \V^'  ros  2  t  —  • 

D,  V,  l}^->,  l')',  V-'',  '<^y  (iVàxW.  six  fondions  de  x,  y,  z. 

1"  On  nomme  intensité  de  la  lumière  au  point  {x,  _)',  x;)  la  valeur  moyenne 
pendant  la  durée  d'une  vibration  de  la  force  vive  d'un  point  matériel  qui  vi- 
brerait comme  le  point  {x,  y,  z)  et  aurait  une  masse  égale  à  la  densité  p  de 
l'élher  en  ce  point.  Cette  intensité  est  donc  exprimée  par  Tégalité 

( 2  )  i=-,?{  W-'  H-  W^  +  -<?'  +  K^''  -t-  VV?>^  +  ^>" ) . 

Dans  le  cas  où  l'élher  est  homogène,  p  a  la  même  valeur  en  tous  les  points; 
on  peut  alors  laisser  de  côté  ce  facteur  constant  et  prendre  pour  définition  de 
i  l'égalité 

(^2  bis)  i-  \{  "'+  U'^+  \'^=+  \'J'--f-  ^'+^>")- 

3"  Dans  un  milieu  homogène  et  isotrope,  nous  admettrons  que  l'élher  est 
homogène  et  que  le  mouvement  de  réthcr  est  semblable  aux  vibrations  trans- 
versales d'un  solide  élastique,  homogène  et  isotrope,  c'est-à-dire  que  chacune 
des  trois  quantités  u,  v,  w  vérifie  ré(|iiulion  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre 

(3)  «^^'^=-^' 

a  étant  une  constanlc  dont  nous  trouverons  bientôt  la  signification,  et  ([ue 
l'on  a  en  outre  l'égalité 

, ,,  du        ()i'        1)»' 

(4)  1-  +  1-  -l-  ^^  -  0' 
âx       Or        ()z 

exprimant  ([ue  la  densité  du  milieu  demeure  invariable  dans  le  mouvement, 
.'l"  Nous  donnerons  à  la  (luanlité 

(5)  l--al\ 

qui  représente  une  longueur  constante  pour  le  luouvcmcnl  lumineux  que  nous 
considérons,  le  nom  de  longueur  d'onde  de  la  lumière  étudiée;  à  l'égard  de 
cette  longueur  d'onde,  n((us  siip|)oscrons  qu'on  puisse  la  considérer  comme 
infiniment  petite. 

5°  Lorsqu'en  un  point  la  valeur  de  l'une  au  moins  des  trois  quantités  u,  v,  »' 
sera  infiniment  grande  par  rapport  aux  valeurs  que  ces  quantités  ont  en  gé- 
néral dans  l'espace  considéré,  ce  point  sera  dit  point  lumineux. 

Telles    sont  les  définitions   ou,    si    l'on   aime   mieux,   lr>    hypothèses,  prises 
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comme  point  de  départ  par  M.  G.  Kirchhoff;  M.   G.  KirchholT  fait  en  outre  un 
constant  usage  d'un  théorème  dû  à  Clebscli  (')  ^1-  f]"'  est  le  suivant. 
Si  U,  V,  VV  représentent  trois  solutions  quelconques  de  l'équation  (3) 


les  quantités 


«-  A'f  = 

dV 

d\W 

dx 

dV 
dz' 

d\ 
dx 

(6) 


vérifient  à  la  fois  les  équations  (4)  et  (3).  Réciproquement,  à  tout  système  u,  v, 
w  de  solutions  des  équations  ( 3 )  et  (4)  correspondent  trois  fonctions  U,  V,  W, 
vérifiant  les  équations  (3)  et  (6). 

3.  Le  premier  problème  à  traiter  est  le  suivant  :  un  point  lumineux  étant 
placé  dans  un  milieu  homogène,  isotrope  et  indéfini,  quel  est  le  mouvement 
engendré  par  ce  point  lumineux;  ce  problème  peut  s'énoncer  encore  de  la  ma- 
nière suivante  :  Trouver  pour  u,  v,  w  des  expressions  qui  satisfassent  aux  con- 
ditions imposées  à  ces  quantités  dans  ce  qui  précède,  qui  soient  finies  dans  tout 
l'espace  sauf  au  point  lumineux  (a?,,  y,,  s,)  et  qui  s'annulent  à  l'infini. 

Si  l'on  désigne  par  /•,  la  distance  du  point  {x,  y,  z)  au  point  lumineux 
(a?,,  y,,  -S,),  il  est  aisé  de  voir  que  l'expression 


es  =   —  C0S2 


=ft-^) 


est  une  intégrale  de  l'équation  (3) 

dt' 

Il  en  est  de  même  de  l'expression  obtenue  en  multipliant  la  précédente  par 
une  constante  quelconque  et  en  ajoutant  à  t  une  constante  quelconque;  de 
même  aussi  des  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  par  rapport  à  .r,,  y,,  2,, 
de  semblables  quantités;  de  même  encore  d'une  fonction  linéaire  et  homogène  à 
coefficients  constants  de  ces  dérivées  partielles.  Une  semblable  fonction  est  d'une 
forme  très  compliquée.  Mais,  si  l'on  observe  que  X  est,  en  vertu  de  l'une  des 
hypothèses  générales,  une  quantité  infiniment  petite,  on  voit  sans  peine  que  la 
fonction  considérée  peut  se  réduire  à  la  forme 

(7)  ?  =  7-/"''^U~'tj-'-7:''"'^ii-T;' 

r.        ^,  .  ...         .  ,  ■  •   .     dr,     dr,     dr. 

D  et  D  étant  des  fonctions  des  seules  quantités -—!->  ~  ■,    .     >  ou,  ce  qui  revient 

()x,    f)v,    <)z 


(')   Clebscu,   fiorcliardta   Journal  fiir  reine  und  nngewandte  Afatliemalil:. 
Band  L\L 
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au  nirnio  de  —  >  -- ,  "  S  paranièlres  nui  fixent  la  direction  de  la  liîjne  /•,. 
ôx  ()y  Oz 
Si  l'on  prend  pour  U,  V,  W  trois  fonctions  telles  que  ;?,  il  parait  au  premier 
abord  que  les  expressions  de  u,  v,  w  ne  seront  pas  de  la  forme  (i).  Mais  elles  se 
réduiront  à  celte  forme  si  l'on  observe  que  >>  est  infiniment  petit,  et  l'on  aura 
alors 

"  =  -  cos2t:(  ^  ~  .j,  j  +  ^-  s.n  2^(  ,-  -  ;p  )- 


V  —   —  C0S2 


-  C0S2-^  —  n-J  -1 Sin?.-      ; nv   N 

-cos27:(^-,-p)-i---sm2^(^-^,), 


A,  B,  C,  A',  B',  C  étant  des  fonctions  analogues  à  1)  et  D'. 

On  a  ainsi  une  solution  du  problème  du  mouvement  engendré  par  un  point 
lumineux  dans  un  milieu  indéfini. 

M.  G.  Kirchlioir  admet  que  cette  solution  est  la  plus  générale. 

Cela  étant  admis,  il  est  facile  de  voir  : 

1°  Oue  a  représente  la  vitesse  de  propagation  du  mouvement  lumineux; 

o"  Ou'cn  vertu  de  l'égalité  (2  bis)  l'intensité  de  ce  mouvement  a  pour  valeur 

i  =  -^  (  A=  +  B=  H-  C^  +  A'"  ^-  B'--  +  C'^  ). 
''ï 

Cotte  intensité  est  donc  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  dislance 
au  point  lumineux;  elle  varie  en  outre  avec  la  direction  de  la  ligne  /•,  :  la  loi 
de  ces  variations  dépend  de  la  loi  du  mouvement  du  point  lumineux. 

Le  mouvement  lumineux  engendré  dans  un  milieu  indéfini  par  plusieurs 
points  lumineux  peut  être  aisément  trouvé.  Il  suffit  de  prendre  pour  U,  V,  W^ 
«,  t>,  (V  la  somme  des  expressions  qui  conviendraient  si  clia(|ue  point  lumineux 
existait  seul. 

4.  Tous  les  autres  problèmes  de  l'optique  des  milieux  isotropes  se  ramènent 
à  une  question  du  genre  de  celle-ci  : 

Ayant  un  certain  nombre  de  points  lumineux  cl  connaissant  le  mouvement 
lumineux  que  ces  points  engendreraient  dans  un  espace  indéfini,  on  place  dans 
ce  milieu  un  certain  corps;  le  mouvement  lumineux  doit  vérifier  certaines  con- 
ditions aux  limites  le  long  de  la  surface  du  corps;  on  demande  de  trouver  ce 
mouvement  lumineux.  Ce  qui  dislingue  les  problèmes  d'Optique  les  uns  des 
autres,  c'est  la  forme  des  conditions  aux  limites  qui  doivent  être  vérifiées  le 
long  de  la  surface  du  corps  et  la  forme  mime  de  ce  corps. 

Pour  résoudre  les  problèmes  de  ce  genre,  M.  G.  Kirchlioff  fait  un  constant 
usage  de  propositions,  déjà  démontrées  en  partie  par  M.  llclmhollz  (')  en  s'ap- 
puyant  sur  le  théorème  de  Green.  Ces  propositions  sonl  les  suivantes  : 

1"  Étant  donnes  dans  l'espace  indéfini  une  surface  fermée  «  et  un  certain 
nombre  de  points  lumineux  tous  situés  en  dehors  de  celte  surface  s,  si  <?„(<) 
représente,  à  l'instant  t,  la  valeur  de  l'une  des  six  fonctions  m,  v,  «',  U,  V,  W, 
eu  un  certain  point  0{x„,y„,  5„)  intérieur  à  la  surface  s;  si  ^{t)  représente  la 

valeur  de  la  même  fonction  en  un  point  {x,  y,  z):  si  /\,  désigne  la  dislance  des 
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deux  points  {jr,  ^■,  z)  cl  (j;„,  ->-„,  r„)  ;  si  N  désigne  la  normale  à   la   surface  s 
vers  l'inlcrieur  de  ccUe  surface  cl  si  Ton  pose 


^{'-^    A'-i) 


en  convenant,  dans  la  dernière  diflfércntialion,  de  regarder  r„  comme  seul  va- 
riable et  de  laisser  aux  autres  quantités  dont  dépend  o(t)  les  valeurs  qu'elles 
ont  en  un  point  de  l'élément  ds,  on  a 

4-  »„(f)  =  /Q  rf^, 

l'inlcgration  s'étendant  à  toute  la  surface  s. 

Si  l'on  suppose  que  jusqu'à  une  certaine  valeur  du  temps  l'équilibre  ait 
régné  dans  tout  l'espace,  la  même  proposition  s'étend  au  cas  où  les  points  lu- 
mineux sont  intérieurs  à  la  surface  5  et  où  le  point  O  lui  est  extérieur  à  la 
seule  condition  de  changer  le  sens  de  la  normale  N. 

Le  mouvement  lumineux  dans  celle  des  deux  régions  de  l'espace  délimitées 
par  la  surface  s  qui  ne  renferme  pas  de  point  lumineux  est  identique  au  mou- 
vement que  déterminerait  dans  l'espace  indéfini  une  certaine  couche  de  points 
lumineux  distribuée  sur  la  surface  s.  Ce  théorème  constitue  en  quelque  sorte 
une  forme  plus  générale  et  plus  précise  du  principe  d'Huygens. 

2°  L'intégrale  f  ^  ds  s'annule  si  la  surface  fermée  ne  renferme  ni  le  point  O, 
ni  les  points  lumineux,  ou  bien  encore  si  elle  renferme  à  la  fois  le  point  O  et 
les  points  lumineux. 

Ces  résultats  conduisent  alors  à  la  solution  du  problème  général  de  l'Optique 
que  nous  avons  énoncé  au  commencement  du  n"  4. 

Un  milieu  renferme  n  points  lumineux  et  un  corps  en  dehors  duquel  se 
trouvent  ces  points.  Un  certain  mouvement  lumineux  a  lieu  en  dehors  de  ce 
corps.  Ce  mouvement  lumineux  est  caractérisé  par  la  connaissance  des  trois 
fonctions  u,  v,  w  ou  des  trois  fonctions  U,  V,  W;  soit  f„{t)  la  valeur  d'une  de 
ces  fonctions  en  un  point  0  de  l'espace  considéré.  On  a 

/Jt:  9^(<)  =  ZJQ,  dS-h  fSids, 

ds  étant  un  élément  de  la  surface  du  corps  et  dS  un  élément  d'une  sphère  in- 
liniment  petite  entourant  l'un  des  n  points. 

D'autre  part,  si  les  points  lumineux  existaient  seuls  dans  le  milieu  indéfini, 
ils  y  exciteraient  un  certain  mouvement  analogue  à  celui  que  nous  avons 
étudié  au  n"  3;  <f„{t)  aurait  dans  ce  cas  une  valeur  <2'^{t)^  il  une  valeur  il',  et 
l'on  aurait 


(")  H.  Melmholtz,  Théorie  dcr  Luflscksvitigiiiigen  in  Tiôliren  mit  offencn 
Enden  {BovchardVn  Journal  fiir  reine  tind  nnge<.vandte  MatUematik, 
Hand  LVII). 
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Mais,  si  l'on  fuil  l'Iiypotlièse  (\ue  l'introduction  d'un  corps  étranger  ne  pro- 
duit en  général  qu'une  altération  Jinie  dans  le  mouvement  lumineux  au 
voisinage  immédiat  du  point  lumineux,  on  peut  romplarcr  dans  la  dcrnièfc 
égalilé  Q.  par  SI'  et  l'on  arrive  à  l'équalion  fondamentale  du  INIémoire  de 
M.  Kirchhoflf 

('galilé  qui  détermine  le  mouvement  engendré  par  certains  points  lumineux 
dans  un  espace  qui  renferme  un  corps  étranger  lorsqu'on  connaît  le  mouvement 
que  CCS  points  engendreraient  dans  un  milieu  indéfini  et  les  valeurs  tle  9  et  de 

^^?   •   1  ri 

-:^  a  la  surlace  du  corps. 

5.  Les  considérations  sur  lesquelles  M.  G.  KircliliolV  fait  reposer  la  détermi- 
nation de  ces  quantités  présentent  quelques  difficultés;  nous  croyons  que  ces 
considérations  peuvent  s'interpréter  de  la  manière  suivante. 

Considérons  un  point  {x,  y,  z)  infiniment  voisin  de  la  surface  de  séparation 
de  deux  milieux  A  et  B  et  situé  dans  le  milieu  A  par  exemple.  Soit  o  l'une 
des  six  quantités  u,  v,  w,  U,  V,  W  relatives  à  ce  point.  A  l'instant  t,  9  est  la 
somme  d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  forme 

(j/  =  D  C0S2T:  (  ^ -—  |, 

/•,  étant  la  distance  du  point  (x,  ;}',  z)  à  un  certain  point  (x,,  j>',,  r,),  D  une 
fonction  des  paramétres  qui  fixent  la  direction  de  la  ligne  /•,,  a  une  constante 
particulière  à  chacun  des  termes  ij/  dont  se  compose  tp.  Si,  lorsqu'on  augmente 
/•,,  le  point  {x,y,  z)  s'éloigne  de  la  surface  de  séparation  vers  l'intérieur  du 
milieu  A,  nous  dirons  que  le  terme  4*  correspond  à  une  onde  qui  se  propage  de 
la  surface  vers  l'intérieur  du  milieu  A.  Dans  le  cas  contraire,  nous  dirons  que 
le  terme  <]>  correspond  à  une  onde  se  propageant  à  l'inlérieur  du  milieu  A  vers 
la  surface,  ou  encore  à  une  onde  incidente  située  à  l'intérieur  du  milieu  A. 
Cela  étant,  nous  faisons  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

1°  A  chaque  onde  incidente  se  propageant  à  l'intérieur  du  milieu  A  corres- 
pond une  et  une  seule  onde,  se  propageant  de  la  surface  à  l'intérieur  du  milieu 
A  (nous  la  nommerons  Vonde  réfléchie),  une  et  une  seule  onde  se  propageant 
de  la  surface  à  l'intérieur  du  milieu  B  (nous  la  nommerons  Vonde  réfractée). 

2°  Si,  en  un  point  du  milieu  A  infiniment  voisin  de  la  surface,  1^;  désigne  le 
terme  4*  relatif  à  une  certaine  onde  incidente,  4',.  'c  terme  (j'  relatif  à  l'onde 
rélléchie  correspondante,  ^'p-  le  terme  <i^  relatif  à  l'onde  réfractée  correspondante 
en  un  point  situé  à  l'intérieur  du  milieu  B  et  infiniment  voisin  du  précédent, 
on  a 

<>r(0  =  c4/;(/-i-r). 

et  deux  autres  égalités  analogues  pour  <!^^',  N  désignant  la  normale  à  la  surface 
de  séparation  vers  l'intérieur  du  premier  milieu,  c  et  y  deux  constantes  qui 
varient  avec  la  nature  ries  <leux   milieux,   avec  l'onde  (|ue   l'on  considère,  avec 


^^^  fa^S' 
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l'orienlation    tie  la    ligne   /•,  qui    correspond  à  celle   onde,  avec  celle   des  six 
quantités  u,  v,  w,  U,  V,  W  que  i^  représente. 

Ces  hypothèses  faites,  M.  KirchhofT  restreint  son  analyse  au  cas  où  le  milieu 
B  ne  renferme  pas  d'onde  incidente.  Dans  ce  cas,  le  milieu  A  ne  renferme  que 
des  ondes  incidentes  et  des  ondes  réfléchies,  en  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  ». 
la  somme  des  quantités  i]/,-  pour  un  point  du  milieu  A  infiniment  voisin  de  la 
surface  de  séparation  et  par  cp_.  la  somme  des  quantiti^s  '\i^  pour  le  même  point, 
on  a 

9    =      9i      +    'fr) 

d'-s   _  d'-fi        dz>^ 

Ces  égalités  sont,  avec  les  précédentes,  celles  qui,  dans  chaque  cas  particulier, 
servent  à  M.  G.  KirchholT  à  fixer  les  conditions  aux  limites. 

L'un  des  cas  particuliers  les  plus  importants  est  celui  qui  est  présenté  par 
un  corps  complètement  noir,  c'est-à-dire  par  un  milieu  B  pour  lequel  la  con- 
stante c  est  toujours  égale  à  o.  Une  onde  incidente  qui  tombe  sur  un  pareil 
corps  ne  fournit  jamais  ni  onde  réfléchie  ni  onde  réfractée. 

6.  Tels  sont,  en  résumé,  les  principes  sur  lesquels  repose  l'analyse  de  M.  G. 
Kirchhoff.  Enonçons  rapidement  les  résultats  de  cette  analyse. 

A  un  point  lumineux  i,  opposons  un  corps  parfaitement  noir.  En  un  point  o 
du  milieu,  le  mouvement  lumineux  sera  le  même  que  si  le  milieu  était  indéfini 
si  la  ligne  10  ne  rencontre  pas  le  corps  entre  les  points  i  et  0.  Il  sera  nul  si 
cette  rencontre  a  lieu. 

Ce  théorème  est  l'énoncé  sous  sa  forme  la  plus  précise  de  la  loi  de  la  propa- 
gation rectiligne  de  la  lumière. 

La  démonstration  même  de  ce  théorème  montre  qu'il  peut  cesser  d'être  exact 
dans  deux  cas  et  dans  deux  cas  seulcmeiU.  Ces  cas  d'exception  peuvent  s'é- 
noncer de  la  manière  suivante  : 

Concevons  un  point  lumineux  i  entouré  par  un  écran  complètement  noir 
perce  d'une  ouverture.  Nous  appellerons  bord  de  l'ouverture  la  ligne  de  contact 
de  la  surface  du  corps  qui  forme  l'écran  avec  un  cône  issu  du  point  i  et  cir- 
conscrit à  cette  surface.  Cette  ligne  partage  la  surface  de  l'écran  en  deux 
régions,  une  région  intérieure  et  une  région  extérieure. 

Désignons  par  .9  une  surface  limitée  au  bord  de  l'ouverture  et  formant,  soit 
avec  la  surface  interne  de  l'écran,  soit  avec  la  surface  externe,  une  surface 
fermée.  Soient  /\  et  r^  les  distances  d'un  point  de  la  surface  s  au  point  i  et 
au  point  0. 

Les  cas  dans  lesquels  le  théorème  précédent  peut  cesser  d'être  exact  sont 
ceux  où  est  remplie  l'une  des  conditions  suivantes  : 

1°  La  quantité  /•,-+- /"„  est  constante  ou  infiniment  peu  variable,  soit  pour  une 
portion  finie  de  la  surface  s,  soit  pour  une  portion  finie  de  son  contour. 

2°  La  ligne  lo  rencontre  la  surface  5  entre  les  points  i  cto,  en  passant  infini- 
ment près  du  bord  de  l'écran.  (Dans  ces  énoncés,  on  entend  par  longueur  in- 
finiment petite  une  longueur  comparable  à  la  longueur  d'onde.) 

C'est  donc  dans  ces  deux  cas  et  dans  ces  deux  cas  seulement  ([ue  se  pro- 
duiront \es  phénomènes  de  dijffraction. 

Kresnel  a  étudié  les  phénomènes  de  difl'raclion  sur  l'axe  d'un  éci'an  circulaire 
Bull,  des  Sciences  matlicm.,  2"  série,  t.  M.  (Mai  iSS-.)  M. s 
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ou  d'un  trou  circulaire;  dans  ce  cas,  '■,  +  '■„  est  constant  pour  tous  les  points 
du  bord  de  l'écran. 

Fresnel  a  étudié  les  franges  voisines  du  bord  de  l'ombre  géomélrique  d'un 
écran,  d'une  fente  ou  d'un  cheveu.  Dans  ce  cas  la  ligne  lo  passe  infiniment 
près  du  bord  de  l'écran. 

Fraunhofer  a  étudié  les  phénomènes  de  dilTraction  en  lumière  parallèle.  Dans 
ce  cas,  i\-i- i\  varie  infiniment  peu  pour  les  divers  points  de  la  surface  s. 

Dans  tous  ces  cas,  si  nous  posons 

'■,  ^-''..   / 
C0S2-;:  ~ as. 


f.  r,  +  r„ 


ils. 


les  intégrales  s'étendant   à   la  surface  *,   l'intensité  lumineuse  au  point  o   sera 
donnée  par  la  formule 


i^^i'zj^)  {c^  +  ^n, 


formule  de  laquelle  on  déduit  toutes  les  lois  des  phénomènes  de  diffraction. 

La  démonstration  de  cette  égalité  suppose  que  les  dimensions  de  l'ouverture 
diffringente  sont  très  grandes  par  rapport  à  la  longueur  d'onde.  Pour  obtenir 
des  spectres  de  diffraction,  on  emploie  souvent  des  réseaux  dont  les  fentes  ont 
seulement  une  largeur  de  quelques  longueurs  d'onde.  On  ne  saurait  donc  re- 
garder comme  permise  l'application  de  l'égalité  précédente  à  ces  réseaux.  Ce- 
pendant, les  mesures  auxquelles  nous  devons  la  connaissance  des  longueurs 
d'onde  ont  montré  que  l'emploi  de  celte  égalité  donnait  avec  une  grande  exac- 
titude ]&  position  des  maxinia  de  lumière;  la  théorie  de  M.  G.  Kirchhoiï 
rend  compte  de  cette  particularité. 

Enfin  la  théorie  de  M.  G.  Kirchhoff  appliquée  à  des  corps  non  complètement 
noirs  conduit  aux  lois  connues  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière. 

7.  Dans  cet  exposé,  nous  nous  sommes  attaché  surtout  à  mettre  en  lumière 
l'enchaînement  logique  de  la  théorie  de  M.  G.  KirchhofV:  si  l'on  admet  que  le 
but  de  la  Piiysique  est  de  représenter  le  plus  grand  nombre  possible  de  lois  na- 
turelles comme  des  conséquences  logiques  d'hypothèses  énoncées  sous  une  forme 
précise,  on  doit  reconnaître  que  le  Mémoire  dont  nous  venons  de  rendre  compte 
fait  faire  à  l'Optique  un  pas  considérable  vers  ce  but;  il  serait  à  désirer  que 
d'autres  physiciens,  suivant  l'exemple  de  M.  G.  Kirchhoff,  parvinssent  enfin  à 
construire  sur  des  bases  solides  l'édifice  dont  Fresnel  a  tracé  le  plan. 

P.    DuHEM. 

Lincleinanii.  —  Sur  le  nombre  tî.  (()7()-68-i). 

M.  Ilennite  a  démontré  {Comptes  rendus,  Paris  187.3)  dans  son  célèbre 
Mémoire  sur  la  fonction  exponentielle  (|uc  la  base  des  logarithmes  naturels 
est  un  nombre  transcendant.  Sans  s'écarter  du  mode  de  démonstration  de 
M.  Ilermitc,  M.  Lindcmaun  démontre  que  le  rapport  de  la  longueur  d'une  cir- 
conférence de  cercle  à  son  diamètre  est  également  un  nombre  transcendant, 
(->si-à-dirc  n'est   racine  d'aucune  é(iuation  algébricjue  à  coefficients  rationnels. 

M.    i,inil<iiianu  éiiDncc   d'aiiord    le   théorème   suivant.    i>ciur   la   démonstration 
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duquel  il  indique  la  marche  à  suivre  dans  le  cas  où    le  système  de  5  équations 
se  réduit  à  une  seule. 

«  Soient  /,(3)  =  G,   ...,  /\{z)  =  o,  s  équations    algél)ri(]ucs,  chacune  irn''- 
ductible  et  de  la  forme 


où  a^,  ...,  o„  désignent  des   nombres  entiers.  Soient  Z,.,   Z/,   ...   les  racines  de 

l'équation /j.(z)  =  0,  et  écrivons  pour  abréger  Se''''  au  lieu  de  e'''H-e'*i+ 

Soient  enfin  N„,  N,,  ...,  N,  des  nombres  entiers,  quelconques,  mais  non  tous 
nuls.  Alors  une  relation  de  la  forme 

N„  +  N,Se'''  +.  ..-h  N\Se^«  =  o 

n'est  possible  que  si  l'une  des  quantités  Z  est  nulle.  » 

Ce  théorème  une  fois  admis,  on  en  déduit,  pour  un  choix  particulier  des 
fonctions /-(x;),  le  suivant  : 

«  Si  z  est  un  nombre  rationnel  différent  de  zéro  ou  un  nombre  irrationnel 
algébrique  quelconque,  la  quantité  e''  est  toujours  transcendante.   » 

Donc,  en  particulier,  le  nombre  ~  est  un  nombre  transcendant. 

Ainsi,  il  est  impossible  de  résoudx-e,  par  des  constructions  algébriques,  le 
problème  de  la  quadrature  du  cercle. 

Le  résultat  auquel  est  parvenu  M.  Lindemann  met  définitivement  fin  aux 
tentatives  nombreuses  que  l'on  a  faites  depuis  des  siècles  pour  résoudre  le  cé- 
lèbre problème  de  la  quadrature  du  cercle.  Le  problème  ne  peut  être  résolu 
non  seulement  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas,  mais  encore  à  l'aide  de 
constructions  algébriques  quelconques. 

M.  Lindemann  fait  remarquer  que  les  théorèmes  établis  ont  encore  lieu 
lorsque  les  quantités  désignées  par  N;  sont  des  nombres  irrationnels  algébriques 
quelconques.  On  a,  en  particulier,  le  théorème  : 

«  Si  des  deux  nombres  a?  et  jk  vérifiant  l'équation  ce  =  eï,  l'un  est  rationnel 
ou  irrationnel  algébrique,  l'autre  est  transcendant,  excepté  x  ^  i,  y  =  o.n 

Fiiclis.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  et  homogènes 
dont  les  intégrales  sont  liées  par  des  relations  homogènes  de 
degrés  supérieurs  au  premier.  (703-710). 

Cette  Note  contient,  outre  plusieurs  théorèmes  concernant  le  cas  où  l'ordre 
des  équations  différentielles  considérées  est  quelconque,  la  recherche  des  pro- 
priétés particulières  des  intégrales  de  ces  équations  did'ércntiellcs  dans  le  cas 
où  leur  ordre  est  égal  à  3. 

Soit 
...  d'y  d'y  dv 

une  équation  didérenticlle  linéaire  et  liomogène  du  troisième  ordre,  à  coef- 
ficients fonctions  rationnelles  de  z,  appartenant  à  la  classe  d'c-quations  carac- 
térisées dans  un  |)récédent  Mémoii-e  de  M.  l<'uchs  {Crelle,  t.  6(j,  p.  l'i^))- 

Supposons  que  les  racines  de  toutes  les  équations  fondamentales  soient  des 
nombres  rationnels  et  que  les  éléments    d'un  système   fondamental  d'intégrales 
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y,,  y,,  y,  de  l'équalion  (A)  soient  liés  par  une  équatinn  irréductible 

(B)  /(r„r.-y=)  =  "> 

où  /  est  une  fonction  rationnelle  entière  homogène  du  «"*■"•  degré. 

Si  H(/)  est  le  covariant  hessien  de  /,  H  (/)  =  X(;:)  est  racine  d'une  fonc- 
tion rationnelle  de -s  qui  ne  s'annule  pas  identiquement.  La  substitution 

y  =  v\{z)îi^6 
transforme  l'équation  (A)  en 

Si  v^,  fj,  V,  est  le  système  fondamental  d'intégrales  de  (.V)  correspondant  au 
système  fondamental  _y,,  y^^  y^  d'intégrales  de  (A),  on  a 

(B')  f{v^,v^,v^)  =  o. 

Soit  z  une  valeur  quelconque  de  la  variable.  Si  chaque  quotient  de  deux 
quelconques  des  intégrales  de  (A)  prend,  pour  des  chemins  d'intégration  con- 
venablement choisis,  la  même  valeur  pour  z  =  z^  que  pour  z  =  z,  les  intégrales 
t>i,  v.^,  v^  effectuées  le  long  des  mêmes  chemins  d'intégration  auront  en  z  et  en 
.s,  des  valeurs  qui  ne  différeront  que  par  un  même  facteur  égal  à  une  racine  de 
l'unité. 

Si  l'on  a  n  >  a,  s,  est  fonction  algébrique  de  z  et  toutes  les  intégrales  de 
(A)  sont  algébriques. 

Soit  M  ,  u.^,  Uj  le  système  fondamental  de  l'équation  différentielle  adjointe  à 
l'équation  (A)  (Fuchs,  Crelle,  t.  70,  p.  i83;  Imiobenius,  Crellc,  t.  77,  p.  a'jô). 
L'équation  différentielle  adjointe  est  ici 

d^u        d'(pu)        diqu) 

-, r — -  H -t—^  —  ru  =  o  ; 

dz^  dz'  dz 

on  trouve,  M  désignant  une  racine  d'une  fonction  rationnelle  de  ;;, 

-^  =  Mm  (j ■  =  I,  2,  3). 

or. 

En  particulier,  pour  n  =  a,  les  cocflicients /?,  </,  /■  de  ré(]uali()n  dilfércntielle 
(A)  sont  liés  par  la  relation 

(,)  2/-  =  -  |/?W  -  ^i  PP^'^  -  ^ P' -^  \P^  -^'7^"' 

où  l'on  a  posé 

m  ^'P  U\         ^'^ 

et  il  vi(Mil 

M  =  e-y"''. 

Inversement,  m    les   cocllicienls  /^  >/.   r  de   ré(|iiali(in    (lillércnliclk'   sont    liés 
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par  une  relation  (i),  les  intégrales j)',,  jk^,  K,  sont  liées  par  une  éi[ualion  (B) 
du  second  degré. 

On  voit  ensuite  que,  pour  «  =  3,  l'équation  diiïérentiellc  (A)  coïncide  avec 
l'équation  difTérentielle  du  troisième  ordre  qui  est  vérifiée  par  le  carré  de 
chacune  des  intégrales  de  l'équation  linéaire  et  homogène  du  second  ordre 

d'y  dy 

où  les  coefficients  />,  et  />„  sont  liés  aux  fonctions  p,  q  par  les  équations 

et  sont  donc  aussi  fonctions  rationnelles  de  z. 

Ainsi  se  trouve  élucidé  le  cas  m  =  3,   «  =  2. 

Soit  maintenant  une  équation  difTérentielle  d'ordre  m,  dont  les  coefficients 
soient  fonctions  rationnelles  de  z, 

et  supposons  que  toutes  les  intégrales  de  celte  équation  difTérentielle  soient 
algébriques. 

Soit  z  une  valeur  quelconque  de  la  variable.  Si,  pour  des  chemins  d'intégra- 
tion convenablement  choisis,  chaque  quotient  de  deux  quelconques  des  inté- 
grales de  l'équation  difTérentielle  a,  pour  z^,  z,,  ...,  z^_^  et  pour  aucune  autre 
valeur  de  la  variable,  la  même  valeur  que  pour  z,  on  peut  former  une  fonc- 
tion rationnelle  de  z,  f{z)  telle  que,  pour  les  mêmes  chemins  d'intégration,  la 

quantité 

_  1^ 

W  =  y  ^{z)      \>-, 

dans  laquelle  y  désigne  l'une  quelconque  des  intégrales  de  l'équation  difTé- 
rentielle (I)  et  [x  un  nombre  entier,  prenne  en  ^,,  z.^,  ...,  z^_^  des  valeurs 
qui  ne  dilTèrent  de  la  valeur  de  la  même  quantité  en  z  que  par  des  facteurs 
égaux  à  des  racines  de  l'unité.  D'ailleurs  w  vérifie  l'équation  différentielle,  à 
coefficients  fonctions  rationnelles  de  z, 

d"'w  ,    ^  d"-'w 

Si  l'on  pose,  a  étant  une  quantité  quelconque, 

t={=t-z)(<x-z,)...{a-z„_,), 

t  est  une  fonction  rationnelle  de  z. 

On  peut,  en  prenant  t  comme  variable  indépendante,  transformer  l'équation 
difTérentielle  que  nous  venons  d'écrire  en  cette  autre,  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  rationnelles  de  t, 

d'"w        ,   ,    ^  d"'-'^  ,     ,    , 

Cette  dernière  équation  difTérentielle  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  : 
A  une  valeur  de  t  arbitrairement  choisie  n'en  correspond  aucune  autre  f,,  telle 
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(jue  chaque  quolienl  de  deux  quelconques  des  intégrales  de  l'équation  diiréren- 
lielle  ait  même  valeui"  pour  t^  que  pour  t. 

Le  nombre  V  de  valeurs  que  prend  une  (juelconque  des  intégrales  de  l'équa- 
tion diflerentielle  lorsque  la  vai-iable  t  suit  tous  les  chemins  fermés  possibles 
est  égal  au  nombre  de  valeurs  que  prend  une  quelconque  des  intégrales  de 
l'équation  différentielle  (I)  lorsque  la  variable  z  correspondante  suit  aussi 
tous  les  chemins  fermés  possibles;  en  ne  corniflant  pas  deux  fois  les  valeurs 
dont  le  quotient  est  une  constante. 

Le  nombre  de  valeurs  didérentcs  de  z  correspondant  à  une  même  valeur  du 
quotient  de  deux  quelcon([ues  des  intégrales  de  l'équation  différentielle  Consi- 

deree  n  est  pas  inférieur  a  V. 


Ceci  posé,  revenons  au  cas  où  m  —3,  et  où  le  degré  n  de  l'équation  (B) 
est  plus  grand  que  i.  Désignons  par/;  la  classe  de  l'équation  (B),  c'est-à-dire 
(  Biemann)  le  nomlne  d'intégrales  de  première  espèce,  linéairement  indépen- 
dantes, qui  appartient  à  cette  équation. 

M.  Kuchs  parvient  aux  résultais  suivants  : 

»  Si  p  est  plus  grand  que  l'unité,  le  nombre  de  racines  réduites  (Fucus, 
Crelle,  t.  81,  p.  m)  de  l'équation  algébrique  (jue  vérifie  lintégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  (A)  n'est  pas  plus  grand  que  quatre. 

»  Si  p  est  égal  à  lunitc,  ce  même  nombre  de  racines  réduites  est  égal  à  l'un 
des  nombres  a,  3,  4»  6. 

»  Si/?  est  nul,  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (A)  est  (à  un 
facteur  près  qui  est  racine  d'une  fonction  rationnelle)  une  fonction  rationnelle 
entière  et  homogène  de  degré  n  du  système  fondamental  d'intégrales  d'une 
équation  difTércnlielle  du  second  ordre,  à  coefficients  rationnels  en  z,  linéaire, 
homogène  et  pouvant  être  intégrée  algébriquement  «. 

Dans  les  trois  cas,  p>\,  p  =  i,  p  =  o,  les  intégrales  de  l'équalion  différen- 
tielle (A)  sont  fonctions  algébriques  de  z.  Comme  les  éléments  du  système  fon- 
damental ^,,  jK^,  y,  de  toute  équation  différenliclle  (\)  pouvant  être  intégrée 
algébriquement  sont  liés  par  une  équation  (B),  les  résultats  obtenus  élucident 
complètement  le  cas  où  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre,  linéaire, 
homogène,  à  coefficients  rationnels,  n'a  que  des  intégrales  algébriques. 

M.  Fuchs  termine  en  annonçant  un  Mémoire  plus  détaillé  sur  le  même  sujet, 
dans  lequel  il  se  propose  aussi  de  comparer  les  théorèmes  concernant  le 
nombre  de  racines  réduites  dans  le  cas  où  l'équation  différentielle  (A)  est  in- 
tégrable  algébriquement  aux  résultats  obtenus  par  M.  Jordan  {Crelle,  t.  84, 
p.  89). 

Kronecker.  —  Sur  les  déterminants  mineurs  d'im  système  symé- 
trique. (821-824). 

Cette  Note,  d'une  rare  élégance,  débute  par  la  définition  des  systèmes  réci- 
proques. 

Deux  systèmes 
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sont  rcciproqucs  lursi[ue  leurs  ('léinenls  sonL  liés  par  les  relalicius 
(I) 


OÙ  /t  désigne  successivement  chacun  des  nombres  i,  j,    ...,  n  et  où  A'  prend, 
pour  chacune  des  valeurs  de  h,  toutes  les  valeurs  i,  2,  . . .,  n,  excepté  k  =  h. 

On  peut  résumer  ces  deux  égalités  en  une  seule,  eu  introduisant  un  symbole 
o,,n.  égal  à  l'unité  pour  h  =  A'  et  égal  à  zéro  pour  h  différent  de  k.  On  a  alors 

(  A,  A  =  1 ,  2 , . . . ,  /j  ) . 

Le  théorème  de   multiplication   des  déterminants  appliqué  aux  déterminants 
des  deux  systèmes  réciproques  nous  donne  immédiatement 


a,,     a, 


Cette  notion  de  système  récipi'oque  permet  d'énoncer  d'une  manière  simple 
les  théorèmes  concernant  les  mineurs  des  déterminants  et  d'apercevoir  ainsi 
plus  clairement  la  portée  de  ces  théorèmes. 

Tout  d'abord,  nous  observons  que  les  deux  systèmes  formés  par  les  mineurs 
d'un  ordre  quelconque  de  deux  systèmes  réciproques  sont  aussi  réciproques. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  n  =  4»  les  deux  systèmes  formés  l'un  par  les  trente- 
six  mineurs  du  second  ordre  du  système  («) 

(  'I)  f^ii^i-  —  '^i2'''2i'     •  •  •' 

et  l'autre  par  les  trente-six  mineurs  du  second  ordre  du  système  (a') 


sont  réciproques.  Il  est  facile  de  le  vérifier  directement. 

D'autre  part,  le  système  formé  par  les  déterminants  mineurs  adjoints  des 
cléments  d'un  système  de  mineurs,  divisés  par  le  déterminant  du  système  total, 
est  aussi  réciproque  de  ce  système  de  mineurs.  Ainsi,  dans  l'exemple  choisi,  le 
système  dont  les  éléments  sont  les  mineurs  adjoints  des  éléments  du  sj'stème 
(II),  divisés  par  le  déterminant  du  système  total,  est  réciproque  du 
système  (II). 

Donc  le  déterminant  adjoint  d'un  déterminant  mineur  quelconque,  divisé 
par  le  déterminant  total  du  système,  est  égal  au  déterminant  mineur  corres- 
pondant du  système  réciproque. 

En  énonçant  ainsi  le  théorème  de  Jacobi,  on  voit  que  les  développements 
donnés  par  M.  Franke  dans  le  t.  61  du  Journal  de  Crelle  n'offrent  qu'en 
apparence  un  plus  grand  caractère  de  généralité  que  le  théorème  de  Jacobi  lui- 
même.  On  démontre,  en  effet,  qu'ils  découlent  immédiatement  de  ce  théorème. 

On  peut  démontrer  directement  ce  théorème  de  Jacobi  en  faisant  usage  de  /i' 
quantités  indéterminées  u^  ^  {h,  i  —  i,  2,  . . .,  n).  A  cet  effet,  écrivons  les  équa- 
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lions  (  I  ) 

_2]  ("/..  +  «/..)  «M-  =  5„  -!-  y]  «,,;«;/.■, 

(M  ((■) 

{h,i,  k  =  j,2,  ...,n), 

cl  formons  le  dcLcrmiiianl  dont  les  élénicnls  sont  les  premiers  membres  de 
ces  équalions  et  le  déterminant  dont  les  éléments  sont  les  seconds  membres  de 
ces  équations.  Ces  deux  déterminants  sont  manifestement  égaux;  on  a  donc 


"s'. -+-«"J-I«//J  = 


(/<! 


{g,  h,  i,  k  =  t,  ■2,...,n). 

En  développant  les  deux  membres  de  cette  égalité  suivant  les  produits  des 
indéterminées,  on  obtient  comme  coefficient  de 

dans  le  premier  membre,  un  produit  de  deux  déterminants 

I  a,7,  I,  adjoint  de  |  o,,,  |, 
et,  dans  le  second  membre,  le  déterminant 

l«Wl. 


h  =  /t,,  /«,,...,  /«,„  ;    A  =  I, 


Ces  deux  coefficients  sont  nécessairement  égaux.  Kn  se  rappelant  (|uc  l'on  a 
l«i/.|-l«'/A-|  =  1  (/,  A_=i,2,  3,4) 


il  vient  donc 


j— —  -  adjoint  de  1  a  .  |  =  \  a'hf,  |, 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ainsi,  dans  le  cas  particulier  considéré,  où  /i  =  4  ^^  '"  =  N  pour  trouver, 
par  exemple,  le  coefficient  de  w„«j,  indépendant  des  autres  indéterminées,  il 
suffit  de  remplacer  toutes  les  indéterminées  par  zéro,  excepté  u,,  et  m,,;  ce 
coefficient  est  donc,  dans  le  développement  du  premier  déterminant,  égal  à 

(^11^42  —  ^.a^ji  )  I  '^'//.'  I  ■' 

dans  le  développement  du  second  déterminant,   il  rst  égal  à 


«xo^i.t  —  «:i!i«/.  ■> 


On  a  donc 


l«.« 


'3  2«V3  —  «:i3«ii 
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c'csl-à-dire 

adjoint  de  |  «.,;,  |  , 

Kj-^  =  !«'-!' 

{g  =  2,3;    /t  =  3,4)  (■). 

Supposons  maintenant  que  le  système  formé  par  les  n'  éléments  a-j  soit  un 
système  symétrique,  c'est-à-dii-e  que  l'on  ait 


Transformons  alors,  pour  une  substitution  à  coefficients  indéterminés,  les 
quantités  a-^  en  d'autres  U-^..  Soient 


u..=2: 


'^gh^gi^hv      ig>  /^  i,k  =  1,2,...,  n), 

g,  h) 

ces  substitutions.  On  a  alors,  entre  les  mineurs  d'ordre  m  du  premier  système 
et  du  système  transformé,  les  relations 

|U,i|  =  i:|«„j.|«„,|.lw,,J, 

(g  =  gx^  g.>  •  •  ■>  g'm  ;        i=   i„     h,    ■■■■,in 


\  ^  =  h^,  h^, . . . ,  /i„j  ;     A"  =  A",,  k^, . . . ,  A„j, 

où  la  somme  S  est  étendue  à  tous  les  systèmes  possibles  de  ni  indices  g^, 
gut  •••>  gm  ^^  '^'^  "*  indices  /i,,  h^,  ...,  /t„,  que  Ton  peut  former  avec  les 
nombres  i,  2,  . . .,  n. 

Tout  déterminant  mineur  d'ordre  m  des  quantités  transformées  U-j  est  ainsi 
une  forme  des  indéterminées  m^j.  ;  et  les  coefficients  de  cette  forme  sont  tous 
les  déterminants  mineurs  d'ordre  m  du  système  des  quantités  données  a,,.. 

M.  Kronecker  démontre  qu'il  y  a  des  relations  linéaires  entre  les  différents 
produits  de  mineurs 

l 'Vl-I  ""  I' 

qui  paraissent  multipliés  par  les  mineurs  |  a,,,  |  dans  l'expression  de  |  U,^  |  ;  ces 
relations   sont   les    mêmes  que   celles  qui  lient  les  mineurs  |  a„,,  [  eux-mêmes 
lorsque  l'on  considère  les  quantités  a  comme  des  indéterminées. 
On  peut,  pour  abréger,  représenter  les  différents  mineurs  d'ordre  m 


par  les  symboles  A,,  A^,  . . .,  A,^  et  les  différents  produits  correspondants 

I  «vl-l  ""'' 

/g=  g:>gv-,gm;      ^■=I,2,...,m 
\h  =  /t,,  Aj, . . . ,  /j,„  ;     k  =  i,  2,  .. .,  m 

par  P,,  P^,  ...,  P^.  Soient  alors 

A',,  A2,...,  a; 

pi  fonctions  linéaires  de  A,,  A^,  ...,  A^,  quelconques  mais  linéairement  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  et  telles  que  l'on  puisse  exprimer  les  mineurs  A  par 


('  )  Dans  le  texte  des  Sitzungsberichte  il  y  a,  si  je  ne  me  trompe,  une  faute  d'im- 
pression, I  a'„i^  I  au  lieu  de  |  «/,„  |. 
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CCS  A'.  Ou  a  alors 


et,  de  même, 


donc 


A,.= 


'J.A- 


ii 


=  I,  2, 


('h  S,  S') 
/t  =  I,  2, 


i,  A-  = 


.,m). 


Je  rappelle  que  l'on  nomme  dclerniinant  mineur  principal  un  délcrminanl 
mineur  pour  lequel  les  deux  indices  i  et  A*  prennent  les  mêmes  valeurs. 

Chaque  déterminant  mineur  principal  |  U,^  |  est  ainsi  représenté  par  une 
fonction  linéaire  et  homogène  de  tous  les  déterminants  mineurs  linéairement 
indépendants  du  système  («,t),  (  i,  A  =  i,  2,  ...,  ni). 

Les  coefficients  de  cette  fonction  linéaire  et  homogène  sont  des  fonctions  en- 
tières, linéairement  indépendantes,  des  indéterminées  u-f..  Cette  propriété  im- 
portante résulte  immédiatement  de  ce  que  le  déterminant 


I/o 


(. 


h  —  1,  2, 


V) 


est  nécessairement  différent  de  zéro  comme  étant  une  somme  de  carrés. 

C'est  d'ailleurs  là  une  propriété  non  seulement  des  mineurs  principaux  |  U,j  |, 
mais  encore  de  tous  les  mineurs  |  U,^  |.  On  s'en  rend  compte  en  démontrant 
que  tout  mineur  |  11,^  |  peut  être  représenté  par  une  somme  de  mineurs  d'un 
système  transformé  dont  l'un  soit  un  mineur  principal  multiplié  par  une  quan- 
tité indéterminée.  Il  ne  semble  pas  que  l'on  ait  remarqué  avant  M.  Kroncckcr 
que  les  mineurs  des  systèmes  symétriques  soient,  dans  le  cas  général,  liés  par 
des  identités  linéaires. 

M.  Kronecker  indique  la  relation  suivante  : 


1  =  1, 


V.I 

=2- 

«a 

h  = 

m  +  1 

m 

A  = 

m  -t-r 

, ,  2m, 


/•  —  I ,  m,  r 


où  la  somme  S  est  étendue  à  /•  =  /n  +  i,  m  -+-  2,  . . . ,  2  //;. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  d'écrire  cette  relation  tout  au  long  dans  un 
cas  particulier.  Pour  m  =  /^,  on  a 


«,. 


«.. 
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On  vcrilie  facilement  celle  relation  en  développant  les  cinq  déterminants  par 
rapport  aux  éléments  de  leur  dernière  ligne  horizontale  et  en  tenant  compte  de 
ce  que  a,j.  =  «;.,•  par  hypothèse.  Quel  que  soit  ni,  la  vérification  se  ferait  de 
même. 

Il  faut  maintenant  remarquer  que  les  mineurs  principaux  d'ordre  {>i  —  m) 

|U,.J,  (i,  A-  =  I,  2,...,  m) 

deviennent,  pour />  =  «  —  ni,  des  déterminants  d'ordre  p  identiques  à  ceux 
que  M.  Darboux  a  désignés  par  <5  ,  si  l'on  prend  pour  les  quantités  désignées 
par  X/^.  par  M.  Darboux  les  réciproques  des  indéterminées  u-^.  [Comparez 
Darboux,  Mémoire  sur  la  théorie  algébrique  des  formes  quadratiques 
(Journal  de  Liouville,  1"  série,  t.  XI\)].  Les  développements  précédents  per- 
mettent donc  aussi  de  mettre  bien  en  évidence  les  propriétés  des  déterminants 
«l»    qui  ont  été  développées  par  M.  Darboux. 

Kronecker.    —    Sur  la    composition    des    équations    abéliennes. 
(1059-1071). 

Dans  les  Monatsberichte  de  i853,  M.  Kronecker  a  établi  le  théorème  fonda- 
mental : 

«  Les  racines  de  toute  équation  abélienne,  à  coefficients  entiers,  peuvent  être 
représentées  par  des  fonctions  rationnelles  de  racines  de  l'unité.  » 

Considérons  le  cas  particulier  où  le  degré  /t  de  l'équation  abélienne  est 
égal  à  3. 

En  tenant  compte  de  la  forme  des  équations  de  la  division  du  cercle  données 
par  Gauss  {Bisq.  aritli.,  art.  358)  et  en  y  ajoutant  l'équation 

JK'  —  3jK  -I-  I  =  o, 
dont  les  racines  sont  les  trois  périodes 

■?.r.  4-rc  8- 

2  CCS >        2  COS  >       2  COS ) 

9  9  9 

formées  à  l'aide  des  racines  de  l'unité,  on  peut,  dans  le  cas  particulier  consi- 
déré, énoncer  le  théorème  précédent  en  disant  : 

«  Les  racines  de  toutes  les  équations  abéliennes  du  troisième  degré  peuvent 
être  exprimées  rationnellement  par  les  l'acines  des  équations  abéliennes 

y  —  "^py  +  p{r-hs)  =  0, 

où  p  est  égal  successivement  à  l'unité  et  aux  nombres  premiers  de  la  forme 
(jn  +  I,  et  où  l'on  a,  pour  />  =  i, 

/•  =  I ,        ,s-  =  o  ; 
pour  tout  autre  p, 

r'  —  rs  -T-  s'  =  p,  r  r::  s  (mod  3). 

On  suppose  ici  déjà  connu  le  théorème  démontré  dans  la  théorie  des  formes 
(|u;Hlialif(ues  ((ue,  pour  tout  nombre  premier  p  de  la  forme  6/?+i,    il  existe 
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des  nombres  r,  s,  tels  que 

/■^  —  rs  +  s^  =  p. 

Sous  cette  forme,  renonce  du  théorème  est  débarrassé  de  tout  rapport  avec 
les  équations  de  la  division  du  cercle.  On  est  alors  amené  à  se  demander  s'il 
ne  serait  pas  possible  de  démontrer  directement  ce  ihcorème  pour  n  =  3,  et  un 
théorème  analogue  pour  n  quelconque,  sans  passer  par  rintermèdiaire  des 
équations  de  la  division  du  cercle.  M.  Kronecker  répond  que  cela  est  possible 
et,  ce  qui  n'est  pas  sans  importance,  qu'on  le  peut,  non  pas  en  employant  un 
artifice  particulier  à  la  question  que  l'on  a  en  vue,  mais  en  introduisant  dans 
cette  question  particulière  une  notion  essentielle  dans  toute  une  série  de 
questions  d'Algèbre,  à  savoir  la  notion  de  composition. 

Gauss,  dans  ses  Disquisitiones,  a  d'aboi-d  introduit  la  notion  de  composition 
des  formes  quadratiques. 

Dans  son  Mémoire  fondamental  :  Grundziige  einer  arithmetischen  Théorie 
der  algebraischen  Grôssen,  M.  Kronecker  a  été  amené  à  introduire,  pour  faci- 
liter l'étude  générale  des  formes  algébriques,  la  notion  toute  semblable  de  com- 
position de  formes  algébriques  quelconques.  Ici  il  introduit  de  même  et 
d'après  les  mêmes  principes  la  notion  de  composition  des  équations  abé- 
liennes. 

Rappelons,  pour  commencer,  la  définition  des  fonctions  cycliques  ('). 

Une  fonction  rationnelle  de  n^,  n^,  ...,  n.^  quantités 

^h,,h^ ;„/ 

(/i„  =  G,  I,  2,  .. .,  //„  — i;     a  =:  I,  2,  ...,  v) 

(où  nous  conviendrons  que  tout  indice  /»„>«„  doit  être  remplace  par  un  indice 
congru  suivant  le  module  n^,  et  plus  petit  que  n^)  est  cyclique  lorsqu'elle  ne 

change  pas  (juand  on  substitue,  pour  x  =  i,  2,  . . . ,  v,  à  la  (juantilé 

^'lt,,l,^ ''a-i, ''a, ''o+l,. ..,'■>' 

la  quantité 

•^/i,, 'ij,..., '.a -,,fta+1.''a+l,. ■■,''■/ 

Ces  n,,  /!,,,  . . .,  n^  quantités 

sont  racines  d'une  équation  abélienne,  dans  le  sens  le  plus  général  que  l'on 
attache  à  ce  mot,  lorsque  leurs  fonctions  symétriques  et  cycliques  sont  prises 
comme  éléments  du  domaine  de  rationnalité  ('). 

Nous  pouvons  répéter  ce  que  nous  venons  de  dire  en  prenant,  au  lieu  des 
n,,  /ij,  ...,  n„  quantités  x,  re,,  n^,  ...,  n^  quantités 

•^'*l.*3,...,^v' 

(A-„  =  o,  I,  2,  ...,  /î„— i;     a  ==i,  2,  ...,  v). 


(')  Comparez  Kroni;cker,  Monatsbericlile  der  Berliner  Akademie,  1877. 

(")  Pour  les  définitions  de  domaine  fie  ralionnalité  et  autres  notions  dont  il 
est  fait  ici  usage,  comparez  les  Grundziige  déjà  cités  de  M.  Kronecker,  ou  mon 
Mémoire  sur  la  Théorie  générale  de  l'élimination  {Acta  math.,  t.  VI). 
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Consiilcrons  aloi's  les  quanlilcs  :^  définies  par  les  (''(jualions 

■''l,t-hk,,h.^i-li.2,...,h.,+i.,  —   "■^/ii,'i2,...,'iv'-?'*i,*2,.",''v' 

OÙ  la  somme  S  esl  clendue  aux  /;,,  n,,  . . .,  /;.,  systèmes  de  valeurs  des  indices  A 
cl  A  pour  lesquels 

A,  +  /.-,,     A,  +  A-,,     .  . . ,     A,^  +  A-,^, 

onl  des  valeurs  constantes.  Ces  quantités  z,  qui  sont  fonctions  bilinéaires  des 
(juanlités  x  cl  y,  sont  évidemment  au  nombre  de  w,,  «^,  ...,n^. 

On  voit  sans  peine  que  toute  fonction  cyclique  de  ces  quantités  ;;  est  fonction 
cyclique  des  quantités  x  et  aussi  fonction  cyclique  des  quantités  jk- 

Il  résulte  de  ce  théorème  que,  si  l'on  prend  comme  éléments  du  domaine  de 
rationnalité  les  fonctions  symétriques  et  cycliques  des  quantités  x,  ainsi  que 
les  fonctions  symétriques  et  cycliques  des  quantités  y,  les  quantités  z  sont 
racines  d'une  équation  abélienne. 

Ceci  posé,  nous  donnerons  la  définition  suivante  : 

L'équation  abélienne  Z  =  o,  dont  les  racines  sont  les  «,,  n^,  ...,  n^  quantités  z, 
est  l'équation  composée  de  l'équation  abélienne  X  —  o  dont  les  racines  sont 
les  quantités  x  et  de  l'équation  abélienne  Y  =  o  dont  les  racines  sont  les 
quantités  y. 

Le  domaine  de  rationnalité  de  l'équation  abélienne  composée  Z  =  o  se  com- 
pose, par  définition,  des  éléments  des  domaines  de  rationnalité  des  deux  équa- 
tions abéliennes  composantes  X  =  0,  Y  =  o.  De  môme,  le  domaine  du  genre 
déterminé  par  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  abélienne  composée  se 
compose  des  éléments  qui  déterminent  les  deux  domaines  des  genres  des  racines 
des  équations  composantes. 

Suivant  toujours  l'exemple  de  Gauss  qui  étend  aux  classes  la  composition 
des  formes  qu'il  considère,  M.  Kronecker  étend  la  composition  des  équations 
aux  genres  auxquels  ces  équations  appartiennent.  Alors,  d'après  ce  que  nous 
venons  d'observer,  à  la  composition  des  genres  d'équations  abéliennes  corres- 
pond la  composition  des  domaines  des  genres  de  leurs  racines. 

M.  Kronecker  indique  ensuite  comment  on  peut  décomposer  les  équations 
abéliennes  en  équations  abéliennes  qu'il  nomme  élémentaires.  Cette  décompo- 
sition repose  sur  des  formules  où  figurent  des  racines  de  l'unité,  formules  que 
je  citerai  tout  à  l'heure,  dans  le  cas  particulier  où  v  =  i.  M.  Kronecker  fait 
d'ailleurs  lui-même  observer  que,  comme  il  a  démontré  (')  que  les  équations 
abéliennes,  dans  le  sens  le  plus  général  de  ce  mot  {'),  se  ramènent  aux  équations 
abéliennes  simples  où  l'on  a  v  =1,  il  suffit  d'effectuer  cette  décomposition  dans 
le  cas  particulier  où  l'on  a  v  =  i.  Mais  alors  les  formules  dont  nous  venons  de 
parler  et  les  divers  résultats  sont  bien  plus  simples.  Nous  conviendrons  une 
fois  pour  toutes,  avec  i\I.  Kronecker,  de  réserver  le  nom  d'équations  abéliennes 
à  CCS  équations  abéliennes  simples  où  v  =  i. 

(')  Voir  MonatsbericlUe  der  Berliner  Akademie,  i853. 

(")  On  pourrait  peut-être,  pour  éviter  toule  confusion,  nommer  ces  é(|uations 
abéliennes,  dans  le  sens  le  plus  général  de  ce  mot,  équations  cycloîdales,  comme 
je  l'ai  fait  dans  le  Jiullelin,  dans  le  compte  rendu  du  Traité  des  substitutions 
(le  M.  Nelto. 
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En  cliangcanl  les  noLaLinns,  on  dérmit  n  qiianlilés 

par  les  n  équations 

^;/+;."  =  --^/i  x"li"         [h',h"  =  o,i,  ...,{n—t)], 

où  les  quantilcs  x'/^'  sont  les  racines  d'une  équation  abélienne  \'  =  o;  les  quan- 
tités x\"  sont  les  racines  d'une  équation  abélienne  \"  =  o  et  où,  dans  chaque 
équation,  la  somme  S  est  étendue  aux  n  systèmes  h'  et  /i",  tels  que  h'  -h  h"  ait 
une  valeur  constanle. 
Ces  n  quantités 

sont  alors  racines  d'une  équation  abélienne  X  =  o  dont  le  domaine  de  ralion- 
nalité  se  compose  des  éléments  des  domaines  de  ralionnalité  des  deux  équations 
abéliennes  X'  =  o  et  X"  =  o. 

On    voit   sans  peine  qu'en  composant  trois   écjuations  abéliennes,   dont  les 

racines  sont 

x'/^',    x'j,,,,    x'/l"'        [A', /t",A"'=  o,  I, ...,(« —i)], 

on  obtient  une  nouvelle  équation  abélienne  dont  les  n  racines  sont  données  par 
les  relations 

^l,'+h"^h"'    ^    *-^'/,'^/,"^/,"'^ 

où,  pour  chaque  relation,  la  somme  2  est  étendue  à  tous  les  systèmes  de  valeurs 
indiquées  de  h',  h",  h'"  tels  que  h'  +  /t"  +  h'"  soit  constant. 

Si  l'on  désigne  par  o)  une  racine  j)rimitive  m'''""'  de  l'unité,  et  si  l'on  pose 

(H)  •;  „        ,„    „ 

n/^..  =  Zu/'r-X,., 

(//,  /i',  h",  r  =  0,  I,  :>.,  . ..,  n  —  i), 
on  a 

"/.  =  ra/,' •"//'• 

formule  qui  va  nous  permettre  d'cITectuer  la  décomposition  des  équations  abé- 
liennes. 

A  cet  effet,  nous  commencerons  par  fixer  un  domaine  de  ralionnalité 
[R,  IV,  . . .,  H'»].  Alors  une  équation  abélienne  (iiieleon(iue  de  degré  h.  dont 
nous  désignerons  les  racines  par  x„,  x^,  . .  ,  :r„_,,  peut  être  décomposée  en 
deux  autres  équations  abéliennes  lorsque  l'expression  ra,,  formée  à  l'aide  de  ces 
racines  peut  être  mise  sous  la  forme  dun  produit  de  deux  expressions  ana- 
logues m'/i  et  ra/,  :  donc  aussi  lorsque  l'on  peut  trouver  n'/,  et  n'/,,  telles  que 

(",,)"--("/,)"  ("A"  )"• 

Or  CCS  trois  puissances  «'*"""  appartiennent  au  domaine  de  rationnalilé  déter- 
mine par  (.),  H,  IV,  ...,  \\W.  Donc  le  problèmi"  est  bien  déterminé.  Il  s'agit  de 
décomposer   (n,,)"  en    l'actcurs   (lan>   im    domaine   <(inmi    |  (o,  H.  l\\  ...,  lU'  ]. 
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Mais  cette  décomposition  est  une  application  des  tliéories  exposées  dans  le 
Mémoire  fondamental  déjà  cité  de  M.  Kronecker  ('). 

Bornons-nous  d'abord  au  cas  particulier  où  le  domaine  de  rationnalité  donné 
[R,  R',  ...,  R(:'-)]  est  simplement  R  =  i  et  où,  d'autre  part,  n  est  un  nombre 
premier. 

On  peut  alors  caractériser  a  priori,  par  le  procédé  de  décomposition  indiqué, 
les  équations  abéliennes  élémentaires  de  degré  n  à  l'aide  desquelles  on  peut 
obtenir  par  composition  toutes  les  équations  abéliennes  de  degré  n.  Sans  doute 
il  faut  ensuite  démontrer  qu'il  y  a  de  telles  équations  abéliennes.  Mais,  si  l'on 
suit  la  méthode  des  Disqidsitiones,  on  ne  peut  également  se  dispenser  de 
faire  une  démonstration  analogue;  ainsi,  pour  n  =  3,  il  faut  démontrer  qu'il 
existe  des  solutions  entières  de  l'équation  /•"  —  rs-\-s^=p  lorsque  le  nombre 
premier/)  est  de  la  forme  6«+i,  d'où  résulte  l'existence  d'une  équation  (A) 
pour  chaque  nombre  premier  de  la  forme  6rt  +  i. 

Pour  le  domaine  de  rationnalité  R  =  i  et  pour  n  =  4,  la  série  complète  des 
équations  abéliennes  élémentaires  se  compose  : 

1°  Des  équations  du  second  degré  dont  les  racines  sont  les  racines  carrées  de 
( — i)  et  de  tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  4 A"  —  '•  On  peut  écrire  ces 
équations 

(C)  x''{x-  —  ^)  =  0, 

(«7  =  — I,  3,  7,  II,  19,  ...)■ 

2"  Des  équations  abéliennes  du  quatrième  degré 


dont  les  racines  peuvent  être  représentées  par 

1  b 
cos  -  arc  tang-- 

2  a 

a  et  b  désignent  successivement  tous  les  nombres  entiers,  tels  que  a'  +  b'  soit 
égal  au  nombre  2  ou  à  l'un  des  nombres  premiers  impairs  de  la  forme  /|A +1 
et  que  {a -\- bi)  soit  un  nombre  premier  complexe  primaire  dans  le  sens 
attaché  par  Gauss  à  ce  mot. 

En  composant  les  équations  (C)  et  (D)  entre  elles  et  avec  des  équations 
du  quatrième  degré  dont  les  quatre  racines  sont  rationnelles,  on  peut 
former  toutes  les  équations  abéliennes  du  quatrième  degré  à  coefficients 
entiers. 

Il  est  intéressant  de  constater  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  composer  plus 
d'une  fois  avec  elle-même  chacune  des  équations  (D)  pour  obtenir  toutes  les 
équations  abéliennes  du  quatrième  degré  à  coefficients  entiers. 


C)  Grundziige  einer   arithmetischen    Théorie   der   algchraischen   Griissen. 
Berlin,  Rcimer;  1882  (^Bulletin,  VIII,,  p.  i/jj)- 
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En  général,  en  composant  une  équation  abélienne  irréductible  du  n'^""  degré 
avec  une  équation  dont  les  «racines  sont  rationnelles,  on  obtient  une  équation 
du  même  genre.  Inversement  toute  équation  de  degré  n  d'un  genre  donné  peut 
être  obtenue  par  la  composition  d'une  équation  abélienne  irréductible  du  «'*""• 
degré  de  ce  genre  et  d'équations  dont  les  n  racines  sont  rationnelles. 

Enfin  on  peut  observer  qu'en  composant  une  équation  abélienne  avec  elle- 
même,  on  obtient  une  équation  du  même  genre.  La  ^uite  des  racines  change 
alors,  il  est  vrai,  mais  de  manière  que  les  fonctions  cj'cliques  restent  les 
mêmes.  _ 

Lorsque  le  domaine  de  ralionnalité  est  R  =  \/n,  où  n  est  un  nombre  entier, 
nous  rencontrons  par  le  môme  procédé  de  décomposition  les  équations  de  la 
division  des  fonctions  elliptiques  à  modules  singuliers. 

En  général,  nous  avons  ainsi  par  ce  procédé  de  décomposition  une  définition 
a  priori  algébrico-arillunétique  d'équations  bien  imj)orlantes  au  point  de  vue 
des  développements  contemporains  de  l'Analyse. 

Lipsc/iàz.  —  Recherches  sur  la  délermlnalion  des  surfaces  jouis- 
sant de  certaines  propriétés  concernant  leurs  courbures.  (107-- 

1082.) 

L 

1.  Considérons  une  variété  d'ordre  n,  déterminée  par  n  variables  indépen- 
dantes .r,,  x.^,  ...,  .x„,  dans  laquelle  le  carré  d'un  élément  linéaire  est  donné 
])ar  la  somme 


2]  ^•^^ 


Soit 


A-  =  l 
^{x„  x^,  ...,  xj 


une  fonction  donnée  do   ces   n  variables.   Si    nous  égalons  la    fonction  -i  à    une 
constante  c,  nous  aurons  une  variété  d'ordre  («  — i) 

cp(,r|,  x^,  . . .,  x^)  =  c. 

En  tenant  compte  de  la  relation 

n 


I.ôx'^''^  =  "' 


et  en  posant  (') 


^;.= 


ôx,, 


{h  =  1,  2,  ...,/!), 


on  obtient  facilement  pour  le  rayon  de  courbure  p  d'une  section  normale  quel- 


(')   Comparez    le    Mémoire   de  M.  Lipschilz,  Ausde/tnung   der    Théorie  der 

Miniinal/Jdclicn  {Jounuil  de  Crellc,  t.  7.S). 
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conque  an  point  ,r,,  x,,  .. .,  a:,,  de  la  surface  s  =  c.  l'expression 

n 

^  d'^i,  clxi, 


r 

On  peut  dire  que  les  quantités  ?,,  \^_^  ...,  '^„  sont  les  cosinus  des  angles  que 
la  normale  à  la  variété  d'ordre  {n  —  i),  cp  =  c,  fait  avec  les  n  axes  de  coor- 
données. Elles  sont  i'ailleurs  liées  par  la  relation 

h =1 

et  peuvent  être  aussi  envisagées  comme  les  n  coordonnées  d'un  point  situé  sur 
une  variété  d'ordre  {n  —  i)  qui,  pour  w  =  3,  est  la  sphère  de  Gauss  et  que 
nous  pouvons  également  nommer,  dans  le  cas  général,  sphère  de  rayon  égal  à 
l'unité  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

Ces  coordonnées  |,,  ?j,  ...,  |„  sont  liées  aux  éléments  différentiels  dx^,  ..., 
dx,^  par  la  relation 

V  Ç^.  dx^  =  (). 
/(  =  i 

A  chaque  point  (^c,,  ...,a^„)  de  la  variété  '-p(^,,  ...,a;„)  =  c  correspond 
ainsi,  par  définition,  un  point  déterminé  (?,,  ...,  ?„)  de  la  sphère 

Ef+...+  ?2^i. 

On  peut  aussi  considérer  inversement  les  (/? — i)  variables  indépendantes  a*,, 
x,^,  ...,a:„_,  comme  des  fonctions  des  («  —  i)  variables  indépendantes  '^^, 
Ij,  ...,  ?„_,,  lorsque  le  déterminant  fonctionnel 


ÔX^  '■'•2^,1-, 

a  une  valeur  finie  différente  de  zéro. 

M.  Lipschitz  cherche  d'abord  à  transformer  cette  condition. 

Dans  son  Mémoire  déjà  cité  ('),  le  problème  des  maxima  et  minima  de  l'ex- 
pression trouvée  plus  haut  pour  p  est  ramené  à  la  résolution  de  ii.  équations 

c/ï,,  +  (0  dXf^  —  (), 

et  à  chacune  des  {n  —  i)  racines  réelles  (o,,  . . . ,  o),,_,  de  l'équation  du  {n  —  i )■*■'>'• 
degré  que  l'on  obtient  pour  o)  correspond  une  des  {ii  —  i)  valeurs  réelles 
cherchées  de  p,  par  les  relations 


•P/,  =  —  •  [/t-  I,   2,    ...,(//  —l)]. 


(  '  )  Journal  de  Crelle,  t.  78. 

Jhdl.  des  Sciences  matheni.,  a"  série,  t.  XI.  (Mai  iS8^.)  H.o 


"4 


SECONDE   PAUTIE. 


Mais,  si  l'on  envisage  les  variables  S,,  ...,  ^„_,  comme  des  fonctions  ries  va- 
riables 37,,  ...,  J;„_,,  la  relation 

rf';,,  +  (i)  rf.r,,  =  o 
peut  s'éci-irc,  jjour  /<=i,  ">.,  ...,  (  «  —  i), 

4-  co  )  dx,  -1- ...  -4-  -,  '''    f/jT,,  ,  =  o 
/  ''-^,.-1 


âx,  '  (^J7, 


àx. 


La  quantité  o>  est  ainsi  déterminée  par  l'équation  du  (/;  — ly^'"'  degré 


dx. 


àx., 


<K 


_        'Ik 
dx,         <)x.. 


+  (0 


r)£„_ 


dans  la(|upllc  le  terme  constant  est  le  déterminant  fonctionnel 

Ce    déterminant    fonctionnel    est    donc    éjjal    à    ( — i)"-'co,w_, 
à-dire  à 


(.)„. ,,  c'est - 


Or  c'est  précisément   cette  expression 


que  iM.  Kronccker  a  dé- 


P, -P.  •••?„-, 

signée  (')  par  courbure  de  la  variété  d'ordre  (/i  —  i)  considérée,  en  étendant 
à  n  variables  la  notion  de  courbure  donnée  par  Gauss. 

Pour  que  l'on  puisse  exprimer  les  variables  x  en  fonction  des  variables  \,  il 
faut  donc  que  la  courbure  ne  soit  nulle  en  aucune  partie  de  la  variété  d'ordre 
(«  — i),  o{x^,  ...,  X,,)  '--  r.  Nous  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre  que  la 
surface  tlonnée  »  =  c  est  telle  que  celte  condition  soit  remplie. 


1.  L'expression  trouvée  pour    -  contient  au    numérateur  et  au  dénominateur 

p 

des  formes  (]ua(lrati(|ues  des  dill'ércnlielles  r/.Cj.  On  |)eut  transformer  ces  formes 
en  formes  quadrali(|ues  des  différentielles  c/;,^. 
En  posant,  pour  abréger. 


(')  Cdiiijxirez  Kuoxr.c.KiCR,  Ueber  Système  von   Fuiictinncn  nip/irerer  J'aria- 
Iteln  (Monafs/x'iic/ilc  dcr  llcriincr  A/uidcniic.  iS()()). 
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n 

on  pcul  écrire  l'cquation  2.  ?/,  ^^■^u  =  °i  établie  plus  haut, 

n  — 1 

—  dx^  =  \    V;  dx.  ; 


lu  condition  d'intégrabilité   -~  =  -— ^    [a,  |3  =  i,  2,  . . .,  («  —  i),  a^  p]  est  ici 

manifestement  vérifiée. 
On  a  aussi,  en  introduisant  les  quantités  v.  dans  l'expression  trouvée  pour 

-)  une  nouvelle  expression 

0 

_r    _   N 

P   ~   ÎJ' 
OÙ 

et  où  le  dénominateur 

D  =  dx\  +...-+-  dxJi-i  +  (  V,  dx^  H-. . .+  v,,_,  dx,^_J- 

cst  une  forme  essentiellement  positive  des  (n  —  i)  différenlicUes  dx^,  ..., 
c/j;„_,.    D'après    un    théorème    démontré    (')    dans    toute    sa    généralité    par 

M.Weicrstrass,  on  peut  donc  transformer  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  - 

p 

de  manière  que  le  dénominateur  soit  égal  à  la  somme  de  {n  —  i)  cari'és  de 
fonctions  linéaires  de  dx^,  dx.^,  ...,  dx,^,  et  que  le  numérateur  soit  la  somme 
des  termes  obtenus  en  multipliant  chacun  des  carrés  du  dénominateur  par  le 

terme  coi'respondant  de  la  suite  —  >  —  >  •••,  — 

Pi       P.  9n 

Cette  transformation  effectuée,  remplaçons  les  variables  x^,  x,^  ...,  x„_,  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  variables  H,,  ç^,  ...,  ?„_,.  Alors  chacune  des  fonc- 
tions linéaires  précédentes  de  dx^,  ...,  dx„_^  deviendra  une  fonction  linéaire 
des  quantités  d'I^,  ...,  c/|„_,  et,  par  suite,  une  fonction  linéaire  des  quantités 
(/V|,  rfv^,  ...,  <;/v,,_,  ;  et  nous  aurons 

«—1 

4  =  y  -  (  l^• ,  d'K  H-  P; ,,  c^,,  H-. . .-+-  p,  „    ,  dv„   ,  y, 
I  -1 
II-  1 


)ù  les  ({uantiles  1'^  j,  désignent  des  fonctions  de  1^  E,, 


')   Comparez  WiciiinsruAss,  Monatsberichlc  der  Berliiicr  AUtidcDiic,  i858. 
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3.  Ceci  posé,  M.  Lipschilz  exprime  les  dillércnlieiles  dXf^  en  fonclions  linéaires 
des  difrérentielles  c/v^,  dont  les  coeflicicnts  ne  dépendent  que  des  (juantités  P,,. 
et  de  p,,  pj,  ...,  p„_,.  A  cet  ed'ct,  il  considère  successivement  le  numérateur  N 

et  le  dénominateur  D  de  -• 

p 

On  peut  représenter  directement  en  fonction  de  c/v,,  rfv^,  ...,  d'^„_,  l'ex- 
pression 

qui  est  précisément  j.- •  On  obtient  facilement 

N        àx,    ,  ,       fôx,        dx,\    ,      ,  àx,^,    ,  ., 

et 

N 
En  comparant  celle  expression   de  r-  à  l'expression   trouvée   tout   a  1  heure 

N     .,     . 
pour  —  >  il  vient,  pour  f  =  i,  2,  . . . ,  («  —  i), 
\n. 

Il-  1 

f  fte,    =    y  f   (  F;,,,   rfv,   +   p,,,,  rfv^  H-  .  .  .  +    P,,_„_,   rfv„_,  )  P,.. 

n  —  l 

L'égalité  dx^  = —  \    v^.  dx-  nous  permet  d'écrire  une  relation  analogue  pour 
1  =  i 
.—  dx,^.  C'est  exactement  la  relation  précédente  jjour  i  ~  n,  si  nous  déFiDissons 

des  (luantités  P,  „  par  les  relations 

P,.  „  =:  —  P._,v,  —  P,.  ,^v^  — . . .—  P.-^„_,v„_,, 
(  j  =  I,  o,  . . .,  n  —  i). 

Si  nous  formons  maintenant  l'expression  représentée  par  D  et  si  nous  la 
comparons  à  celle  trouvée  plus  haut  pour  —  >  il  vient 

n                                      n 
i=_l _  /=J _ 

{h,  A  =1,  -2 n;  A  $/i). 

On  peut  ajouter  à  ce  .sysLéme  d'équations  ré(|uation  déjà  citée 

n 


UIÎVUE    DES   PUBLICATIONS.  117 

et,  en  outre,  en  tenant  compte  de  la  définition  des  quantités  P-  „,  les  équations 


*^  P/u?i=  0  {h  =  1,  ■>,...,  11). 


,'=  1 
En  posant 

on  peut  écrire  ces  é(iuutions 

n  n 

(=1  /=i 

(/t,  /.  =  I,  2,  ...,  «,  h^k). 

Mais  sous  cette  forme  on  reconnaît  le  système  d'équations  caractéristiques 
d'une  substitution  qui  transforme  une  somme  de  n  carrés  en  elle-même. 

4.  Il  est  maintenant  facile  de  rétablir  la  symétrie  en  repassant  des  quantités 
V|,  v^,  ...,  v,j_,  aux  quantités  ^^  \,,  ...,  ç„.  On  obtient  immédiatement,  pour 
les  n  diderentielles  dx,., 


dx. 


=  Yi  (  P'  Kk  2  ^V-,'.  ^'/.  )  (  /.•  =  1 ,  2,  . . . ,  « ) , 


tandis  (lue  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  -  deviennent 

P 


n  n  —  \    /  n  \ 

^  rf?,,  fte,,  =:  ^  {  p^.  ^  A,. ,,  r/ï,.  J  , 

n  n—i/n  \ 

2  f^^l-  =  2^    (   p'  2  ^/,''  ^''.   )  • 


M.  Lipscliitz  parvient  ainsi  à  représenter  les  coefficients  des  formes  qua- 
dratiques de  (/;,,  d{,,  ...,  d\^^  qui  figurent  au  numérateur  et  au  dénomina- 
teur de  -,  par  des  fonctions  rationnelles  de  p,,  p,,  ...,  p„_,  et  des  quantités 

P 
A,,  j.  Et,   en   même   temps,    il  représente  les  coefficients  qui  figurent  dans 
l'expression  des  différentielles  dx^.  en  fonction  des  différentielles  d'z/,,  éga- 
lement par  des  fonctions   rationnelles    entières    des  mêmes    quantités   p,, 

n. 

En  résumé,  I\l.  Lipscliitz  développe  dans  la  première  partie  de  son  .Mémoire 
des  formules    qui    [lermcttcnt,    lurscjuc    la    variété   d'orilrc   (/i  — i),    o  —  c    est 

donnée,  de  Irouxer  -  cl  les  dillércnticllcs  <:/x-i  en  l'onction  des  diiïércnlicllcs  c/;,,, 
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de  p,,  p,,  .  ..,  p„_,  et  des  fonctions  de  |,,  Ç^,  ...,  ;,,  que  nous  avons  désignées 
par  A,,  j  (  A,  A  =  I ,  •?.,  ...,«). 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire  il  aborde  la  nueslion  inverse.  Ce 
n'est  plus  la  variété  d'ordre  (n  —  i)  qui  est  donnée;  ce  sont  au  contraire  o,, 
Pj)  ••■■>  Pn-i  ^^  '^■''  tjuantités  A;,  j  qui  sont  données,  d'une  manière  arbitraire,  en 
fonction  des  coordonnées  ?,,  ^,,  .. .,  Ç„  des  points  de  la  sphère  de  rayon  i,  et  il 
s'agit  de  voir  sous  quelles  conditions  il  existe  une  variété  d'ordre  {n  —  i),  telle 
(jue  p  et  les  diiïérenticlles  dx,.  soient  données  par  les  formules  précédentes  en 
fonction  des  ?,,  et  d\i,.  Dans  le  cas  où  cette  variété  d'ordre  {n  —  i)  existe,  il 
s'agit  en  outre  d'exprimer  les  coordonnées  x^,  x^,  ...,x„  de  ses  points  en 
fonction  des  coordonnées  ^,,  \,,  ...,  Ç„  des  points  de  la  sphère  de  rayon  i. 

La  variété  cherchée  d'ordre  (/i  — i)  existe  ou  n'existe  pas  suivant  que,  pour 
les  quantités  p,,  ...,  p„_,  et  A,,,,,  données,  toutes  les  conditions  d'intégrabilité 
des  expressions  trouvées  dans  la  première  Partie  du  Mémoire  pour  les  diffé- 
rentielles dXf^  en  fonction  des  différentielles  d\^  sont  ou  ne  sont  pas  vérifiées. 
Si  elles  sont  vérifiées,  l'intégration  des  mêmes  expressions  nous  donne  la 
réponse  à  la  seconde  question  posée. 

Tout  revient  donc  à  la  recherche  des  conditions  d'intégrabilité  d'un  système 
d'équations  différentielles  données. 

M.  Lipschitz  commence  par  faire  une  remarque  importante.  Comme  les  fonc- 
tions A,,;,  jointes  aux  variables  ^,,  forment  une  substitution  qui  transforme  une 
somme  do  n  cari-és  en  elle-même,  on  voit,  en  se  reportant  à  la  théorie  de  ces 
substitutions,  que  les  fonctions  A,,,,,  vérifient  l'équation 


1"^.=1 


2]  (V-.;.'/;a) 


mais  alors  il  est  manifeste  (jue  tout  système  de  ces  fonctions  A,,  j  peut  cire 
obtenu  en  multipliant  l'un  quelcon(|uc  d'entre  eux  par  la  substitution  la  plus 
générale  qui  transforme  une  somme  de  (/«  —  i)  carrés  en  elle-même.  La  source 
même  des  propriétés  du  système  formé  par  les  conditions  d'intégrabilité 
cherchées  se  trouve  donc  dans  la  théorie  algébrique  de  la  transformation 
d'une  somme  de  {n  —  i)  carrés  en  elle-même. 

Considérons  maintenant  le  système  formé  par  les  conditions  d'intégrabilité; 
c'est  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  qui  exprime  la  dépendance 
des  fonctions  p,,  A,,  ^  des  variables  Ç,,  ...,^„.  Comme  les  coefficients  de  la  sub- 
stitution la  plus  générale  ()ui  transforme  une  somme  do  (n  — i)  carrés  en  cllc- 

.1                        ("  —  ')("  —  '0.1. 
même    i)eu\ciit    cire    exprimes    ratKJiincilcmenl    ])ar  éléments 

2 
,         ,  ,  ,  (/?   —  l  )(//   —   •!).  1  ■ 

iiulcpcndants,  on  |)ourra  également  exprimer  les  A,,  j  par  élé- 
ments indépendants;  les  fonctions  p,,  ...,  p,,,.,  sont  indépendantes;  il  vient 
donc  en  tout  fonctions  indépendantes  des  variables  S,,  ...,?„;  (/i — i) 

(le  ces  variables  sont  d'ailleurs  indéuendanles. 

Mais    on    sait  (')  ijuc    les    conditions    d'intégrabilité    irune    expression  de  la 


(')  Comparez  LirsciUTZ,  L'nlcrsuchungen  in  Iietre[/  dcr  ganzen  homogcnen 
Fiinctionen  von  n  Di/lrrcnlialcn  (  Journal  de  Crcllc.  t.  70). 
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forme 


^  «/,  (i=-i. 


l)cuvent  cire  condensées  en  une  seule  équation  symbolit[ue 


6  V  ai,dzi,  =  dy  a,_oz,,. 


à  l'aide  des  deux  symboles  différents  de  différcnlialion  cl  et  S.  Celle   équalion 
conlinue  à  avoir  la  même  signification  lorsque   les  quantités  désignées  par  z-i^ 
sont  liées  par  une  ou  plusieurs  équations. 
Les  conditions  d'intégrabilité  des  n  expressions 


2    pA.Va,^?,   , 


trouvées   pour  dXf.    (/>=:i,  i,  ...,  ii)    dans    la    première    Partie    du    Alémoii-e 
actuel  peuvent  donc  être  rcjjrésentécs  par  les  n  équations 


2;  p.A,,2]A,,rf?„ 


f^H      P.^^I]a,,,  0-^,  ), 


/ = I  \   // = 1 


pour  A' =  1,  2,  ...,  ;/.  Mais  ces  n  (''ijuatinns   sont  entièrement  équivalentes  aux 
(n  —  i)  équations 


1  =  1 

«  — 1 

:V 


ÇiY^iKi.^^-'^in)^  (-Vv-f/ï/, 


^  (  P.  y  Kl.  cil, 


?i^i  Kn  dX,.  )  V  (  A,,,  5;,,  )     +dl  0,,  V  A,,,  5ï,,  \ 
h=i  A=l  J  \     A=I  / 


("  -i)(»^-) 


pour  a  =  I,  2,  ....  (»  —  i). 
Chacune    des    dernières    équations    symboliques   repi'ésenlc 

équations  aux  dérivées  partielles.  Nous  obtenons  donc  comme  condition  d'in- 
tégrabilité des  i>  expressions  trouvées  pour  dXf. 


(/;-.) 


(  /?  —  I  )   (  «   —  2  ) 


é(iuali()ns  aux  dérivées  partielles  entre   les  dérivc'cs  partielles  du  premier  ordr 

,       Il  (il  —  I  )  . 

lies    • 1 ionctions  indépendantes  dont  nous 

par  ra|)p()rt  aux  (//  —  i)  variables  indépciidiiMles 


,       11(71  —  I  )  . 

les    • 1 ionctions  indépendantes  dont  nous  avons   parh'   ]iliis   liaul.  prises 


lao  SIÎCONDE    IWIMIK. 

j\I.  Lipsrliitz  annonce,  dans  son  Inlrodiiclion  à  ce  ^rémoirc.  qu'il  compte 
appliquer  ces  résullats  au  cas  où  n  =  3,  c'csl-à-dire  aux  surfaces  dans  l'espace 

géoinéuiqno. 

Kroneckcr.  —  Sur  les  équations  aliélienncs  du   troisième  flei;ré, 
dont  les    coefficients  font  pai^tie  du   domaine   y  —  .^i.   (ii5i- 

ii54.) 

Cette  Noie  sert  en  (|uclque  sorte  de  complément  à  celle  sur  la  composition 
des  équations  abéliennes.  C'est,  en  elTet,  une  belle  application  des  principes 
qui  y  sont  exposes  et  cette  application  est  d'autant  plus  intéressante  que  le  cas 
particulier  choisi  nous  amène  précisément  à  l'équation  des  modules  singuliers 
des  fonctions  elliptiques  correspondant  à  \/—'i\. 

J'ai  cite  plus  haut  les  équations  abéliennes  élémentaires  à  l'aide  desquelles 
on  peut,  par  composition,  former  toutes  les  équations  abéliennes  du  troisième 
degré  dans  le  domaine  de  rationnalité  (R=:i).  Parmi  ces  équations  abéliennes 
il  y  en  a  une 

y^  —  3  X  -I-  I  —  o 

dont  les  racines  sont  données  par  les  racines  neuvièmes  de  l'unité.  ICIle  répond 
dans  la  formule  générale  au  cas  où  /;  =  i  et  pourrait,  entre  toutes  les  équations 
abéliennes  élémentaires,  être  désignée  par  le  nom  d'équation  unité. 

yVu  lieu  du  domaine  de  rationnalité  R  =  i,  I\f.  Kroneckcr  considère  maintenant 
Icdomaincderalionnalilé  (il  =  \/ — 3i)'  •'  trouve  alors,  comme  équation  unité. 

l'équation  

V'  -h  \/ —  3 1 y^  —  \oy  —  \J —  3i  =  o. 

Or  cette  équation  caractérise  précisément  le  genre  particulier  d'équations  dont 
les  racines  sont  les  modules  singuliers  des  fonctions  elliptiques  correspondant 
à  y/ —  3i.  Ce  genre  particulier  d'équations  peut  donc  être  délini  simplement 
d'une  manière  purement  algébrique. 

Pour  démontrer  ce  que  je  viens  de  dire,  M.  Kroneckcr  montre  d'abord  que 
les  nombres  premiers  p  se  partagent  en  ceux  que  l'on  peut  représenter  comme 
normes  de  nombres  algébricrues  entiers  du  domaine  {\/—  3,  y/ — 3i)  cl  en  ceux 
dont  le  cube  seulement  peut  être  représenté  de  celte  manière.  C'est  à  ces  der- 
niers qu'il  s'attache  parliculièrcment;  désignons-les  par  y^'. 

Toutes  les  équations  abéliennes  du  troisième  degré  pour  lesquelles  les  ex- 
pressions 

{x^  H-  oj.r,  -H  hy'x.^)  (a:„  +  t>i'x^  -t-  wJ7^), 

formées  à  l'aide  de  leurs  racines  x^,  x^,  x^  cl  d'une  racine  primitive  cubi(|ue 
de  l'unité  w,  sont  égales  à  une  puissance  de  y^',  peuvent  être  décomposées  en 
d'autres  équations  abéliennes  pour  lesquelles  on  ail 

(,r„  +  i-)X,  -H  l'i'x.^y  =  11  (Ç.  w)  Il  (^,  w»). 

où  II(Ç,  0))  désigne  un  nombre  algébri(|uc  entier  du  domaine  ( ',  w).  dont  la 
norme  est  égale  à  (p')':  


i 


7^'^    Pa.r- 
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est  racine  de  l'équation 

C^  H-  ;  +  8  =  o. 

Or  on  peut  démontrer,  à  l'aide  de  considérations  empruntées  au  GriindzUge, 
et  M.  Kronccker  le  fait  en  détail,  que  le  second  membre  de  l'égalité  précédente 
peut  être  transformé  en 

0(!;,  oO'  U(Ç,  oj), 

où  0(Ç,  to)  désigne  comme  H(î^,  w)  un  nomjjre  algébrique  entier  du  domaine 
(Ç,  w)  et  où  U(Ç,  oj)  est  une  unité  algébrique  entière  du  même  domaine,  c'est- 
à-dire   un    nombre   algébrique  entier  du  domaine  (Ç,  w),  dont    la   norme   est 
égale  à  l'unité. 
On  a  donc 

x^^  +  ojjr,  +  M-x,,  =  0( Ç,  oi)  y/U  {%,  w  ). 

Mais,  dans  le  domaine  (Ç,  w),  il  n'y  a  qu'une  seule  unité  fondamentale;  toutes 
les  autres  unités  algébriques  de  ce  domaine  sont  des  puissances  entières  de 
l'unité  fondamentale,  multipliées  par  l'une  des  unités  ordinaires. 

On  peut  en  conclure  que  toutes  les  équations  abéliennes  du  troisième  degré 
considérées  appartiennent  au  même  genre  que  l'équation  abélienne 

y^  -h  \J —  3i  r^  —  \oy  —  \,''—  3i  =  o, 

dont  les  ti-ois  racines  sont  données  à  l'aide  de  l'unité  fondamentale  du  domaine 
(Ç,  to). 

Le  genre  tout  entier  de  nombres  algébriques  définis  par  l'équation  des  mo- 
dules singuliers  des  fonctions  elliptiques  correspondant  à  \J—  3i  se  distingue 
ainsi  de  tous  les  autres  par  une  propriété  arithmétique  aussi  bien  que  par  une 
propriété  algébrique. 

Ce  que  nous  avons  indiqué  pour  le  domaine  (R  =  s^ — 3i)  a  lieu  de  même 
pour  le  domaine  (R  =  \/ —  D)  lorsque  ( — D)  est  ce  que  l'on  nomme,  d'après 
Gauss,  un  déterminant  régulier  de  formes  quadratiques. 

Mais  lorsque  ( —  D)  est  un  déterminant  irrégulier,  l'analogie  ne  subsiste  plus 
avec  le  cas  particulier  où  D  =  3i.  On  a  alors,  non  pas  une,  mais  plusieurs 
équations  abéliennes  particulières,  juste  autant  qu'il  y  a  de  formes  nécessaires 
pour  la  composition  correspondante. 

Il  semble  que  cette  analogie  entre  la  composition  des  équations  abéliennes  et 
la  composition  des  formes  quadratiques  doive  à  elle  seule  déjà  légitimer  l'in- 
troduction en  Algèbre  de  la  notion  de  composition  des  équations  abéliennes. 

J.    MOLK. 
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ANNALES  DES  MINES  (  '  ). 

S*"  série.  —  Tome  IV;  2"  semestre  i883. 

Mallard  et  Le  Clialelier.  —  Recherches  expérimentales  cl  théo- 
riques sur  la  combustion  des  mélanges  gazeux  explosifs.  (2^4" 
568,  1 1  pi.). 

Ces  rcclicrchcs  sont  exposées  clans  trois  Mémoires  distincts,  le  premier,  sur 
les  températures  d'inflammation  des  mélanges  gazeux;  le  deuxième,  sur  la  vi- 
tesse de  propagation  de  la  flamme  dans  les  mélanges  gazeux,  et  le  troisième, 
sur  les  températures  de  combustion  et  les  chaleurs  spécifiques  des  gaz  aux  tem- 
pératures élevées.  Dans  chacun  d'eux  se  trouve  la  description  des  procédés 
d'observation  et  des  méthodes  d'expérimentation,  suivie  des  résultats  des  obser- 
vations. 

Tome  V,  i'='"  semestre  1884. 

Flaton  de  la  Goupillière.  —  Note  sur  la  théorie  des  bobines  d'ex- 
traction. (162-170). 

Combes  a  présenté  la  théorie  des  bobines  d'enroulement  pour  l'extraction  des 
mines  à  l'aide  d'une  analyse  ingénieuse,  depuis  longtemps  devenue  classique, 
cl  qui  peut  être  considérée  comme  l'un  des  meilleurs  modèles  de  l'application 
du  calcul  à  l'étude  d'une  question  de  Mécanique.  .Mais  les  formules  auxquelles 
il  est  pai'venu,  pour  exprimer  les  rayons  d'enroulement,  sont  d'une  grande 
complication,  qui  tient  à  la  difficulté  de  discerner  le  sens  de  la  variation  que 
subissent  les  rayons,  lorsque  chacun  des  paramètres  vient  à  prendre  diverses 
valeurs.  Un  choix  convenable  de  variable  auxiliaire  permet  de  résoudre  la 
question  et  de  simplifier  les  formules  de  Combes,  pour  en  donner  toutes  les 
conséquences  intéressant  la  pratique. 

Touvnaire.  —  Des  dimensions  à  donner  aux  piliers  des  carrières. 

(4i5-/î?.(),  I  pi.)- 

Considérations  relatives  ;"»  ce  sujet  et  sur  les  pressions  auxquelles  les  terrains 
sont  soumis  dans  les  profondeurs. 

Berger  (/>•)•  —  lùudc  sur  ies'càblcs  aériens.  (43o-.:j64,  ".>-  pi.). 

La  piV'sentc  étude  a  poui-  objet  de  |)réciser  les  conditions  (rétablissement  des 
câbles  aériens;  elle  a  été  (aile  surtout  en  vue  d'installations  peu  coûteuses  et 
afin  d'éviter  de  recourir  aux  plans  inclinés,  (|uelqucfois  dispendieux  ou  diffi- 
ciles à  aménager.  Klle  est  suivie  (rcxcniphîs  (rinslallalions  satisfaisant  au  pro- 
gramnu;  indiciué. 

(')  Voir  Jiullctin,  VUI,,,  (i8. 
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Thoiilel  (•/•)•  —  Expériences  relatives  à  la  vitesse  des  courants 
d'eau  ou  d'air  susceptibles  de  maintenir  en  suspension  des 
grains  minéraux.  (oo^-SSo,   i  pi.). 

Comparaison  des  résultats  de  ces  expériences  avec  ceux  de  divers  observa- 
teurs. 

Tome  VI,  -i."  semestre  1884. 

Ce  Volume  ne  renferme  pas  de  Mémoires  ayant  trait  aux  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  dépassant  la  portée  des  connaissances  usuelles  et  pouvant, 
à  ce  titre,  intéresser  les  géomètres  et  contribuer  à  quelque  réel  progrès  de  la 
Science. 

Tome  VII,  i'"'  semestre  i885. 

Dadoureau  (A.).  —  Théorie  des  appareils  employés  au  lavage 
des  matières  minérales.  (521-534,  i  pi-)- 

Les  cuves  de  lavage,  les  appareils  à  courant  ascendant,  les  aires  de  lavage, 
les  tables  à  secousses,  les  tables  de  Rittinger,  les  cribles  à  piston,  le  laveur 
hydraulique  Bazin,  etc.,  sont  fondés  sur  ce  principe  qu'une  grenaille  placée 
dans  de  l'eau  en  repos,  ou  en  mouvement,  soit  au  milieu  du  liquide,  soit  sur 
un  fond  solide,  fixe  ou  mobile,  décrit  un  mouvement  différent,  selon  sa  gros- 
seur et  sa  densité. 

La  théorie  de  quelques-uns  de  ces  appareils  a  été  donnée,  en  1871,  par 
.^L  Henry,  mais  celle  de  la  Table  de  Rittinger  est  ici  modifiée.  La  théorie  du 
laveur  Bazin,  à  force  centrifuge,  a  été  donnée  par  M.  Moreau,  puis  remaniée 
par  M.  Haton  de  la  Goupillière. 


Tome  VIII,  1"  semestre  i885. 

Lebreton  (Z^-).  —  Mémoire  sur  la  méthode  de  congélation  de 
M.  Pœtsch  pour  le  fonçage  des  puits  de  mines  en  terrains  aqui- 
f'ères.  (1 1  i-i  -  I,  I  pi.). 

Depuis  i883,  on  emploie  avec  succès,  en  Allemagne,  pour  le  fonçage  des  puits 
en  terrains  aquifères,  une  méthode  nouvelle  due  à  M.  Pœtsch,  qui  partage  avec 
les  méthodes  à  niveau  plein  l'avantage  de  ne  causer  aucune  dépense  d'épuise- 
ment, et  de  ne  pas  troubler  rc((uilibre  statique  des  eaux,  et  c[ui  a.  en  outre, 
le  mérite  de  permettre  une  évaluation  assez  précise,  a  priori,  de  la  durée  et 
flu  prix  de  f(jnçage. 

La  méthode  de  AL  Pœtsch  consiste  à  congeler  l'eau  contenue  dans  la  partie 
du  terrain  mouvant  qui  occupe  la  position  du  puits  projeté,  de  manière  à  en 
faire  un  bloc  solide  de  glace,  puis  à  creuser  à  la  main  sans  avoir  d'eau  à 
pomper. 

A  cet   effet,  des  tubes    mélalli(|ues   verticaux  travci'scnl  le    lorrain  (|ui  cMivi- 
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ronne  le  puits  et  pénètrent  à  o'",6o  clans  la  couche  sous-jacentc;  après  avoir 
licrmétiquemcnt  fermé  ces  tubes  à  leurs  pieds  et  introduit  au  centre  de  chacun 
d'eux  d'autres  tubes  plus  petits  ouverts  aux  deux  extrémités,  il  ne  reste  plus 
qu'à  faire  parcourir  ces  derniers  par  une  solution  de  chlorure  de  magnésium 
ou  de  calcium,  refoulée  par  une  petite  pompe,  après  avoir  passé  par  un  réfri- 
gérant du  système  Carré,  produisant  le  froid  par  ébullition  du  gaz  ammoniac 
liquéfié. 

L'étude  de  cet  ingénieux  mode  de  fonçage  amène  à  traiter  d'intéressantes 
questions  de  calorimélrie. 

De  Langlade.  —  Méthode  pour  déterminer  les  dimensions  qu'il 
convient  de  donner  aux  sections  successives  des  conduites  d'air 
ou  de  gaz  dans  lesquelles  la  température  passe  par  des  valeurs 
difiPérentes.  {\'-ji-\'j(S'). 

La  formule  de  d'Aubuisson  permet  déjà  de  résoudre  la  question,  à  la  con- 
dition de  subdiviser  la  conduite  en  autant  de  portions  qu'il  y  a  de  tempé- 
ratures différentes,  ce  qui  entraîne  à  de  longs  calculs,  mais  il  paraît  possible 
de  simplifier  cette  détermination,  en  ramenant  le  problème  à  supposer  la  tem- 
pérature égale  à  o°  dans  tout  le  parcours,  puis  multipliant  les  sections  ainsi 
obtenues  (appelées  sections  primitives)  par  un  coefficient  défini  une  fois  pour 
toutes  pour  chaque  température. 

Desdoiiits.  —  Vpplicalion  de  la  m<'thode  rationnelle  aux  études 
dynamométriques.  (481-599,  •>.  pi.). 

Appareils  et  procédés  d'expérience.  Résultats  obtenus  dans  l'étude  de  la  ré- 
sistance des  trains. 

II.  B. 


JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruclion 
de  cet  élablissemenl  (  '  ). 

LV  Cailler.  188). 

Léaiilê.  —  Mémoire  sur  les  oscillations  à  longues  jx-riodcs  dans 
les  machines  actionnées  par  les  moteurs  hydrauliques  et  sur  les 
moyens  de  prévenir  ces  oscillations.  (i-rî6). 

Une  des  difficultés  les  plus  graves  que  l'on  rencontre  dans  la  réglementation 
dos  machines  consiste  dans  les  oscillations  à  longues  périodes  de  la  vitesse  dues 
aux  variations  brusques  du  travail  résistant.  iMiM.  Rolland  et  Resal  ont  abordé 
cette  question  dans  le  cas  des  machines  à  vapeur,  où  le  régulateur  agit  direc- 


(')  Voir  lUilU'tin.  t.  1\,.  ï^i 
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lemcnt  sur  l'admission.  Il  n'en  est  plus  de  même  dans  les  machines  hydrau- 
liques oit  l'appareil  centrifuge  et  le  vannage,  séparés  par  le  mécanisme  intermé- 
diaire, n'ont  plus  qu'une  connexion  indirecte.  La  force  nécessaire  est  alors 
fournie  par  la  machine  elle-même,  et  non  par  le  régulateur,  dont  le  seul  but  est 
d'embrayer  au  moment  voulu  le  mécanisme  de  commande  du  vannage.  Le 
problème  a  donc  complètement  changé  de  nature,  et  il  convient  d'en  reprendre 
l'étude  à  nouveau.  C'est  ce  que  fait  M.  Léauté  dans  ce  Mémoire,  divisé  en  sept 
Chapitres  dont  l'énumération  fera  bien  comprendre  la  méthode  suivie  dans  ces 
recherches  : 

Chapitre  I.  —  Analyse  du  phénomène.  Description  du  cycle.  Le  problème 
revient  à  l'étude  des  cycles.  Eléments  des  cycles  qu'il  convient  de  considérer. 

Chapitre  IL —  Détermination  mathématique  du  cycle.  Equation  des  courbes 
de  déplacement.  Leur  réduction  à  une  parabole. 

Chapitre  III.  —  Calcul  des  éléments  de  chaque  portion  du  cycle.  Périodes 
d'immobilité  de  la  vanne.  Période  de  fermeture.  Période  d'ouverture. 

Chapitre  IV.  —  Discussion  du  problème.  Étude  des  cycles  successifs.  Oscil- 
lations à  longues  périodes.  Condition  pour  c[u'elles  ne  se  produisent  pas. 

Chapitre  V. —  Conséquences  pratiques.  Application  aux  régulateurs  existants. 
Ucgies  à  suivre  pour  éviter  qu'ils  permettent  des  oscillations  à  longues  pé- 
riodes. 

Chapitre  VI.  —  Modifications  à  introduire  dans  l'établissement  de  régula- 
teurs nouveaux.  Idée  générale  de  la  solution  à  adopter. 

Chapitre  VII.  —  Indication  de  la  méthode  à  suivre  dans  certains  cas  spé- 
ciaux. 

Huinherl.  —  Sur  les  surfaces  cyclides.  (  127-202). 

L'auteur  fait  l'étude  géométrique  des  cyclides,  c'est-à-dire  des  surfaces  du 
quatrième  ordre  qui  ont  le  cercle  à  l'infini  pour  ligne  double.  Nous  reprodui- 
sons le  passage  suivant  de  l'Introduction,  ([ui  donne  une  idée  très  nette  du  tra- 
vail de  M.  Ilumbert  : 

»  Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  deux  Parties  : 

»  La  première  est  consacrée  à  Pétude  des  quadriques  inscrites  dans  une  cy- 
clide  et  à  celle  des  systèmes  de  points  conjugués  sur  cette  surface. 

»  M.  Darboux  a  montré  que  toute  tangente  à  «ne  quadrique  Y,  inscrite  dans 
une  cyclide,  coupe  cette  surface  en  quatre  points  dont  la  détermination  dépend 
de  deux  équations  du  premier  degré  :  ces  quatre  points  se  divisent  donc  en 
deux  couples,  et  j'ai  appelé  points  conjugués  dans  le  système  V  les  points  des 
couples  analogues,  obtenus  en  considérant  toutes  les  tangentes  à  la  quadrique  \. 

»  J'ai  appelé  ensuite  splières  du  groupe  V  les  sphères  qui  coupent  la  cyclide 
suivant  une  courbe  telle  qu'un  des  quatre  cônes  du  second  ordre  qui  la  con- 
tiennent soit  circonscrit  à  la  quadrique  V.  » 

Cela  posé,  les  théorèmes  principaux  démontrés  dans  la  première  Partie  sont 
les  suivants  : 

«  1°  Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul  appartenant  à  un  même 
groupe  V,  par  i-apport  à  uuc  cyclide  S,  est  une  cyclide  S',  homofocale  à  la  pre- 
mière, et  dont  les  focales  singulières  sont  les  focales  de  la  quadrique  V.  » 

t!o    Ihi'orème  donne   lieu    à    de    nombreuses    applications  relatives   aux   ]iro- 
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priélés  focales  des    courbes  sphcriques  siliiées  sur  une  cyclide,   aux  lignes  de 
courbure,  aux  raj'ons  de  courbure  principaux,  cLc. 

»  Il  m'a  permis,  en  particulier-,  d'arriver  simplement  aux  théorèmes  de 
M.  Moutard  sur  le  système  triple  orthogonal  formé  pai-  les  cyclides  homofo- 
cales. 

»  2°  Les  plans  perpendiculaires  en  leurs  milieux  aux  droites  qui  joignent 
»  deux  points  d'une  cyclide  conjugués  dans  un  système  V  enveloppent  une  qua- 
»  drique  U  homofocale  aux  déférentes  de  la  cyclide. 

)>  De  là  résultent  des  propriétés  relatives  à  l'intersection  d'une  cyclide  et 
d'une  sphère  ou  d'un  cercle,  à  la  courbure  des  cyclides,  etc. 

»  Dans  la  deuxième  Partie,  on  s'occupe  spécialement  d'une  courbe  déjà  con- 
sidérée par  M.  Darboux,  et  dont  l'étude  est  liée  intimement  à  celle  de  la  cy- 
clide. Cette  courbe  est  une  cubique  gauche  et  jouit  de  nombreuses  propriétés  : 
je  l'ai  désignée  sous  le  nom  de  cubique  principale.  C'est  le  lieu  des  centres  des 
quadriques  inscrites  dans  une  cyclide  et  dans  les  cyclides  homofocales,  et  aussi 
le  lieu  des  centres  des  déférentes  de  ces  cyclides. 

»  Les  théorèmes  les  plus  importants  de  cette  seconde  Partie  sont  les  suivants  : 

»  1°  Les  axes  des  spiriques  planes  qu'on  peut  tracer  sur  une  cyclide  ren- 
»  contrent  en  deux  points  la  cubique  principale; 

»  2°  Les  normales  à  une  cyclide  en  quatre  points  situés  sur  une  droite  rcn- 
»  contrant  la  cubique  |)rincipalc  en  deux  |)oints  sont  dans  un  plan  (jui  passe  par 
»  un  point  fixe. 

»  De  ces  théorèmes  on  déduit  des  pro|)riétés  intéressantes  des  sections  planes 
et  des  normales  d'une  cyclide.  • 

»  Pour  terminer,  j'étudie  les  différentes  formes  de  la  cubique  principale  dans 
les  (lid'érentes  espèces  de  cyclides.  » 

Lecornti.  —  Sur  les  forces  analytiques.  (aSa-a^S). 

Il  s'agit  des  forces,  contenues  dans  un  plan,  dont  les  composantes  X  et  Y 
parallèles  à  deux  axes  rectangulaires  sont  liées  par  la  relation  \  +  iY  =  Z. 
Z  étant  une  fonction  analytique  de  la  seule  variable  z  =  x -h  iy- 

Les  courbes  lieux  des  points  pour  lesquels  la  force  a  une  grandeur  donnée 
forment  un  système  isotherme.  Les  courbes  lieux  des  points  pour  lesquels  la 
force  a  une  direction  donnée  forment  un  autre  système  isotherme  orthogonal 
au  premier. 

Le  mouvement  d'un  point  matériel  de  masse  i,  soumis  à  l'action  du  système  de 

forces  considéré,  est  déterminé  par  récpiation -y-J  =  Z.  Si  l'on  |)ose  Z  ;^  -F'(5), 

une  première  intéitralion  donne 

<lz 
dt  =  —  ' 

V/C-hF(c) 

G  étant  une  constante  arbitraire  qui  (ixe  le    régime.   Pour    un  régime  donné, 
les  trajectoires  constituent  une  famille  isotherme. 
Soient 

V  la  vitesse: 

p  le  rayon  de  courbure  de  la  Irajeclnire  : 

p'  celui  (le  la  courbe  orlhot;oiiah'. 
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La  composante  normale  de  l'accéléralion  est,  comme  on   sait,  —  ;  sa  compo- 

santé  tangentielle  p  s  exprime  par  —  • 

Le  temps  peut  être  envisage  comme  une  quantité  complexe  t  +  if,  t  variant 
seul  quand  le  mobile  parcourt  une  trajectoire  réelle,  et  t'  variant  seul  quand 
on    passe   orthogonalement,    sans   changement   de  régime,    d'une  trajectoire  à 

l'autre.    L'accélération    tangentielle   est   égale   à  -r--,   l'accélération    centripète 

.   dv 

L'auteur  examme  ce  qui  se  passe  aux  environs  des  points  pour  lesquels  -j- 

s'annule  (points   d'arrêt)    ou  devient  infini   (points  de  projection)  et  de  ceux 

pour  lesquels  -j^  s'annule  (points  d'équilibre).  Il   donne  les  conditions  pour 

que  le  mobile  décrive  une  trajectoire  fermée,  ou  circuit  réel  :   un  circuit  réel 
renferme  toujours  un  nombre  pair  de  points  d'arrêt  ou  de  projection. 

Resal.  —  Note  sur  la  courbure  de  riierpolhodie.  (275-285). 

L'auteur  se  propose,  en  prenant  pour  point  de  départ  l'équation  différentiel  le 
de  Poinsot,  de  trouver  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  l'herpolhodie  et 
d'en  déduire  le  théorème  de  M.  de  Sparrc  :  «  L'herpolhodie  n'a  ni  point  d'in- 
flexion ni  point  de  rebroussement.  » 


BULLETIN   DK    LV  Socuîté  diî  Statistique,   des  Sciences  naturelles   et 
DES  AuTS  INDUSTRIELS  DU  DÉPARTEMENT  DE  l'Isère.  3"  Série.  Gr.  in-8"  ('). 

Tome  V;  1876. 

Breton  (Ph.).  —  Points  dits  radiants  des  essaims  d'étoiles  filantes. 
(8-16,  1  pi.). 

Nécessité  de  bien  préciser  les  notions  indispensables  à  l'observation  des 
étoiles  filantes.  Utilité  de  la  définition  du  pôle  de  divei'genec  et  du  pùle  de 
convergence,  diamétralement  opposé  sur  la  sphère  céleste. 

Démonstration  de  l'existence  d'un  rassemblement  réel  d'astéroïdes  qui  ont 
passé  à  leur  périgée  plus  haut  que  l'atmosphère.  Ce  rassemblement  auquel, 
faute  de  nom  déjà  adopté,  l'auteur  propose  de  donner  celui  de  fausse  comète, 
subsiste  pendant  l'apparition  de  l'essaim  d'astéroïdes,  et  doit  être  visible  sur  la 
ligne  droite  menée  du  centre  de  la  Terre  vers  le  pùle  de  convergence.  Elle  doit, 
en  outre,  se  présenter  sous  la  forme  d'une  queue  de  comète  presque  verticale. 
Jusqu'à   présent,  l'observation   n'a  pas  réussi  à   confirmer  l'existence  de   celte 


(')  Xoiv  Bulletin,  t.  \',  p.  jo^,  et  t.  I,,  p.  78. 
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concentration  d'astéroïdes,  ce  qu'il  faut  probablement  attribuer  à  l'insuffisance 
de  leur  nombre;  mais  l'attention  des  astronomes  devra  être  appelée  sur  cette 
observation,  notamment  en  1899,  ^  l'époque  du  prochain  maximum  dans  l'ap- 
parition de  l'essaim  des  Léonides  qui,  en  1872,  au  27  novembre,  a  donné  lieu 
à  une  si  grande  profusion  d'étoiles  filantes. 

De  Sparre  {M.).  —  Mouvement  des  projectiles  oblongs  dans  le 
cas  du  tir  de  plein  fouet.  (321-407,  3  pi.). 

La  déviation  d'un  projectile  oblong  lancé  par  une  pièce  rayée  se  fait  adroite, 
tandis  que  celle  d'un  projectile  sphérique  se  fait  à  gauche,  mais  elle  est  beau- 
coup moins  prononcée.  La  véritable  cause  de  ce  mouvement  réside  dans  le 
mouvement  conique  de  l'axe  de  figure  du  projectile  (H. -G.  Rfagnus),  et  le 
mouvement  de  cet  axe  autour  de  la  tangente  à  la  trajectoire  est  dû  à  la  com- 
position du  couple  de  la  résistance  de  l'air  avec  la  rotation  iniliale  du  projec- 
tile (de  Saint-Robert).  Le  général  Mayewski  parvint  à  calculer  la  dérivation, 
mais  seulement  par  des  mélliodcs  approximatives  dont  il  fit  l'application  au 
canon  de  4  russe.  Grâce  à  l'emploi  heureux  d'une  méthode  de  représentation 
géométrique  imaginée  par  Gauss,  l'auteur  de  ce  Mémoire  a  pu  compléter 
l'étude  de  la  question  et  obtenir,  sous  forme  finie,  l'expression  des  variations 
des  angles  formés  par  l'axe  de  figure  avec  la  tangente  à  la  trajectoire,  et  par 
le  plan  vertical  projetant  de  la  tangente  avec  le  plan  mené  par  cette  tangente 
et  l'axe  de  figure.  Il  a  réussi  également  à  exprimer  la  dérivation  par  des  for- 
mules très  simples,  dont  l'exactitude  est  pleinement  vérifiée  par  leur  compa- 
raison avec  les  expériences  du  général  Mayewski  sur  le  4  russe. 

Ce  Mémoire  est  un  de  ceux  qui  ont  été  le  plus  justement  appréciés  parmi 
d'autres  études  balistiques.  Les  applications  analytiques  s'y  trouvent  judicieu- 
sement guidées  pur  des  considérations  géométriques  fort  intéressantes. 

Jarrige.  —  Sur  une  série  de  moyennes  géométriques.  (409-41  1). 

On  forme  une  suite  de  nombres 

1  3  A  il 

a,    ab,     abi,    ab'>,    ab»,    nôiB,     .... 

tels  que  l'un  d'eux  soit  la  moyenne  géométrique  des  deux  précédents.  Partant 

des  deux  nombres  A  =  «  et  B  =  ab,  la  limite  des  nombres  H,,  est  y  AB";  cette 
série  d'extractions  de  racines  carrées  se  transforme  ainsi  finalement  en  une 
seule  extraction  de  racine  cubique. 

Tomo  VI,  1874. 

L'impression  du  tome  \'I  a  été  faite  en  1874,  avec  les  matériaux  dont  on  dis- 
posait dès  cette  époque. 

Ce  Volume  ne  renferme  que  des  documents  historiques  inédits  sur  le  Dau- 
pliiné,  sans  aucun  Mémoire  relatif  aux  Mathématiques. 
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Tome  VU;  1878. 

Breton  (^Ph.).  —  Visibilité  probable  des  cinq  passages  prochains 
de  Vénus  derrière  le  Soleil.  (29--3o3). 

L'auteur  indique  un  résultat  inattendu  des  observations  qui  viennent  d'être 
faites  sur  le  passage  de  Vénus  devant  le  Soleil.  Plusieurs  observateurs  ayant 
vu  le  disque  de  Vénus  détaché  en  noir  sur  la  chromosphère  rougeàtre  qui 
entoure  le  Soleil,  avant  que  ce  disque  noir  ait  commencé  d'entamer  le  disque 
de  la  photosphère  solaire,  il  est  permis  d'en  conclure,  presque  avec  certitude, 
que  l'on  pourra  observer  les  passages  de  Vénus  derrière  le  Soleil. 

Le  passage  de  187,'}  et  celui  qu'on  attend  en  1882  indiquent  un  passage  par 
derrière  en  1878,  occupant  le  milieu  d'une  série  de  passages  par  derrière.  Les 
cinq  premiers  de  cette  série,  arrivés  en  1846,  i854,  1862,  1870  et  1878,  sont 
restés  inaperçus.  Les  quatre  suivants  arriveront  en  1886,  1894,  1902  et  191  o; 
on  les  observera  de  mieux  en  mieux  si  l'on  se  tient  prêt. 

Tome  VIII;  1879. 

Penet  (L.).  —  Sur  les  surfaces  et  les  lignes  topographiques.  (22- 
loG,  (  |)1.). 

Cet  important  travail  est  le  résumé  d'un  Mémoire,  beaucoup  plus  étendu, 
adressé  à  l'Académie  des  Sciences  et  traitant  des  propriétés  géométriques  des 
lignes  et  surfaces  topographiques.  Quelques  mois  auparas'ant,  l'auteur  avait 
publié  une  Note  de  2.3  pages  i-enfermant  déjà  les  définitions  utiles  dans  l'élude 
de  ces  questions. 

La  Géométrie  descriptive  de  M.  de  la  Gournerie  contient  le  passage  suivant  : 

c<  J'ai  traité  avec  beaucoup  de  réserve  la  question  des  lignes  de  plus  grande 
pente,  parce  qu'elle  est  intimement  liée  à  celle  des  faîtes  et  des  thalwegs,  sur 
laquelle  règne  une  certaine  obscurité.  » 

L'auteur  a  essayé  de  combler  cette  lacune.  Son  Mémoire  est  divise  en  deux 
Livres  dont  voici  les  différents  paragraphes  : 

Livre  I.  —  L  Définitions  et  rappel  de  notions  diverses.  —  IL  Remarques  sur  les 
normales  aux  courbes  planes.  Remarques  sur  les  courbes  semblables.  —  III.  Pa- 
raboloïde.  Indicatrice  au  sommet  d'un  paraboloïde.  Paraboloïdc  indicateur  et  in- 
dicatrice en  un  point  d'une  surface.  Surindicatrice.  —  IV.  Remarques  sur  l'ordre 
de  grandeur  et  le  rapport  de  quelques  infiniment  petits.  Points  d'enveloppe- 
Elnveloppcs.  Ordre  de  grandeur  de  la  distance  entre  deux  tangentes  infiniment 
voisines  parallèles  menées  à  deux  enveloppées  infiniment  voisines  dans  tous  les 
cas  possibles.  Tangente  commune  à  deux  courbes  infiniment  voisines  d'une 
même  série. 

Livre  IL  —  I.  Normale  commune  à  deux  courbes  infiniment  voisines  d'une 
même  série.  Croupes  et  dépressions,  lignes  de  séparation  des  croupes  et  dépres- 
sions. —  IL  Points  lopographiques.  Lignes  topograpliiques.  Lxamen  des  lignes 
(opographiqucs.    Définition    des    points  et    lignes  lopographiques    à    l'aide    des 
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lignes  de  courl)iire.  —  III.  Lignes  tic  plus  grande  pente.  Examen  des  lignes  de 
plus  grande  pente.  Lignes  de  partage  ou  de  rassemblement  des  eaux.  Applica- 
tion de  la  théorie  des  lignes  topograpiiiques  à  quelques  exemples  simples.  —  I\'. 
De  quelques  singularités  que  peuvent  présenter  les  surfaces  naturelles.  Points 
initiaux  et  courbes  de  points  initiaux.  Arêtes.  Points  pyramidaux  et  coniques. 
Appendice.  —  Définition  de  quelques  termes  usités  en  topographie. 

Enfin,  il  est  utile  de  rappeler  que  ce  même  sujet  de  recherches  a  été  étudié 
par  d'autres  géomètres,  parmi  lesquels  on  peut  citer  Î\IM.  Breton  de  Champ 
[Mémoire  sur  les  lignes  de  faite  et  de  thalweg,  etc.  {Journal  de  Mathéma- 
tiques, t.  III,  1877,  et  Traité  du  nivellement)],  lîoussinesq  et  C.  Jordan 
{Comptes  rendus,  1871,  1872). 


Tome  IX;  1879. 

Breton  {Pli.).    —    Remarques   sur    les  deux,    satellilcs    de  Mars. 
(468-477)- 

Circonstances  remarquables  des  mouvements  relatifs  apparents  de  iMars  et 
de  ses  satellites,  pour  un  observateur  supposé  transporté  sur  ces  différents 
corps.  Apparences  singulières  que  présenterait,  pour  la  Terre  par  exemple,  un 
satellite  nouveau,  supposé  à  une  distance  telle  que  sa  révolution  soit  exacte- 
ment d'un  jour  sidéral. 

Tome  X;  1880. 

Breton  {Pli.).  —  Etude  sur  les  orbites  hyperboliques  et  sur  rexis- 
tence  probable  d'une  réfraction  slellaire.  (21-11?.,  3  ]^1-)- 

Voici  les  principales  subdivisions  de  ce  Travail  : 

Chapitre  I"  :  lielations  entre  les  éléments  d'une  orbite  hyperbolique.  — 
Nomenclature  et  notation.  Propriété  tirée  de  la  loi  des  aires.  Digression  sur  les 
orbites  de  répulsion.  Calcul  de  la  vitesse  à  l'asymptote  de  i^  comètes  du  Cata- 
logue d'Encke.  Relation  entre  l'axe  focal  et  la  vitesse  à  l'asymptote. 

Chapitre  II  :  Système  des  orbites  hyperboliques  des  particules  d'une 
comète  sans  vitesse  initiale  absolue.  —  Gerbe  d'orbites  hypcrboliciues.  Ap[)li- 
cation  de  la  gerbe  ù  l'expansion  des  queues  des  comètes. 

Chapitre  III  :  De  la  réfraction  stellaire.  —  Dissémination  illimitée  des 
particules  des  comètes.  Formation  d'une  grande  atmosphère  circumsolairc.  Ex- 
plication des  parallaxes  négatives  de  quelques  étoiles. 

Chapitre  \\  :  Système  des  orbites  des  particules  d'une  même  comète,  avec 
vitesse  initiale  quelconque.  —  Explication  de  l'ellipticité  de  quelques  orbites 
de  comètes.  Gerbes  d'orbites  hyperboliques  avec  vitesse  absolue  initiale.  Vitesses 
(inales  des  comètes  qui  traversent  le  système  solaire.  Eflet  général  du  passage 
du  Soleil  sur  des  comètes  sans  vitesse  initiale. 

CiiAprriu;  V  :  Passage  d'une  comète  à  IruiX'rs  les  eni pires  de  plusieurs 
astres.  —  Enchaînement  d'une  suite  d'orbites  hétérobari([ues.  Empires  enclavés 
et  leurs  frontières.  ICnchaincmenl  de  trois  orbites  hétérubariques.  Diversité  des 
points  radiants  dans  un  essaim  dr   Ixilidcs. 
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Chapitre  VI  :  Direction  et  vitesse  du  mouvement  propre  du  Soleil.  Sillage 
comélaire.  —  Déterminalion  de  la  ti-anslalion  du  Soleil.  Méthode  mixte  pour 
composer  la  résultante  de  plusieurs  vitesses  aux  premières  asymptotes. 

Note  I.  —  Courbe  enveloppe  d'une  série  de  coniques  dans  un  plan,  aj'ant  un 
point  A  commun,  un  foyer  F  commun  et  des  axes  focaux  égaux  à  ïa. 

L'enveloppe  est  une  conique  ayant   pour  foyers  A  et  F  et   pour  grand  axe 

A  F' 

ia •  Application  de  ce  théorème  aux  cfTcls  d'une  explosion. 

Note  II.  —  Application  de  la  spectroscopie  à  la  réfraction  stellaire.  Persis- 
tance du  doute  sur  la  réfraction  stellaire.  Découverte  récente  de  la  mesure 
spectroscopique  de  la  vitesse  d'une  étoile  suivant  le  rayon  visuel.  Mesure  spec- 
troscopique  de  la  distance  d'une  étoile  double.  Expérience  acoustique  similaire. 
Détermination  spectroscopique  de  la  réfraction  stellaire.  Forme  vraie  de  la 
grande  atmosphère  circumsolaire. 

Note  III.  —  Apparence  double  d'une  comète  très  grande  traversée  à  la  fois 
par  le  Soleil  et  par  la  Terre.  Formation  de  deux  fausses  comètes  dans  une 
grande  nuée  cosmique.  Rappel  de  la  grande  pluie  d'étoiles  filantes  du  27  no- 
vembre 1872.  Quelles  peuvent  être  les  dimensions  des  noyaux  des  comètes. 
Gloires  solaires,  vues  pendant  la  totalité  des  éclipses  totales  de  Soleil. 

Legoiix  (A.).  —  Note  sur  les  surfaces  orthogonales  représentées 
par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
(132-142). 

Appelant  surfaces  intégrales  toutes  les  surfaces  représentées  par  Pintégrale 
générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

A/)^  +  X'fj-  -h  A"  r-  ■+-  2  Bgr  -+-  2B'  rp-h  2B"pq  H-  2  C/( -h  2  C'7+  2  C"/'-t-F  =  o, 

on  démontre  que  toutes  ces  surfaces  qui  passent  par  un  point  donné  de  l'espace 
enveloppent,  en  général,  un  cône  de  seconde  classe  et  de  second  ordre  qu'on 
appelle  le  cône  complexe  relatif  à  ce  point  (S.  Lie,  Math.  Annalen,  1872).  Il 
est  facile  de  voir  que,  par  une  courbe  donnée  quelconque  C,  on  peut  faire 
passer  deux  surfaces  intégrales. 

On  peut  se  proposer  de  chercher,  parmi  les  courbes  qui  déterminent  les  sur- 
faces intégrales,  celles  qui  sont  telles  que  les  deux  surfaces  correspondantes 
satisfont  à  des  conditions  données,  par  exemple,  se  coupent  à  angle  droit  ou 
sous  un  angle  constant  en  chacun  de  leurs  points. 

Le  présent  travail  a  pour  objet  l'étude  de  la  condition  d'orthogonalité. 

Application  aux  développables  circonscrites  à  un  ellipsoïde,  aux  surfaces 
telles  que  la  perpendiculaire  menée  de  l'origine  sur  la  normale  soit  constam- 
ment située  dans  le  plan  des  xy;  et  aux  surfaces  enveloppées  par  une  sphère 
de  rayon  constant  dont  le  centre  décrit  une  courbe  située  dans  le  plan  des  xy. 


Tome  XI;  i88'ji. 

Lalars  (G.).  —   Note   sur  une  formule  de  cubature.  (34i-352, 
■   Pl-)- 

Le  volume  \  d'un  solide  Icrminé  par  deux    bases  parallèles  cl  Ici  (|u'une  sec- 


i3a  SECONDE   PARTIE. 

tion,  failo    paralIclcmcnL    à    la    base    inférieure  B,  à  la  dislance  x,  ait  une  aire 

u  =  ax^  +  bx-  +  ex  -+-  sr, 


a  pour  expression 


v=  ^(i3;-^4C  +  B,), 


h  représentant  la  distance  entre  les  deux  hases  B^  et  B,,  et  C  une  seetion  équi- 
distante  des  deux  bases. 

La  démonstration  élémentaire  qui  en  est  exposée  ici  a  été  résumée  et  repro- 
duite en  partie  dans  le  t.  V  de  Mathesis  (i885,  p.  "/r-p)  sous  le  titre  de  «  Vo- 
lume d'un  prismatoïde  »,  pour  faire  suite  à  une  autre  démonstration  donnée 
d'après  M.  Halsted  (ibid.,   p.  9-10). 

Ce  théorème  n'est  d'ailleurs  pas  nouveau.  Il  paraît  dû  à  Steiner  et  se  trouve 
indiqué  dans  un  Mémoire  de  M.  Maleyx  sur  l'évaluation  de  certains  volumes 
{Nouv.  Ami.  de  Math.,  p.  Sag-SSi;  1880). 

Enfin,  il  paraît  utile  de  rappeler,  à  ce  propos,  d'autres  sources  bibliogra- 
phiques :  Géométrie  de  Finck,  Journal  de  C  relie  {l.  18,  C.  Koppe;  t.  23. 
Steiner;  t.  45,  August)  ;  les  Noiw.  Ann.  de  Math.,  t.  VII,  18^8  (Finck); 
t.  XVI,  1857  (Lombard);  t.  XIII,  i854,  p.  266;  t.  VI  (2),  1867  (Giard)  et  divers 
extraits  de  Prony,  Poncelet,  Chapman,  Eytehvein,  Brix,  Sarrus,  Mascheroni,  etc. 
Le  premier  germe  de  cette  formule  se  trouve,  parait-il,  dans  le  Lilavati. 

H.  B. 


BULLETTINO  m  Bibliografi.v  e  di  Storiv  diîm.i:  Scienze  matematiche  e 
FisicnE,  pubblicalo  da  B.  Boncompagm  ('  ). 

Tomo  XVII,  anno  1884. 

Nardiicci  (Henri).  —  Sur  le  TraiLê  de  la  sphère  do  BarUioloméc 
de  Parme,  astronome  du  xiii''  siècle  et  sur  d'autres  Ouvrages 
du  même  auteur. 

Barlholomée  de  Parme  était  lecteur  d'Astronomie  en  1297  à  l'Université  de 
Bologne.  Il  était  contemporain  de  Dante.  !VL  Narducci  donne  une  analyse 
succincte  des  deux  premiers  Livres  du  Traité  de  la  sphère  de  cet  auteur.  Il 
s'étend  davantage  sur  le  troisième  qui  traite  de  la  signification  des  douze  signes 
du  Zodiaque.  Jean  de  Sacrobosco  avait  déjà  traité  les  mêmes  questions  avant 
Bartholomée.  Le  premier  Chapitre  du  Traité  de  la  sphère  se  rapporte  aux 
cinq  grands  âges  du  monde,  comprenant  une  période  de  77000  ans,  et  le  second 
traite  spécialement  des  divers  ûgcs  de  la  création.  Le  troisième  porte  sur  une 
période  qui  s'étend  depuis  la  création  jusqu'en  1297;  le  quatrième  s'occupe  de 
l'origine  du  monde  et  des  diverses  ères  adoptées  par  les  peuples;  le  cinquième 
traite  de  la  fin  du  monde,  le  sixième  de  la  création  des   sept  planètes  et  de 


C)  Voir  Bulletin,  \\  .  |>.  uSi). 
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leur  situation  dans  le  ciel.  Le  septième  comprend  une  étude  de  leurs  orbites 
et  des  propriétés  de  ces  planètes.  Le  huitième  traite  des  constellations  du  Zo- 
diaque; le  neuvième  classe  ces  constellations  en  errantes,  fixes  et  ordinaires  : 
les  autres  Chapitres  sont  consacres  à  la  figure  de  ces  constellations  et  à  leurs 
propriétés  calorifiques  et  lumineuses. 
Voici  d'ailleurs  le  Catalogue  des  divers  Ouvrages  qu'on  lui  attribue  : 

Liber  de  occullis,  1280. 
Breviloquium,  1286. 
Geomantia,  1288. 
Tractatus  de  Sphœra,  129'^. 

Enfin,  dans  un  Traité  de  Philosophie  il  indique  pourquoi  le  Soleil  semble 
plus  grand  au  lever  qu'au  coucher. 

Favaro   [Antonio).    —    Sur   certaines    relations    entre    Galileo 
Galilei  et  Frédéric  Cesi,  avec  documenls  inédits. 

Frédéric  Cesi  fit  partie  de  l'Académie  des  Lincei.  Il  soutint  Galilée  dans  la 
discussion  que  celui-ci  souleva  en  publiant  son  Ouvrage  :  Discorso  intorno  aile 
cose  che  stanno  in  su  l'acqua,  e  che  in  quella  si  muovono.  Cesi  s'occupa  des 
taches  solaires  et  publia  un  Ouvrage  intitulé  Celispicio,  dans  lequel  il  bat  en 
brèche  la  solidité  et  la  multiplicité  des  orbites  des  corps  célestes,  ainsi  que  la 
ligure  des  mouvements  admise  jusqu'alors. 

Genocchi  [Angelo).  —   Sur  quelques  assertions  de  C.-F.  Gauss 
sur  les  formes  quadratiques  YY  ziz  //ZZ. 

Dans  sa  lettre  du  3o  avril  1807  '^  Sophie  Germain,  Gauss  signale  quelques 
inexactitudes  dans  les  propositions  que  celle-ci  lui  avait  soumises. 

Sophie  Germain  voulait  démontrer  que,  si  un  nombre  a  la  forme  h'-\-  nf^,  où 
Il  et  f  représentent  des  nombres  entiers  et  n  un  nombre  premier  4A'  -f-  3,  si  l'on 
partage  ce  nombre  en  deux  parties  x  cl  y,  le  binôme  x"-{-y"  sera  aussi  de  la 
forme  h^+nf^;  elle  ajoute  que  si  x"-hy"-  est  de  la  forme  h--{-nf^,  le  binôme 
X  ~hy  l'est  aussi. 

Gauss  trouve  que  la  proposition  est  trop  générale  et,  en  prenant  un  exemple 
particulier  où  x  =  i5,  y  =  8,  «  =  i  r,  il  démontre  que  la  proposition  est  fausse. 
En  effet  on  a,  dans  ce  cas,  , 

.2,'.+ .,-.=  86583^5793967  =  A, 

avec  A  =  A"-+-  nf';  si  l'on  prend  //  —  1595826,/=  745391,  on  trouve 

X  -t-.T=  23, 

qui  ne  peut  se  réduire  à  la  forme  A--1-  nf'. 

D'après  Sophie  Germain,  la  proposition  précédente  était  une  conséquence  de 
celle-ci  :  Si  un  facteur  de  l'expression  Y^dznT.',  n  étant  un  nombre  premier,  a 
la  forme  Y'±:nZ',  l'autre  facteur  a  aussi  la  môme  forme.  Si  ce  théorème 
était  exact,  le  premier  le  serait  aussi;  car,  pour  n  de  la  forme  SA -I- 3, 
DU  aurait 

x"  +  y"       ^.  ., 

X  -^v 
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cl,  ce  quolicnt  clant,  un  facteur  rie  x"  -%- y",  le  hinôme  x  -\-y  serait  de  la  forme 
Y'+7iZ=  si  a;"+jK"  l'était. 

Getic  dernière  proposition  de  Sophie  Germain  n'est  exacte  que  dans  le  cas 
des  facteurs  indéfinis  et  ne  s'étend  pas  aux  nombres  définis.  Gauss  indique 
comment  il  peut  se  faire  que  le  produit  de  trois  nombres  f,  g,  h  exprimés 
par  des  formes  quadratlcjucs  de  délertninant — n  soit  de  la  forme  Y^+«Z% 
ainsi  que  le  produit  de  deux  d'entre  eux,  sans  que  le  troisième  se  réduise  à  cette 
forma, 

Ganocchi  (Angelo).    —  Théorèmes  de  Sophie  Germain  sur  les 
résidus  biquadratiques. 

Dans  une  lettre  de  Sophie  Germain  à  Gauss,  du  aa  mai  1809,  on  trouve  les 
théorèmes  suivants  :  «  —  4  est  résidu  bicarré  pour  tous  les  nombres  premiers 
de  la  forme  4^  +'  »  et  aussi  :  «  Tout  carré  impair  pris  avec  le  signe  —  est 
non  résidu  bicarré  de  quelque  nombre  premier  de  la  forme  8A+5.  »  Ces  pro- 
positions sont  démontrées.  Elle  en  tire  la   conséquence  suivante  : 

«  —  4  est  résidu  hiquadratiquc  de  tout  nombre  |)remicr  p  —  f\k  -+-i.  » 

Sophie  Germain  désigne  par  n'  le  plus  grand  diviseur  carré  de  k  et  par  g 
le  quotient  de  la  division  de  k  par  n^,  par  suite  k  =  n'tj.  L'égalité  p  =  ^k  -hi 
devient  p  —  l\n'q  H-  i  et  donne 

—  4  n=<7  =  I  (mod.  p); 

il  en  résulte  que  le  nombre  —  '\n''fj  peut  être  considéré  comme  un  résidu  d'une 
puissance  u  de  degré  quelconciue  suivant  le  module  p,  et,  puisque  —  4  est  ré- 
sidu biquadratique  des  p,  le  nombre  n'q  le  sera  aussi.  On  peut  aussi  de  l'égalité 

p  =  !\n-q  -\-i 
déduire  la  congruencc 

p  —  I  (mod  /•), 

où  ;•  désigne  un  diviseur  premier  impair  de  /(  :  par  suite,  p  est  résidu  qua- 
dratique de  /•  et,  à  cause  du  théorème  fondamental  (loi  de  réciprocité),  il 
s'ensuit  que  /•  sera  résidu  quadratique  de  p.  De  même,  «  sera  résidu  quadratique 
de  p,  puisque  tous  les  diviseurs  impairs  de  n  le  sont.  Lorsque  n  sera  pair, 
le  diviseur  2  sera  aussi  résidu  quadratique,  puisque  p  sera  alors  de  la  forme 
8/1  +  1  :  donc  n?  sera  résidu  bi(iuadratique  i\c  p;  il  en  sera  de  même  du  facteur 
q.  Si  l'on  suppose  7  =  2,  on  aura  p  =  8n"-t-i  et  2  sera  résidu  biquadratique  de 
Ions  les  nombres  premiei's  de  la  forme  S/i^+i. 

Sophie  Germain  ajoute  :  «  Un  nombre  de  la  forme  K«^-t-i  ne  peut  èlre  pre- 
mier, à  moins  que  n'  ne  satisfasse  à  l'équation 

„.=  yi±z  +'^x\  » 

Elle  semble  avoir  démontré  cette  proposition  en  s'appuyant  sur  le  théorème 
suivant,  dû  à  Gauss  :  «  Soit/)  un  nombre  premier  de  lu  forme  S/j-i-i,  +2  et 
—  2  seront  résidus  ou  non  résidus  bicarrés  de  p,  suivant  que  p  est  ou  n'est 
pas  (le  la  forme  xx  -\-  ^Ayy-  " 

O  théorème  a  été  démonti-é  par  I-cjcune-DirirhlcI.  par  St<'i-n  cl  |)ar  Lcbesguo. 
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Favaro  {Anlonio).  —  Sur  la  mort  de  Marc  Velscr  cl  sur  ccr- 
laiiies  partJciilarilés  de  la  vie  de  Galilée. 

C'est  à  Marc  Velscr  que  Galilée  dédia  son  travail  sur  les  tactics  solaires.  Une 
Notft  du  Gronove  qui  se  trouve  dans  les  manuscrits  de  la  Bibliothèque  de 
Lcydc  laissait  croire  que  Vciser,  ne  pouvant  remplir  certains  engagements,  avait 
mis  fin  à  ses  jours  par  le  poison.  Melchior  Adam  croyait  que  Velscr  était 
mort  le  i3  juin  iGi4-  Arnold,  Charles  Stengei  et  Vcith  donnent  pour  date  de  sa 
mort  le  28  juin  iGi4.  Cette  date  semble  la  plus  probable.  On  conserve  un  por- 
trait à  l'huile  de  Vciser  au  Musée  d'Augusta. 

Galilée  eut  à  se  plaindre  des  plagiats  d'un  Allemand,  Simon  Mayr.  Celui-ci  se 
dit  d'abord  l'auteur  du  Muiidus  Jovialis  de  Marc  Velser,  puis  du  Sidereus 
nuncius  de  Galilée,  qui  fait  justice  de  toutes  ces  tentatives  dans  le  Saggiatore, 
en  réponse  à  la  Libva  astronomica  e  Jilosofica  du  P.  Grassi.  Il  était  temps  de 
réagir  :  l'Allemand  s'était  attribué  successivement  toutes  les  découvertes  de 
Galilée  et,  en  dernier  lieu,  son  Ouvrage  Sur  le  compas  sphérique  et  militaire. 

S.  Realis.  —  Sur  une  proposition  inexacte  de  Sophie  Germain. 

L'ingénieur  S.  liealis  communique  certains  exemples  portant  sur  des  nombres 
peu  considérables  et  que  l'on  peut  joindre  à  celui  dont  Gauss  s'était  servi  pour 
démontrer  que  si  un  produit  ayant  la  forme  x'--\-ny'-,  oii  n  est  un  nombre 
premier  4A-I-3,  a  un  facteur  tle  la  même  forme,  il  ne  s'ensuit  pas  nécessaire- 
ment que  l'autre  facteur  doive  prendre  la  même  forme.  Tous  les  exemples  por- 
tent sur  le  cas  «  =  u. 

Henry  (^Charles).  —  Pierre  de  Garcavy,  intermédiaire  de  Fermât, 
de  Pascal  et  de  Hujgens,  Bibliothécaire  de  Colbert  et  du  roi, 
directeur  de  l'Académie  des  Sciences. 

Pierre  de  Carcavy,  fils  d'un  banquier  de  Cahors,  est  né  à  Lyon  dans  les  pre- 
mières années  du  xvii'  siècle.  Le  20  juillet  i632,  il  fut  nommé  conseiller  au 
Parlement  de  Toulouse.  Il  se  lia  avec  Pierre  de  Fermât,  conseiller  aux  requêtes 
depuis  le  i4  mai  iG3i  et  conseiller  au  Parlement  le  i6  janvier  i638.  Carcavy 
se  livra  à  l'étude  des  Mathématiques;  en  i645,  il  envoya  à  Pell  la  réfutation  de 
la  quadrature  du  cercle  de  Longomontanus.  Il  fut  ensuite  en  relations  avec 
Roberval,  qu'il  soutint  contre  Descartes  dans  la  discussion  soulevée  par  celui-ci 
sur  certains  passages  de  la  Géométrie  de  Descartes.  Il  connut  aussi  le  P.  Mer- 
senne  et  fut  longtemps  en  correspondance  avec  Pascal. 

C'est  surtout  avec  Huygens  qu'il  eut  des  relations  suivies.  Dans  la  deuxième 
et  la  septième  de  ses  lettres  à  Huygens,  Carcavy  manifeste  le  dessin  de  jiublier 
les  Œuvres  de  Fermât.  Dans  la  troisième  il  donne  des  renseignements  précieux 
pour  l'histoire  du  Calcul  des  probabilités  et  des  Ti'avaux  de  Pascal.  Dans  la 
huitième  il  nous  apprend  que  le  théorème  tout  récemment  démontré  par  le 
P.  Pépin  et  par  M.  Genocchi  :  «Il  n'y  a  que  sept  qui,  étant  le  double  d'un  carré 
moins  un,  soit  la  racine  d'un  carré  de  même  nature  »,  a  été  envoyé  à  Frenicle 
en  iG58. 

Carcavy  fut  présenté  à  Colbert  vers  iGlS  et  chargé  de  la  Bibliothècjue  du  roi. 
Il  rangea  les  papiers  du  cardinal  Mazarin,  acheta  les  collections  de  M.  de  Saiutc- 
Croyo,  les  papiers  de  Mathieu  Mole,  la  Bibliothèque  de  milord  llaplon,  les  ma- 
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iiuscrils  (le  Saiol-Martial,  de  Limoges;  il  enregistra  le  legs  des  mille  deux  cent 
quatre-vingt-treize  manuscrits  liistoriques  du  comte  de  liéthune  et  opéra  en 
1G6G  la  translation  de  la  Bibliothèque  rue  Vivienne.  Il  fonda  le  cabinet  des 
estampes  en  achetant  les  123400  estampes  de  l'abbé  de  .Alarolles.  Gaston  d'Orléans 
avait  légué  à  Louis  XIV^  ses  collections  du  Palais  du  Luxembourg  et  de  Blois. 
Carcavy  fit  alors  transférer  le  cabinet  des  médailles  rue  Vivienne. 

Colbert  fonda  à  cette  époque  l'Académie  des  Sciences.  Carcavy  en  fit  partie 
avec  Iluygens,  Roberval,  Frcnicle,  etc.  Il  réunit  les  matériaux  qui  servirent  à 
publier  plus  tard  la  belle  édition  des  Matliematici  veteres.  Après  la  mort  de 
Colbert,  arrivée  en  i683,  Carcavy  dut  quitter  la  Bibliothèque  à  la  suite  d'une 
disgrâce.  Il  mourut  en  i68'i. 

Le  Paige  {€.).  —  Coriespondancc  de  René-François  de  Sluse. 

René-François  de  Sluse  naquit  à  Visé,  le  2  juillet  1622.  Il  fut  destiné  à  l'état 
ecclésiastique  et  reçu  chanoine  de  Saint -Lambert,  le  i"  avril  1607.  Sluse 
fut  un  mathématicien  remarquable,  un  linguiste  consommé,  un  historien  de 
mérite.  Il  cultiva  la  Physique,  la  Chimie,  la  Botanique  et  rendit  à  sa  patrie 
des  services  cminents  dans  plusieurs  charges  importantes.  Il  fut  en  correspon- 
dance avec  Pascal,  Huygcns,  Oldenburg,  Michel-Ange  Ricci,  Wallis  et  Pierre 
Lambeck. 

Il  se  rendit  à  Rome  en  i6j3,  fut  reçu  docteur  en  droit  et  découvrit  dans  la 
Bibliothèque  Médicis  le  manuscrit  arabe  des  Coniques  d'Apollonius. 

Sluse  se  distingua  comme  analyste  et  comme  généralisateur.  Ses  premières 
recherches  sont  relatives  à  la  cycloïde.  Il  indique  sa  génération  et  l'évaluation 
de  son  aire.  Il  s'occupa  aussi  des  lignes  en  perle  dont  l'équation  est 

yll   —   J^f^fJ  J,  )i'x"'. 

Il  se  servit  surtout  do  l'équation 

x"(a  —  x) 

r  =  — ^^^  ' 

qui  représente  la  perle  du  ( n -t- 1  )'''"'"  ordre.  Il  pui)lia  le  Mesolabum  et  s'occupa 
des  équations  du  troisième  degré. 

Dans  ses  Miscellanea,  Sluse  étudia  la  quadrature  d'une  infinité  de  spirales  et 
détermina  leurs  centres  de  gravité  ;  il  donna  quelques  propositions  sur  les 
maxinia  et  les  minima;  il  rechercha  les  points  d'inflexion  de  certaines  courbes; 
il  généralisa  le  problème  de  Vincent  ^'iviani  sur  le  lieu  du  pied  des  normales 
menées  d'un  point  donné  à  une  infinité  de  paraboles  ayant  même  sommet  et 
même  axe.  Il  déduisit  l'aire  de  certaines  courbes  de  la  connaissance  de  leurs 
centres  de  gravité  et  inversement  leurs  centres  de  gravité  quand  on  connaît 
l'aire  de  ces  courbes.  Il  rechercha  les  centres  de  gravité  de  certains  conoïdes  hy- 
perboliques, lùifin  il  traita  certaines  questions  de  l'Arithmélique  de  Diophante. 

La  méthode  qu'il  donna  pour  mener  des  tangentes  aux  courbes  le  place  dans 
un  des  premiers  rangs  parmi  les  précurseurs  du  Calcul  dillércnliel. 

lînfin  Sluse  donna  une  solnlioii  du  |irol)lèino  d'Alliii/ou  sur  les  miroirs 
courbes. 

Il  mourut  h;  19  mars  diH,"). 

I   légua  sa  bibliothèque,  ses  manuscril^  cl  ses  médailles  au  cardinal  de  Bouillon. 
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Ses    Ouvrages    passèrent  en    grande   partie    de  la    Bibliothèque  de   la  ville  de 
Sedan  à  la  Bihliolhèque  nationale  à  Paris. 

Boncoinpagni  {B.).  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  de  François 
Barozzi. 

François  Barozzi  est  né,  le  9  août  i53y,  dans  l'île  de  Candie.  Il  fit  ses  études  à 
rUniversité  de  Padoue.  Accusé  de  se  livrer  à  la  magie,  il  fut  condamné,  par 
l'Inquisition  à  Venise,  à  une  forte  amende.  Il  mourut  dans  cette  ville  le  23  no- 
vembi'c  1604. 

Barozzi  a  publié  un  Ouvrage  sur  les  Éléments  d'Euclide,  sur  la  .Mécanique 
de  Héron,  sur  les  nombres  de  Pythagore.  Il  a  donné  aussi  une  méthode  pour 
tracer  les  asymptotes  d'une  courbe.  Il  a  fait  imprimer  un  travail  sur  les  Collec- 
tions mathématiques  de  Pappus,  sur  le  Livre  des  aires  du  juif  Savasorde  et 
enfin  sur  le  Livre  des  dimensions  d'Archimède.  Mais  son  Ouvrage  le  plus 
important  est  sa  Cosmographie  publiée  en  ]585,  d'après  les  idées  de  Jean  de 
Sacrobosco. 

Steinschneider.  —  Etudes  surZarkali.  {Suite.) 

Favaro  [Antoine).  —  Remarques  sur  les  manuscrits  de  Galilée 
appartenant  à  la  collection  Libri-Ashburnhani  transférée  à  la 
Bibliothèque  Mediceo-Laurentienne  de  Florence. 

Henry  [Charles).  —  Addition  à  son  Mémoire  sur  Pierre  de 
Carcavv. 
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Tome  III;   1883-1884. 


Kœnigsberger  (S.).  —  Sur  les  Iranscendantes  indépendanlcs  qui 
appartiennent  à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
arbitraire.  (i-48). 

L'auteur  dit  de  deux  transcendantes  qu'elles  sont  indépendantes  lorsqu'il 
n'existe  pas  de  relation  algébrique  entre  elles  et  la  variable  dont  elles  dé- 
pendent. Il  se  propose  et  résout  le  problème  suivant  : 

■•  Trouver  toutes  les  équations  dillérentiellcs  du  pi-cinier  ortire 

(')  Voir  Bulletin,  l.  VIII^,  p.  i3G. 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  1'  série,  t.  XI.  (Juillet  1887.)  R.ii 
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donl  toutes  les  intégrales  peuvent  être  exprimées  à  l'aide  de  n  d'entre  elles 
supposées  indépendantes;  ou,  en  d'autres  termes,  trouver  les  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  qui  n'ont  qu'un  nombre  limité  d'intégrales  indé- 
pendantes. » 

L'intégrale  générale  est  alors  exprimable  algébricjucriient  à  l'aide  de  la  va- 
riable et  de  n  intégrales  particulières  indépendantes. 

L'auteur  étudie  d'abord  le  cas  où  l'expression  de  l'intégrale  générale  est  un 
polynôme  entier  par  rapport  à  n  intégrales  particulières.  Il  trouve  que  les 
é(iuations  linéaires  jouissent  seules  de  cette  propriété. 

Lorsque  l'expression  de  l'intégrale  générale  doit  contenir  rationnellement 
n  intégrales  particulières,  il  faut  que  l'équation  rentre  dans  le  type  de  Riccati 
généralisé 

Enfin  reste  en  dernier  lieu  le  cas  général  où  l'on  sait  seulement  que  l'inté- 
grale générale  s'exprime  algébriquement  par  n  intégrales  particulières. 

L'auteur  commence  par  remarquer  que,  si  l'on  applique  à  l'équation  (i)  une 
transformation  algébrique  quelcontjue,  l'équation  transformée  jouit  précisément 
de  cette  propriété. 

Il  démontre  ensuite  que  les  équations  diiïérenlicllcs  ainsi  obtenues  jouissent 
seules  de  cette  propriété. 

En  conséquence,  les  intégrales  d'une  équation  did'ércnlicllc  du  pi'emicr  ordre 
sont  généralement  indépendantes  entre  elles. 

Le  seul  cas  exceptionnel  est  fourni  par  le  type  d'équation  (i),  et  les  équa- 
tions qui  en  dérivent  par  une  transformation  algébri(|ue. 

Poincaré  {II-)-  —  Mémoire  sur  les  groupes  klcinéens.  (49-92). 

Les  ^4c<a  (t.  I)  ont  déjà  publié  deux  importants  Mémoires  de  M.  Poincaré 
sur  la  théorie  des  groupes  fuclisiens  et  les  fonctions  fuchsienncs.  Dans  ces 
travaux  l'auteur  avait  principalement  en  vue  la  théorie  des  substitutions  li- 
néaires à  coefficients  réels,  et  des  fonctions  qui  se  rattachent  à  ces  substitutions. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Poincaré  étend  ses  recherches  aux  substitutions 
linéaires  à  cocflicicnts  imaginaires.  Il  présente  d'abord  une  classification  de  ces 
substitutions  en  quatre  types,  parabolique,  elliptique,  hyperbolique,  loxodro- 
mique  et  remarque  que  ces  substitutions  transforment  les  cercles  en  des 
cercles.  Cette  i>ropriété  les  rapproche  naturellement  de  la  transformation  géo- 
métriejue  appelée  inversion,  et  l'auteur  montre  en  efi'et  que  toute  substitution 
linéaire  imaginaire  équivaut  géonii'lri<|uemenl  à  un  nombre  pair  d'inversions 
successives. 

Cette  équivalence  peut  même  être  réalisée  d'une  infinité  de  manières. 

Dans  la  théorie  des  groupes  fuschsiens,  l'axe  des  quantités  réelles  et  les 
cercles  orthogonaux  à  cet  axe,  traces  dans  le  plan,  jouent  un  rôle  prépondérant. 
De  môme  ici,  le  plan  et  les  sphères  qui  le  coupent  à  angle  droit  offrent  les 
éléments  essentiels  de  la  théorie  des  groupes  kleinéens.  Soient  C,,  C,,  ...,  C„ 
des  cercles  du  plan  qui  définissent  2«  inversions  é<iuivalentes  à  une  substitution 
linéaire  imaginaire  S,  et  ï,,  i^^,  ....  ï,„  les  sphères  qui  ont  même  centre  et  môme 
rayon  que  ces  cercles,  et  <|ui,  par  consé([uent,  sont  orlhogonalcs  au  plan.  La 
tr<tnsforniitti(}n   de  l'espace  (|ui   consiste  dans   ■>.  n   inxersions   successives   par 
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rapport  aux  sphères  S  se  confond  avec  le  système  des  inversions  par  rapport 
aux  cercles  C  et,  par  conséquent,  avec  la  substitution  S,  lorsque  le  point  que 
l'on  transforme  est  dans  le  plan.  Cette  succession  d'inversions  par  rapport 
aux  sphères  2  dans  l'espace  n'est  donc  autre  que  la  généralisation  et  l'extension 
aux  points  de  l'espace  de  la  transformation  S.  Par  celte  ingénieuse  remarque 
la  théorie  des  substitutions  imaginaires  se  trouve  transportée  dans  l'espace,  et 
les  figures  polyédrales  formées  de  sphères  orthogonales  au  plan  présentent  un 
moyen  d'étude  des  gx'oupes  kleinéens  de  même  que  les  polygones  tracés  dans 
le  plan  et  formés  de  cercles  normaux  à  l'axe  des  quantités  réelles  dans  le  cas 
des  groupes  fuchsiens. 

[1  s'en  faut  cependant  qu'il  y  ail  une  entière  identité  en  ire  les  deux  théories. 
Une  différence  importante  se  rencontre  tout  d'altord  lorsqu'il  s'agit  de  définir  la 
discontinuité  des  groupes. 
Une  substitution  linéaire 

I        a  :;  -1-  ;ï  [ 

I  "''  yi:  +  3  I 

est  infinitésimale  si  les  modules  de(a  — i),  |i,  y,  (5 — i)  sont  infiniment  petits. 
Un  groupe  de  substitutions  linéaires  est  continu  s'il  contient  une  substitution 
infinitésimale.  Mais,  en  dehors  de  la  continuité  ainsi  définie,  il  peut  arriver 
que,  dans  un  domaine  aussi  resserré  que  l'on  voudra  autour  d'un  point  z,  le 
groupe  fournisse  toujours  une  infinité  de  transformées  de  ce  point.  Dans  le  cas 
des  substitutions  réelles  ce  fait  ne  pourra  se  présenter  que  si  z  est  sur  l'axe  réel  ; 
dans  le  cas  de  substitutions  imaginaires,  au  contraire,  ce  fait  peut  se  présenter 
pour  un  point  quelconque  du  plan.  La  discontinuité  du  groupe  est  alors 
impropre.  L'auteur  se  borne  à  la  considération  des  groupes  proprement  dis- 
continus., c'est-à-dire  qui  n'offrent  pas  de  discontinuité  impropre  de  la  nature 
de  celle  que  l'on  vient  de  définir.  Il  indique  la  condition  que  doit  remplir  le 
polyèdre  générateur  pour  que  le  groupe  soit  propi-ement  discontinu.  C'est  à 
un  tel  groupe  qu'on  donne  le  nom  de  kleinéen. 

Après  avoir  donné  la  classification  des  groupes  kleinéens  d'après  les  ca- 
ractères de  leurs  polj'gones  ou  polyèdres  générateurs,  M.  Poincaré  passe  à  la 
définition  des  fonctions  thêta-kleinéennes  et  kleinéennes. 

En  représentant  par  H  une  fonction  rationnelle  dont  les  pôles  ne  sont  pas 
des  points  singuliers  du  groupe,   par  m  un  entier  supérieur  à   i  et  enfin  par 


une    substitution    quelcon((ue  du   groupe,   l'auteur  forme   la   série  convergente 
suivante,  où  le  signe  S  s'étend  à  toutes  les  substitutions  du  groupe 

Cette  fonction  f)(c)  jouit  de  la  jiropriété  exprimée  par  r(''quation 

et  l'on  forme,  à  l'aide  de  ce  type  de  fonctions,  une  foMclion   V {z)  ([iii  se  repro- 
duit pour  toutes  les  substitutions   du    gi-oupe.  Toiiles  les   fonctions   Uleinécnnes 
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F{z)  qui  se  l'apportent  à  un  même  groupe  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
deux  d'entre  elles  x  cl  y,  et  entre  x,  y  a  lieu  une  relation  algébrique 

f{x,y)  =  o, 

dont  le  genre  égale  celui  du  groupe. 

L'auteur  termine  par  l'indication  de  plusieurs  applications. 

Kranse  (^Martin).  —  Sur  la  Iransformalion  des  fonctions  clli|)- 
liques.  (93-96). 

LiiideUif  [S.)  —  Une  question  de  renies  viagères.  (97-100). 

Trouver  la  valeur  annuelle  d'une  rente  viagère  payable,  à  la  fin  de  chaque 
année,  à  un  groupe  donné  de  m  personnes  à  telles  conditions,  que  la  somme  à 
payer  chaque  fois,  au  lieu  d'èlre  constante,  dépende  du  nombre  des  survivants 
et  qu'elle  soit  fixée  respectivement  à  r„,  /•„_,,  ...,  '',  francs  pour  les  périodes 
de  temps  successives  oii  le  groupe  donné  sera  réduit  à  n,  n—t.  ...,  1  per- 
sonnes en  vie. 

Ifjalrnar  Mellin.  —  Une  généralisation  de  l'équation 

Y {\ -\- x)Y i\  —  x)  =      ^'^    • 
sin-ar 

(ioi-io4). 

On  peut  traduire  cette  équation  en  disant  que  l'on  a 


n 


r(i — p,.r)  r(i  —  p^a;)       J-JLV        «^ 

n  =  l 
si  p,  et  pj  sont  racines  de  l'équation  p'  =  i.  Plus  généralement,  on  a 

r(i  —  p,ir) r(i  —  p,^). ..r(i  —  ^^x)  ~llv~  n'y 

si  p  ,  Pj,  ...,  p^  sont  racines  de  l'équation  p' =  i;  et,  plus  généralement  encore, 
si  p  ,  p.,  . ..,  Pv  conservent  la  même  signification,  on  a 


TM^) 


nhrr^.]- 


r(^-p,x)r(--p,jr)...r(2-p,.r) 

De  Spavrc.  —  Sur  l'équation 

dP-Y        (      /i2sn:rcn.r  sii,rdn.r  cn.rdna7\  dv 

dx^        \  an  a:  cnar  snx     J  dx 

1      .  w  .        àn"^-^ 


V        (      A2sn:rcn.r  sii,rdn.r  cn.rdna7\  d 

■1        \  dnar  çwx  snx     /  d: 

[1  dn2.r 

^^^(«3- V2)(n3-i-  V2+  I)  4-  -^-^^(«2-  v,)(n,-f- V,. 


0 


k^cn^x. 


-H  A-2  Sn2j"(/i  -i-  V  -H  V,H-  V2)(/l  —  V >i ;,4-  |)_(-    h    \y 

(io5-i4o  ;  ■aSc)-'.\a\). 
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L'auteur  commence  eu  rappelant  les  travaux  de  M.  Hermite  sur  l'équation 
de  Lamé,  et  les  trois  équations 

y +  2(v  +  r)         "j^^^' — y  =  [(«  — v)(/i+v+i)A-^sn^^  +  /i]j', 

s  n  .2^  ri  n  .27 
y-l-a(v  +  i)        ^^^^        jK'  =  [(n  — v)(rt  +  v  +  i)A-=sn^^  +  /i]r, 

c  n  ^  cl  n  .37 
y  — 2(v+i)        ^^^^        jk' =  [(// —  v)(/i  + v-i-i)A-"sn=a;  +  /t]y, 

sur  lesquelles  M.  Ilcrmite  a  attire  l'attention  des  géomètres  et  dont  la  première 
comprend  l'équation  de  Lamé.  M.  Darboux,  dans  les  Comptes  rendus  (19  juin 
i88j!),  a  aussi  considéré  l'équation 


'  an'x 


en -a; 


jx"  (  jx"  +  1  ) 
dn^x' 


A'  en' X  -h  n  (  n  ^  1)  k-  sn' .r  + 


/']r, 


qui  comprend  également  l'èciuation  de  Lamé  et  les  précédentes  et  qui  a  une 
intégrale  uniforme  lorsque  [x,  jx',  [x"  et  n  sont  entiers.  On  sait  que  dans  ce 
cas,  en  vertu  d'un  théorème  de  M.  Picard,  son  intégrale  s'exprime  par  les 
fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 

L'équation  de  l'auteur  est  identi(|ue  à  celle    de   IM.  Darboux.   En   s'appuyant 
sur    une   transformation    très   simple,   l'auteur   remarque  que  l'équation 

V  I   Ti    P'-  P'        1    V'^'  V  1 

admet  l'intégrale 


\/\ 


z  =  i/l  (Aev'""^""'-  +  nc-^'^^"'^), 


où  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires,  puis  il  identifie  son  équation  avec 
l'équation  (5). 
Il  trouve  tout  d'abord  et  sans  difficulté 

V  =  dn-''^cn=''i.rsn''':;a:.'. 

La  considération  de  la  partie  principale  du  développement  du  second  membre 
de  (5)  lui  fournil  ensuite  cette  expression  [jour  P 

_  H2"3  (  X  )  Uf-  (  X  )  ©f'  (  07)  02"  (  ^  ) 

~      \l{x  —  a^)  H{x  -h  a,)  ll{x  —  a,J  H  {x  -\-  aj . .  .11  {x  —  a^)  }i{x  -\-a^) 

où  l'on  a  p  =  «+«,+ «^  + /ij.  Les  quantités  R,  a^,  a^,  . . .,  a^  sont  les  con- 
stantes, dont  la  détermination  est  le  dernier  point  auquel  se  ramène  l'intégration. 
La   valeur   de   P  peut  s'écrire  encore  sous  la  forme    suivante,    plus   apte    à 
l'intégration 

P  -  H'(^— <^i)  _  H'(a;-f-a,)  _        ,    II'(J7  — «g)  ^  W {x  +  a^)       ^ 
~    \\{x  +  a^)         H(j;  +  rt,)        •■•"^   II(j:  — «^)  H(a:  +  «o)  '' 

ou  C.  est  une  constante. 
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El  l'inlcL'ralc  a  alors  la  l'ornjc 


tln''j;  cii'i  J7  sn''2^ 


H  (a;  —  a,)  II  (x  —  a  ) . .  .U{x  —  a,) 

A — 


B 


H  (^  +  a,)  II  (a:  —  «J.  .  .H  (j;  +  «/) 

H"3(x)  II'J-(:r)  e'|''(j;)  e"(a7) 


^j- 


L'auteur  examine  avec  clélails  divers  cas  inlércssaiils  ou  se  rallacliant  à  des 
travaux  connus  et  compris  comme  cas  particuliers  dans  l'équation  générale. 

Beltrami  {E.).    —    Les   couches  de    niveau    éleclromagnélique. 

(i4i-i;")2). 

Les  actions  éiectromagnéliques  donnent  lieu  à  des  surfaces  et  à  des  couches 
de  niveau  comme  les  forces  nevvtonienncs.  Après  avoir  rappelé  les  formules, 
déjà  données  par  lui,  qui  fournissent  les  systèmes  de  courants  constants  et 
fermés  dont  Faction  est  la  même  que  celle  d'un  corps  magnétique  donné,  l'auteur 
se  place  dans  le  cas  particulier  où  les  composantes  a,  p,  y  du  moment  magnétique 
en  un  point  (jt,  j',  5  )  dérivent  d'un  potentiel  »,  d'après  les  formules 

*~"'4^Di:'  "^""4^^'  '^~~'^.'tz' 

en  supposant  en  outre  (|ue,  dans  tout  l'espace  S  occupé  par  le  corps  magnétique, 
on  ait  l'éciuation  de  Laplacc 


et,  d'autre  part, 


sur  la  surface  a  qui  limite  l'espace  S.  11  résulte  alors  soit  d'un  théorème  de 
Poisson,  soit  même  des  formules  de  l'auteur,  que  les  courants  du  système  sont 
tous  sur  la  surface  S,  qu'ils  s'y  meuvent  suivant  les  courbes  tp  =  const.  avec 
l'inlcnsilé 

où  N  est  relatif  à  la  normale  à  la  surface  «>  =  const.  L'action  élcctromagnctique 
est  nulle  hors  de  l'espace  S,  et  dans  l'intérieur  de  cet  espace,  les  composantes 
de  la  force  électromagnétique  sont  respectivement 

f)!f>  d-^  (J2 

dx  ôv  ôz 

L'auteur  parvient  ainsi  au  lliéoninc  suivant  : 

«  Soit  !f  la  fonrlion  potentielle  électiomagnéliquc  d'un  système  I"  de  rourants 
et  soit  a  une  surface,  lieu  géométrique  de  lignes  de  force  extérieures  relatives 
à  ces  courants,  et  partageant  l'espace  infini  en  deux  régions  S  et  S',  dont  la 
première  ne   renferme   aucune   partie  de   Y.  Si    l'on    fait   parcourir  celle  surface 


ôx' 

-+■ 

d'o 

du 

=  0, 
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par  un  système  de  courants  (  solénoïde  neutre),  dont  l'intensité  spécifique  (de 
superficie)  soit 

I  =  ^  ^, 

4-7C     C»N' 

N  étant  la  normale  aux  surfaces  9  =  const.,  l'action  électromagnétique  de  ce 
système  est  nulle  dans  tout  l'espace  S'  et  est  identique,  dans  tout  l'espace  S  à 
celle  du  système  primitif  F.  » 

Les  sui'faces  homofocales  du  second  degré  présentent  une  remarquable  appli- 
cation de  ce  théorème,  et  les  résultats  présentent  la  plus  grande  élégance 
lorsque  l'on  suppose  successivement  que  les  lignes  de  courbure  ou  les  généra- 
trices rectilignes  de  riiypcrboloïde  à  une  nappe  sont  parcourues  par  des 
courants. 

Krause.  —  Stir  la  Iransformalion  des  fonctions  hypereUipliqucs 
de  premier  ordre.  (i53-i8o). 

Des  travaux  de  M.  Hermile  et  d'autres  savants  sur  la  transformation  des 
fonctions  hyperelliptiques  de  premier  ordre,  il  résulte  qu'on  peut  représenter 
les  fonctions  6  transformées  pour  une  transformation  quelconque  du  /i""' degré, 
abstraction  faite  d'un  facteur  commun,  comme  des  fonctions  entières  des 
fonctions  primitives  8,  du  /i>'™'  degi'é,  et  contenant  un  certain  nombre  de  con- 
stantes linéairement.  Brioschi  a  donné  une  détermination  de  ces  constanlcs. 
L'auteur  se  propose  d'exposer  une  autre  méthode  de  détermination  au  moyen 
de  laquelle  ces  constantes  deviennent  des  fonctions  rationnelles  des  fonctions  9, 
soit  primitives,  soit  transformées,  quand  les  arguments  prennent  la  valeur 
zéro.  L'avantage  de  cetle  méthode,  c'est  qu'elle  donne  en  même  temps  le 
moyen  de  déduiie  autant  de  rapports  modulaires  que  l'on  veut  pour  un  degré 
quelconque  de  transformation. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  surfaces  du  Iroisicme  ordre.  (181-200). 

L'objet  du  Mémoire  e-^t  la  construction  d'une  surface  du  troisième  ordre 
définie  par  dix-neuf  points. 

La  méthode  consiste  dans  l'emploi  des  homographies  et  des  involutions 
d'ordres  supérieurs.  Dans  la  première  Partie,  M.  Le  Paige  rappelle  la  con- 
struction ponctuelle  de  la  cubique  gauche  passant  par  six  points,  et  traite  divers 
problèmes  relatifs  à  l'involution  ou  à  Thomographie  sur  une  cubique.  Dans  la 
seconde  Partie,  l'auteur  s'occupe  de  la  construction  qu'il  s'est  proposée.  Il 
s'appuie  sur  le  théorème  fondamental  que  voici  : 

«  Si  un  tétraèdre  se  déforme  de  telle  façon  que  trois  de  ses  faces  passent  par 
trois  droites  fixes,  tandis  que  la  quatrième  reste  tangente  à  une  surface  de  la 
seconde  classe  S^,  et  que  trois  de  ses  sommets  parcourent  trois  droites  concou- 
rantes formant  un  trièdre  dont  les  faces  soient  tangentes  à  S^,  le  quatrième 
sommet  décrit  une  surface  du  troisième  ordre  passant  par  les  trois  droites 
fixes  et  par  le  sommet  du  trièdre.  » 

M.  Le  Paige  indique  ensuite  la  solution  des  problèmes  suivants  : 

"  Section  d'une  surface  du  lroi«ièmc  ordre  pai'  un  plan  riuclconque.  quand  ou 
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cannait  de  la  surface  trois  droiles  et  sept  points;  ou  bien  une  droite,  trois 
groupes  de  trois  points  en  ligne  droite  et  six  autres  points;  ou  bien  une  droite, 
trois  points  en  ligne  droite,  et  douze  autres  points. 

«Construction  d'une  surface  du  Iroisième  ordre  dont  on  connait  trois  points 
en  ligne  droite,  et  seize  autres  points;  ou  bien  dix-neuf  points;  ou  bien  quatre 
groupes  de  trois  points  en  ligne  droite,  et  sept  autres  points.  » 

Il  résulte,  eu  sonitiie,  des  constructions  de  Tautcur  que  l'on  peut,  dix-neuf 
points  étant  donnés  dans  l'espace,  construire  linéairement  autant  de  points 
que  l'on  veut  de  la  section  faite,  dans  la  surface  cubique  déterminée  par  ces 
points,  par  un  pian  qui  passe  par  un  des  dix-neuf  points  donnés. 

L'auteur  reconnaît  que  les  constructions  qu'il  emploie  sont  un  peu  longues; 
mais  il  faut  bien  convenir  avec  lui  que  dans  un  sujet  aussi  comi)Iiqué  il  parait 
difficile  d'obtenir  des  résultats  très  simples. 

Prytn  (F.).  —  Une  nouvelle  démonslralion  pour  la  forinulc  9  de 
Rieniann.  (2 10-21 5). 

Il  s'agit  (les  fonctions  0  à  plusieurs  variables. 

L'auteur  a  déjà  donné  deux  démonstrations  de  cette  formule;  celle  qu'il  pré- 
sente ici  est  conçue  dans  le  même  esprit  que  celle  de  Jacobi  pour  le  cas  des 
fonctions  elliptiques,  et  dont  le  principe  consiste  dans  une  transformation  li- 
néaire simultanée  des  variables  et  des  lettres  de  sommation. 

Pryni  (f^-)-  —  Dc'duclion  d'une  formule  générale  concernanl  les 
lonelions  0.  (216-209). 

La  démonstration  précédente  de  la  formule  de  Hiemann  conduit  M.  Prym  à 
une  généralisation  de  cette  formule.  A  côté  de  la  fonction 


/« ,  =  -t-  06  n/,,  =  (-  t 


V         V  V 

7  »  //         .  fif       lit      .  J^  4  ? 


m.^  —  x  in,, 


.M.   l'rvm  a  introduit  la  fonction 


4';:::':1<-''-"-' 


r.    y  ...   y  e!^  =  '  1^-1  1^=1 

qui  se  rédnil  à   la  précédente  lors(|ue  tous  les  g  et  tous  les  /(  sont  nuls. 

La  formule  générale  établie   par   l'aulcur   x'   rapporte  à   «■elle   fonction.   f|u"il 
re|)résenlc  abréviativcnicnt  par 
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(/■»5)P2r  ((/•«(')  ))2r((,-w(^)))...2r((/-a("))) 


145 


0,  1,2 n  -1 


2 

a,  p 


-(11 


((/vC)))& 


((/v''))). 


m 


((/vC))). 


Le  nombre  /•  est  un  entier  positif;  les  quantités  ru  et  v  (ou  v  et  /v/)  se  dé- 
duisent les  unes  des  autres  par  une  substitution  orthogonale  à  laquelle  l'auteur 
rattache  les  nombres  entiers  a  et  [3  par  des  considérations  arithmétiques  élé- 
mentaires, mais  que  nous  ne  pouvons  rapporter  avec  détail. 

Krazev  (A.)  et  Prym  (F.).  —  Sur  la  généralisation  de  la  for- 
mule de  Riemann  relative  aux  fonctions  0.  (240-2^6). 

Une  transformation  linéaire  orthogonale  effectuée  à  la  fois  sur  les  variables 
et  les  letti-es  de  sommation  est  l'origine  de  la  formule  établie  ci-dessus  par 
M.  Prym.  Jacobi  et  Rosenhaim  ont  eu  à  considérer  une  pareille  substitution 
orthogonale,  mais  qui  offrait  ce  caractère  remarquable  d'avoir  un  déterminant 
symétrique 

Voici,  en  effet,  cette  substitution  : 

a;(')  -+-  a;(')  -f-  a;(')  -f-  x(*'>  =  2JK('^ 

a;(')  —  a;--)  ^  :r(')  -f-  a7(*)  =  ly'-*). 

Néanmoins,  ce  n'est  pas  cette  symétrie  du  déterminant  de  la  substitution 
qui  constitue  le  caractère  essentiel  de  cette  substitution;  ce  qui  la  caractérise 
aux  yeux  des  auteurs,  c'est  que  les  premiers  membres  sont  congrus  entre  eux 
suivant  le  module  2. 

De  là  le  problème  suivant  : 

«  Trouver  toutes  les  substitutions  orthogonales  à  coefficients  entiers,  relatives 
à  n  variables,  et  dont  les  premiers  membres  soient  congrus  suivant  un  même 
nombre  r.  » 

A  chaque  valeur  de  n  correspond  une  solution  entièrement  déterminée. 
Ainsi,  lorsque  n  =  av  -f- 1,  on  trouve  que  r  =  n  =  2v  -i-i;  lorsque  n  =  2v,  on 
trouve 


MM.  Krazrr  et  Prym  étudient  alors  la  formule  qui  correspond  à  une  telle 
transformation  orthogonale,  et  ils  retrouvent  en  effet  les  propriétés  et  les  ca- 
ractères essentiels  de  la  formule  de  Riemann,  qui  correspond  au  cas  particulier 
de  n  =  '). 

Steen   (A.).    —    Note    sur   crrlaincs  é([uations   dlfTércnlielles  li- 
néaires. (■^.---'2H->.). 
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L'auleur   considère  une  équation  différenlielle  de    l'ordre  n  jouissant  de  la 
propriété  que,  si  on  la  représente  par 

f{x,  y,  n,  p)  =  0, 

elle  se  réduira  pour  y?  =  «  à 

f{x,  y,  II,  n)  =  yi")  —   _^  r("-0  ^.  o, 

tandis  que,  si  /)  >  n  et  est  entier,  on  a 
f{x,y,  n,  p) 

iz=.n 

V/      ,^,{p  —  n){p  —  n  +i)...{p  —n  +  r—i)    ax""  . 

-2^^""'^ ..2. ..(,•-,) pr^^         ■ 

r  =  V 

En  différenliant  cette  équation,  on  trouve 

S{x,  y',  n,  p  —  i)  =  o. 

Celte  propriété  permet  d'intégrer  l'équation  proposée  pour  toutes  les  valeurs 
entières  du  nombre  p. 

Krause  [Martin).  —  Sur  le  multiplicateur  des  fonctions  hyper- 
elliptiques  de  |)rcmier  ordre.  (283-:>88). 

Ujalmar  Mellin.   —  Sur  certains   produits  infinis   exprimables 
par  la  fonction  F.  (322-324). 

On  a  vu  plus  haut  que  l'auteur  a  démontré  dans  ce  même  tome  des  Acla  la 
formule 


rv(5) 


nhf.^.} 


V{z-^^x)...Y{z-^^x) 

n  =  1 

où  p,,  Pj,  ...,p^  sont  racines  de  ré(|ualion  p''  =  j.  Il  généralise  ici  celte  formule 
comme  il  suit. 

Soit  R(a7)  =  a,x  +  a^a;' H-. . .+ ot,,a;'  un  polynôme  entier  qui  s'annule  avec 
X,  on  a 

FM^) 

r  (  ;;  -  p,.r  )  r  (;  -  p,:r ). . . r  (  =  -  p„a: ) 

=  ..,.[,  *„(î)n[,.«(j^„)]e-<. 

n  =  l 

la  quantité  c  —  0,577...  '^^^  ""*^  constante  numérique  dclcrminéc.   cl   p,,  p,,  ... 
p,^  sont  les  racines  de  l'équation 

p'  +  a,p''  '  +  ..  .-t-  a^  =r  o. 

Halphen  (C.-I/.).   —   Sur  les  invariants  des  ccpiations  dinoren- 
licllcs  linf'aircs  du  rpiatricnic  ordre.  (32.i-38o). 
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Soil  une  équalion  di(Térenlielle  linéaire  d'un  ordi'e  m  quelconque;  P,, 
f*2'  •••)  ^ni  '^^  coefficients;  \  et  Y  la  variable  et  la  fonction;  on  effectue  la 
transformation 

dx 


dX 


=  [J-,         ï  =  uy, 


cil  \i  et  a  sont  deux  fonctions  arbitrairement  choisies  de  X,  et  x,  y  la  nou- 
velle variable  et  la  nouvelle  fonction.  L'équation  différentielle,  par  cette  trans- 
formation, se  change  en  une  autre  dont  /?,,  p^,  ••■■>  P„i  seront  les  coefficients. 
Cela  posé,  on  appelle  invariant  absolu  de  l'équation  différentielle  une  fonction 
/"des  P  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  X  telle  que  l'on  ait 

l'invariant  est  seulement  relatif,  si,  au  lieu  de  l'identité  précédente,  on  a 

/(^'i' •••)=?./(-£•-)• 

Ces  invariants,  dont  la  théorie  se  développe  chaque  jour,  ont  trouvé  une 
belle  application  dans  le  beau  Mémoire  de  l'auteur  Sur  la  réduction  des  équa- 
tions linéaires  aux  formes  intégrables,  que  l'Académie  a  honoré  du  grand 
Prix  des  Sciences  mathématiques.  Au  point  de  vue  géométrique,  ils  se  ratta- 
chent aux  propriétés  projectives  des  figures  et  ne  diffèrent  pas  de  ces  invariants 
différentiels  dont  la  théorie  des  courbes  planes  et  celle  des  courbes  gauches  ont 
donné  les  premiers  exemples. 

Voir,  par  exemple,  Halphen,  Thèse  sur  les  invariants  différentiels  et,  dans 
le  Journal  de  l'École  Polytechnique,  Sur  les  invariants  différentiels  des 
courbes  gauches. 

Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  se  propose  de  traiter  avec  détail  la  théorie 
des  invariants,  pour  le  cas  d'une  équation  difi'érentielle  linéaire  du  quatrième 
ordre. 

Ce  cas  du  quatrième  ordre  est  étroitement  lié  avec  la  théorie  des  invariants 
différentiels  des  courbes  gauches. 

En  effet,  tout  invariant  de  l'équation  du  quatrième  ordre  peut  être  exprimé 
à  l'aide  d'un  système  fondamental  d'intégrales  Y,,  Y^,  Y,,  Y^,  et  ne  change  pas 
si  l'on  effectue  un  changement  de  système  fondamental,  c'est-à-dire,  si  l'on 
effectue  une  transformation  linéaire  des  quantités  Y,,  Y^,  Y3,  Yj  il  suit  de  là 
qu'un  tel  invariant  est  un  invariant  différentiel  de  la  courbe  gauche  dont  les 
coordonnées  homogènes  sont  proportionnelles  à  Y,,  Y^,  Y,,  X^. 

Si  l'on  effectue  la  transformation 

Y  =  uy, 

toutes  les  fonctions  V,,  Y^,  Y^,  Y^  sont  multipliées  par  un  même  facteur,  le 
point  ne  change  pas:  si  l'on  change  de  variable  par  la  formule 

dx 
d\='''- 

la  courbe  ne  change  pas.  On  voit  donc  que  la  llicoric  des  invariants  d'une  cqua 
lidti  du  (|ualri('iiin  ordre  ro'inridc  avec  celle  de-  prfipriétés  projectives  infinité- 
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simales  d'une  certaine  courbe  gauche,  dont  l'auteur  dit  qu'elle  est  attachée  à 
l'équation  difTércnlielle. 

Celte  remarque  fournil  une  méthode  pour  trouver  des  invariants  diffé- 
rentiels; par  exemple,  l'un  d"eux,  que  M.  Halphen  représente  par  V,  égalé  à 
zéro,  exprime  que  toutes  les  tangentes  de  la  courbe  appartiennent  à  un  même 
complexe  linéaire. 

Cet  invariant  V  est  le  plus  simple  que  l'on  puisse  former;  il  peut  servir  à 
former  tous  les  autres.  D'abord,  si  l'on  effectue  la  transformation 

g^(3oV)i        Y  =  V-h-/''"",, 

l'équation  différentielle  devient 

rf'T,  d'T^  fcin  \  dr\ 

-h  2 H  -^^7.    -H  -i (  -,,    _,)__!  -i_  K-r  =  o. 


de,'  d'i^        "Xdi         )  d 

Les  quantités  II,  K  sont  des  invariants  absolus,  et  leurs  dérivées  par  rapport 
à  \  engendrent  une  double  série  d'invariants  absolus.  Kn  posant 


V'(3oV)»  V=(3oV)ï 

les  quantités  <I>  cl  A  sont  des  invariants  entiers,  dont  M.  Halphen  donne  l'ex- 
pression. Ces  trois  invariants  V,  <I>,  A  peuvent  servir  à  la  formation  d'une 
suite  d'invariants  par  le  moyen  desquels  tout  invariant  s'exprime  rationnelle- 
ment. La  considération  des  deux  équations  qui  conviennent  à  une  cubique 
gauche  conduit  à  un  nouvel  invariant  5,  du  septième  ordre  par  rapport  aux 
intégrales. 

Lorsque  Ton  passe  de  la  définition  d'une  courbe  gauche  par  ses  points  à  sa 
définition  par  ses  plans  osculateurs,  on  reconnaît  qu'elle  se  trouve  attachée  en 
réalité  à  deux  équations  du  quatrième  ordre;  ces  deux  équations  sont  dites 
adjointes  l'une  à  l'autre.  C'est  à  Lagrange  qu'est  duc  la  considération  de  l'é- 
qualion  adjointe.  Avec  le  système  des  variables  S.  t,  définies  plus  haut,  l'éiiua- 
tioii  adjointe  a  la   furnie 

Le  cas  de  V  :=  o  échappe  à  cette  transformation.  .Mais  alors  on  peut  trans- 
former ré(|ualion  dans  son  adjointe,  ce  qui  correspond  à  cette  propriété: 

Les  droites  d'un  complexe  linéaire  qui  ont  une  enveloppe  forment  une 
Jigure  qui  est  réciproque  à  elle-même. 

Le  cas  important  où  il  existe  entre  les  intégrales  une  relation  quadratique  est 
traité  avec  détail  par  l'auteur.  Il  retrouve  plusieurs  résultats  dus  à  M.  Goursat, 
et  est  conduit  à  divers  types  intéressants  d'équations  différentielles,  qui  ont  des 
liens  étroits  avec  la  célèbre  équation  de  Lamé.  Citons  à  titre  d'exemples  les  cas 
suivants  : 

Lorsqu'il  existe  une  relation  ([uadratiquc  entre  les  intégrales,  et  qu'en  outre 
l'invariant  V  est  nul,  l'équation  différentielle  est  réductible  au  cas  des  coeffi- 
cients constants. 
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Lorsqu'il  existe  deux  relations  quadratiques  entre  les  intégrales,  la  courbe 
attachée  est  une  biquadratique,  et  l'équation  difTérentieile  est  alors  de  la  forme 
suivante,  avec  les  notations  de  M.  Weierstrass, 

Les  fonctions  elliptiques,  comme  on  s'y  attendre,  fournissent  l'intégrale 

de  cette  équation.  Citons  encoi-e  l'équation 

yiv  —  4  ( «=  +  rt -(-  3)p{u)y"  —  ion(n-\-i)p'{u)y  -\-T>g,y  =  0. 

Pour  n=  -  la  courbe  attachée  est  une  biquadratique   unicursale;   et   d'une 

façon  générale,  quand  n  est  entier,  cette  équation  a  son  intégrale  uniforme  et, 
par  conséquent,  est  intégrable. 

G.  K. 
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Tome  C;   i885  ('). 

N°  I  ;  5  janvier. 

Callandi^eau.    —    Sui*   la    constituLion   intérieure   de    la    Terre. 

(37-40). 

Les  principales  hj'pothcses  sur  la  loi  des  densités  à  l'intérieur  de  la  Terre 
sont  difficilement  conciliables  avec  les  données  de  la  précession  et  de  la  nata- 
tion; il  est  probable  même,  comme  l'a  montré  M.  Tisserand  {Bulletin  astro- 
nomique, 1884 )  qu'on  ne  pourra  pas  établir  l'accord  cherché,  même  en  adop- 
tant l'aplatissement  — -— r-  M.  Callandreau  montre  que  les  prévisions  de 
293,5 

M.  Tisserand  sont  confirmées  dans  le  cas  très  étendu  où  les  courbes  représen- 
tatives de  la  densité  tournent  leur  concavité  vers  l'axe  des  abscisses. 

Poincaré.  —   Sur  une  généralisation  du   théorème  d'Abel.   {/\o- 
42). 

Soient  /  =  o  une  surface  algébrique  d'ordre  m;  (^,^,  jKy,  ^.,)  un  de  ses  points 
d'intersection  avec  une  courbe  gauche,  intersection  complète  de  deux  surfaces 
(p  =  0,  tp,  =  o  de  degrés  «  et  />;  {x.,-\-clx.,,y.,  +  dy^,z^-\-dz^)  un  de  ses 
points   d'intersection    avec    une    courbe    gauche    voisine    de    la    première.    On 


(')  \o\r  Bulletin,  I\^,  p.  ij.-^. 
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aura 

de? 


V  =  1 

'^^  Qv(  -r-^  d^.  ■+■  ^  <-h';  ■+■  T^  dz.^ 
yi  ^'\dx.,       '       ùy.,    "^  '       dz^       'J 


=  o. 


P  el  Q  désignaiiL  des  poljnômes  de  degrés  m  -\- p  —  \  el  m  -h  n  —  4  ^Q  ^^  y^ 
z,  et  A  le  déterminant  fonctionnel  de/,  o,  9,. 

Quand  la  courbe  gauche  n'est  pas  une  intersection  compièle,  la  relation  enlre 
les  dillerentielles  dx^,  rfjK,^,  dz,^  est  beaucoup  plus  compliquée.  M.  Poincaré 
étudie  le  cas  particulier  d'une  cubique  gauche,  pour  donner  une  idée  de  la 
manière  dont  le  problème  devrait  être  traité  dans  le  cas  général. 

Kantor  (S.).  —  Sur  une  mélhode  pour  traiter  les  transformations 
périodiques  univoques.  (42-44)' 

Si  une  surface  rcpréscnlable  point  par  point  sur  le  plan  est  telle  qu'il  existe 
entre  ses  points  une  correspondance  univo(iue  et  périodique,  son  image  fournira 
dans  le  plan  une  transformation  univoque  de  Cremona.  Il  suffit  donc  de  con- 
naître une  telle  surface  et  le  mode  de  correspondance  de  ses  points  pour 
découvrir  dans  le  plan  des  transformations  univoques  périodiques  (c'est-à-dire 
formant  un  groupe  fini). 

L'auteur  remarque  que  ce  principe  se  généralise  de  lui-même  et  donne  des 
transformations  portant  sur  plus  de  deux  variables.  Soit,  par  exemple,  une 
variété  à  trois  dimensions  représentable  point  par  point  sur  l'espace  ordinaire, 
mais  planant  dans  un  espace  à  plusieurs  dimensions,  et  telle  qu'il  existe  entre 
ses  points  une  correspondance  univoque  el  périodique.  Kn  tliversifiant  les 
modes  de  représentation,  on  obtiendra  dans  l'espace  ordinaire  une  série  de 
transformations  périodiques  équivalentes  entre  elles. 

M.  Kantor  énonce  en  terminant  les  résultats  auxquels  conduisent  les  surfaces 
reproduites  par  des  homographies  de  l'espace  à  quatre  dimensions. 

J)ulicin.    —    Sur    la    tluîorie    de    l'induetion    électrodynamique. 

(44-46). 

F^a  théorie  du  potentiel  t herinodynamiq ue  permet  de  donner  une  démon- 
stration rigoureuse  de  la  loi  intégrale  de  l'induction,  exprimée  par  la  formule 
de  Neumann 

(Il 

où  E  désigne  la  force  électromotrice  d'induction  et  P  le  potentiel  éleclrodyna- 
nii(|ue  de  l'inducteur  sur  l'induit,  ce  dernier  étant  traversé  par  un  courant 
d'intensité   1. 

r>a  loi  éléiiicnlairc  de  l'induction  n'est  pas  encore  connue.  Hclmholiz  admet 
quelle  est  la  même  que  la  loi  intégrale.  La  théorie  du  potentiel  thermodyna- 
niii|ue  nuMiIre  (]ne,  pour  deux  éléments  de  courant,  il  existe  en  cdVt  un  poten- 
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tiel.  La  partie  de  ce  potentiel  qui  dépend  des  intensités  ne  diffère  de  la  forme 

proposée  par  Helmhollz  que  pa^  un  terme  égal  à  ii' - — — ,  j    R  étant  une  fonction 

de  la  distance;  c'est  la  seule  fonction  qui  reste  indéterminée  dans  la  formule 
fondamentale  de  l'induction. 

Fournier.   —  Tiiéorème  nouveau  sur  la  dynamique  des  fluides. 

(47-5o). 

Relation  générale  entre  la  vitesse  et  la  pression,  qui   caractérise  la  circula- 
tion horizontale  dans  les  liquides  et  dans  les  gaz.  Application  aux  cyclones. 


N°  2;  12  janvier. 

Kantoj'  (S .).  —  Théorie  des  transformations  périodiques.  (95-97). 

Cette  Note,  déposée  sous  pli  racheté  en  t883,  résume  les  travaux  de  l'auteur 
sur  les  transformations  périodiques.  Toutes  celles  de  ces  transformations  qui 
sont  quadratiques  et  portent  sur  plusieurs  variables  y  sont  distribuées  en  huit 
classes  et  quarante-huit  formes  isolées. 

Lévf  {L.).  —  Sur  certaines  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre.  (98-100). 

Soit  l'équation 

,  .  d' z  dz        ,  àz 

(1)  -. — T ha  r \-  b h  cz  —  o, 

ax  Oy  ôx  Oy 

où  a,b,  c  sont  des  fonctions  données  de  x  el  y.  Si  Ton  pose,  avec  jAf.  Darboux, 

âz 
z^  =  az-{-  —, 
Oy 

l'équation  (i)  se  transforme  en  une  autre  de  même  nature,  et    les  deux  ([nan- 
tîtes 

1  I  (^^ 

h  —  au  —  c  -h  -—  j 

OX 

,  db 

/,■  —  ab  ~  c  -I-  -— 
oy 
sont  des  invariants. 

M.  L.  Lcvy  effectue  la  substitution 

z  =  («  -t-  a)c  4-  -— , 

Oy 

qui  transforme  l'équation  (i)  en  celle-ci 

(  2  )  -^ — -  -\-  a' h  b  ~ h  c'z  =  o. 

Ox  Oy  Ox  Oy 
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si  l'un  assujellil  a  à  la  condition 

()^  lofîa        àoL         / 1    O/i         h  \  Ô3. 


ôx  Oy         Ox        \  a  ùy        a'  /  Oy 


+  k  —  h  =  0. 


I 


Celle  subslilulion  donne  naissance  à  deux  invariants  h'  et  A"'  dont  l'étude 
conduit  M.  L.  Lévy  à  ce  résultat  :  l'équation  (2)  est  toujours  iulégrable  en 
même  temps  que  l'écjuation  (i). 


N°  3;  19  janvier. 

Callandreaii.  —  Addition  à  deux  Notes  précédentes  concernant 
la  théorie  de  la  figure  des  planètes  et  de  la  Terre.  (i63-i64). 

L'auteur  examine  le  cas  où  la  diminution  de  la  compressibilité  à  rinlérieur 
de  l'ellipsoïde  (luide  sérail  plus  rapide  que  ne  l'ont  supposé  Laplace  et  M.  Roclie, 
en  sorte  que  la  dérivée  de  la  pression  considérée  comme  fonclion  de  la  densité 
varierait  plus  rapidement  que  le  carré  de  la  densité.  Celle  Iiypotlièsc  revient  à 
supposer  concave  la  courbe  des  densités. 

Liouville  (/?•)•   —   ^ui'  quelques   transformations   nouvelles  des 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  (168-170). 

D'une  transformation  très  générale  l'auteur  déduit  deux  théorèmes  qui  per- 
mettent de  former  toutes  les  équations  linéaires  du  second  ordre  dont  l'inté- 
grale contient  au  moins  une  fonction  arbitraire  dégagée  du  signe  /.  M.  »Moutard 
avait  depuis  longtemps  signalé  la  possibilité  d'arriver  à  un  pareil  résultat  pour 
le  cas  particulier  des  équations  de  la  forme  s  =  a^. 


N"  i  ;  26  janvier. 

Picard.  —  Sur  une  classe  d'équations  aux  d('rivées  partielles  du 
premier  ordre.  (23i-a33). 

Étant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles 

,/       du     dn\ 

où  /  est  un  polynôme  de  degré  m,  peut-on  l'intégrer  en  prenant  pour  u   une 
fonction  uniforme  quadruplemenl  périodique  de  x  et  j>-"? 

Si  cette  intégration  est  possible,  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 

/(u,  V,  w)  =  o 

(supposée  n'avoir  ([ue  des  singularités  ordinaires)  s'exprimeront  par  des  fonc 
lions  quadruplemenl  périodiques  de  deux  paramétres,  et  à  un  point  (|uelconque 
{h,  V,  w)  ne  correspondra  t|u'un  système  de  valeurs  des  paramétres,  abstraction 
faite  des  multiples  des  périodes.  On  sait,  d'après  M.  Picard,  reconnaître  si  ces 


u^ 


P^-r 
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circonstances  peuvent  se  préscnlcr.  Soient  alors 

^(  "■  "  t  B  du  -  A  dv         /- 1  ".  "  I  B  du    -  A ,  dv 


r^"''^Bdu-\dç      r 

J  /;.     '  J 


JW  ^  Jw 

les  deux  intégrales  de  première  espèce  que  devra  posséder  la  surface;  celle-ci 
sera  nécessairement  du  genre  i.  Soit 

Q  (ji,  i',  (v)  =  o 

l'équation  de  la  surface  adjointe  d'ordre  m  —  '].  Si  A  et  A,  sont  de  la  forme 

A    =:  (  a  t'  H-  p  (V  )  O  (  «,  çj,  (V  ), 
A,  =  (yt'-l-  5(v)Q(«i  v-,  «')5 

a,  p,  Y,  ô  étant  des  constantes,  l'équation  (i)  admettra  pour  solutions  des  fonc- 
tions quadruplement  périodiques  de  deux  paramètres. 

M.  Picard  donne  du  même  problème  une  autre  solution,  qui  dispense  de 
passer  par  la  recherche  préalable  des  intégrales  de  dilTérentielles  totales  de  pre- 
mière espèce. 

Goursat.  —  Sur  un  cas  de  réduction  des  équations  linéaires  dti 
quatrième  ordre.  (233-235). 

Ce  cas  est  celui  où  la  courbe  gauche  attachée  à  l'équation  est  située  sur  la 
surface  développable  du  quatrième  ordre  ayant  pour  arête  de  rebroussement 
une  cubique  gauche.  Les  équations  de  la  cubique  gauche  étant  inises  sous  la 
forme 

l'équation  do  la  développable  sera 

(^,^4  —y..y.y  —  '\{y^y^  —yD^y-.y,  —y\)  =  o- 

On  peut  former  des  équations  du  quatrième  ordre  dont  les  intégrales  vé- 
rifient cette  relation.  Si  Y  est  l'intégrale  générale  d'une  équation  du  second 
ordre,  l'équation  du  quatrième  ordre  qui  admet  l'intégrale 

où  p  et  g  sont  des  fonctions  quelconques  de  œ,  répond  à  la  question. 

Ce  résultat  peut  être  généralisé  : 

Si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  d'ordre  «  4-  i,  à  coefficients  uniformes, 
vérifient  une  relation  dont  le  premier  membre  est  identique  au  discriminant 
d'une  forme  binaire  d'ordre  ii,  elle  admet  l'intégrale 

y  =  p^" -^pj-d^  +■■■  +  p.-J\â-J    ' 

V  désignant  l'intégrale  générale  d'une  équation  du  second  ordre  doni   les  coef- 
ficients sont  uniformes,  amsi  que /?,, /?j,  .•.,/>„_,• 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  .série,  t.  XI.  (Août  1887.)  R.  12 
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Plus  généralement,  si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  à  coefficients 
uniformes  vérifient  une  relation  dont  le  premier  membre  est  identique  au  dis- 
criminant d'une  forme  algébrique  à  p  variables,  ses  intégrales  sont  des  fonc- 
tions entières  à  coefficients  uniformes  des  intégrales  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  p  à  coefficients  uniformes  et  de  leurs  dérivées. 

Liouville    (/?.).    —    Sur    les    formes   inlégrables    des    équations 
linéaires  du  second  ordre.  (aSS-aS^). 

L'auteur  démontre  deux  nouveaux  théorèmes  sur  la  possibilité  de  former 
toutes  les  équations  linéaires  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes 
qui  s'intègrent  par  des  formules  contenant  deux  fonctions  arbitraires  dont 
l'une  au  moins  est  dégagée  du  signe  /.  Ces  théorèmes  se  rattachent  aux  pro- 
priétés de  la  forme 

do  _  d<i^ 
ôy        0.T 

que  Ton  peut  toujours  attribuer  aux  équations  du  second  ordre,  et  où  »  et  ^ 
sont  des  fonctions  linéaires  de  l'inconnue  principale  et  de  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

N"  *>;  2  févrior. 

Resal.  —  Sur  le  roulement  des  surfaces.  (260-265). 

Mannkeim.  —   Représentation  plane  relative  aux  déplacements 
d'une  ligure  de  forme  invariable  assujeuie  à  quatre  conditions, 

(268-271). 

Si  des  points  centraux  des  surfaces  élémentaires  d'un  pinceau  de  droites  on 
élève  des  normales  à  ces  surfaces,  ces  droites  sont  les  génératrices  d'un  cono'i'de 
de  Pliickcr.  Le  pinceau  se  représentera  de  la  manière  suivante  : 

Si  dans  un  plan  passant  par  un  rayon  du  pinceau  on  porte,  sur  des  perpen- 
diculaires à  ce  rayon  élevées  des  points  centraux  des  surfaces  élémentaires,  et 
à  partir  de  ces  points,  des  longueurs  égales  aux  paramètres  de  distribution  des 
plans  tangents  à  ces  surfaces,  les  extrémités  des  longueurs  ainsi  portées  sont 
sur  une  circonférence  C  qui  passe  par  les  foyers  des  rayons.  D'un  point  de  C, 
on  voit  l'arc  compris  entre  deux  de  ces  points  sous  un  angle  égal  à  celui  que 
font  entre  eux  les  plans  centraux  des  surfaces  élémentaires  dont  les  points 
centraux  sont  les  projections  de  ces  deux  points  sur  le  rayon. 

M.  Mannheim  montre  comment  la  circonférence  C  représente  tout  ce  qui  est 
relatif  aux  axes  des  déplacements  d'une  figure  invariable  (on  sait  que  le  lieu 
de  ces  axes  est  un  conoïde  de  Plùcker). 

N"  G;  9  février. 

Kanlor  (S.).  —  Sur  une  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  ad- 
mettant des  correspondances  univoques.  (3/îi-345). 
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Toute  correspondance  univoque  entre  les  points  d'une  courbe  algébrique  de 
genre  supérieur  à  a  est  contenue  dans  une  transformation  birationnelle  de  tout 
le  plan.  On  peut  même  démontrer  que  les  courbes  de  genre  i  et  celles  de 
genre  2  ne  font  pas  exception  à  cette  loi. 

Toute  courbe  de  genre  supérieur  à  i  et  telle  qu'il  existe  entre  ses  points  une 
correspondance  univoque  correspond  point  par  point  à  une  courbe  où  la  cor- 
respondance est  contenue  dans  une  transformation  à  six,  sept  ou  huit  points 
fondamentaux,  ou  dans  une  homographie,  ou  dans  une  transformation  de 
M.  de  Jonquières  dont  les  deux  points  fondamentaux  d'ordre  n  —  1  coïncident. 
Ces  transformations  forment  d'ailleurs  un  groupe  fini. 

Poincaré.  —    Sur  l'équilibre   d'une   masse    fluide    animée    d'un 
mouvement  de  rotation.  (346-348). 

Outre  les  figures  ellipsoïdales  bien  connues,  il  y  a,  pour  une  masse  fluide 
homogène  soumise  à  la  loi  de  Newton  et  animée  d'un  mouvement  de  rotation 
autour  d'un  axe,  une  autre  forme  d'équilibre  qui  consiste  en  une  surface  annu- 
laire .de  révolution  analogue  à  un  tore. 

Tel  est  le  résultat,  simplement  énoncé  dans  le  Traité  de  Philosophie  natu- 
relle de  MM.  Thomson  et  Tait,  dont  M.  Poincaré  retrouve  la  démonstration. 

En  supposant  la  vitesse  angulaire  w  très  faible  et  les  dimensions  de  la  section 
très  petites  par  rapport   aux    distances  à  l'axe,    l'auteur  établit  que  .la  méri- 

dienne  peut  être  assimilée  à  une  ellipse,  dont  l'aplatissement  serait  '■ 

/—  ^"^ 

Si  (1)  est  supérieur  à  ^2-;t  (avec  les  unités  adoptées),  il  n'y  a  plus  pour  la 

masse  fluide  aucune  figure  d'équilibre  stable  possible. 

N"  7;  16  février. 

Stieltjes.  —  Sur  quelques  théorèmes  d'Algèbre.  (439-440). 
L'expression 

est  maxima  lorsqu'on  prend  pour  H,,  ?,,  ...,  ç„  les  zéros  du  polynôme  X„  de 
Legendre. 

De  même  les  racines  du  polynôme  U„,  défini  par  la  condition 


./: 


e     2  U,„  U„  dx  =z  o  (m^n). 


font  acquérir  un  maximum  à  l'expression 

e    ^    '      ^  •"  Il  (  ;.-?,)'■ 

Enfin,  parmi  toutes  les  équations  de  degré  n  dont  les  racines  sont  réelles  et 
comprises  entre  —  i  et  -i-i,  celle  qui  a  son  discriminant  maximum  est  V  =  o, 
en  posant 

V/'l  —  AXZ  -i-  Z^  =::     y     V  ,  Z" . 
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N"  9;  2  mars. 

Picard.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Darboux.  (618-620). 

L'auteur  étend  aux  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  de  degré 
quelconque  la  méthode  employée  par  M.  Darboux  pour  intégrer  les  équations 
du  premier  ordre  et  du  premier  degré  dont  on  connaît  un  nombre  suffisant  de 
solutions  algébriques  particulières. 

Soit  l'équation  du  premier  ordre 

P(  j:,  y,  z)  dx  -\-  (^{x,  y,  z)  dy  =  o, 

où  P  et  Q  sont  des  polynômes  de  degré  m,  z  étant  la  fonction   algébrique  de 
X  et  y  définie  par  la  relation  algébrique  de  degré/? 

/{x,  y,  s)  =z  o. 
Supposons  que  l'on  connaisse 

p' +  ip'm  +  {'inV  ~i)p  _ 

6 

solutions  algébriques  particulières,  intersections  complètes  de  la  surface  /  et 
de  r  surfaces 

^,{x,y,z)  =  o,        <f^{x,y,z)-i),         ...,        ■s,.{x,  y,  z)  ~  o. 

Si    aucune   courbe   d'intersection    n'est   une   ligne    multiple    de    /,    on   aura 
l'identité 

\oy  ôz         r)z  ûy  )       ^\dz  dx        Ox  Oz  /  •' 

A  et  B  étant  des  polynômes,  le  dernier  de  degré  m  -\- p  —  2. 

Cela  posé,  si  l'on  détermine  les  constantes  a,,  a^,  . . .,  i^  de  manière  que 

soit  divisible  par /(or,  j)',  ^),   l'intégrale  générale  s'obtiendra  en   adjoignant  à 
l'équation  /  =  o  l'équation 

^<J'9^'...9«'-  const. 

Stieltjes.  —  Sur  les  polynômes  de  Jacobi.  (620-622). 

L'équation 

V  { —  n,  n  -h  tx  -^^  —  ^,  a.,  x)  ■=  0 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

/)  (  /(  -   I  )  rf  (  «  —  I  ) 

\  .C  }.■>..(•{(•  —  I ) 

<f  =:  a  -H  /(  —  I ,         r  =  a  H-  p  +  2  /i  —  2 . 
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L'équation  X  =  o  ne  peut  avoir  d'autres  racines  multiples  que  o  et  i. 
Lorsque  a  et  p  sont  positifs,  les  racines  a;,,  x^,...,  x^  sont  toutes  comprises 
entre  0  et  i,  et  l'expression 

(?.?.■  ••?jn(i-?,)('-i)---('-IJ]^n(t-?.)' 

est  maxima  pour  \^  =  x^,  \^=  x^,  . .  .,\^—  x^. 

M.    Stieltjes  donne  des  expressions  remarquables  des  termes  de  la  suite  de 
Sturm  relative  au  polynôme  X. 

Goursat.  —   Sur  un  cas  de  réduction  des  intégrales  hyperellip- 
tiques  du  second  genre.  (622-624). 

Les  deux  intégrales 

r    dt  r   tdt 

J  v/ïÛT)'    J  v/hTô' 

où 

Y{{t)  ={t'-hat-t-b){f'hpt'  +  q), 

se  ramènent  à  des  intégrales  elliptiques  par  des  substitutions   rationnelles  du 
troisième  degré,  pourvu  que  l'on  ait 

7  =  4  'î'  +  !/>«• 

Les  formules  de  substitution  sont  respectivement 

f-^at-hb 

X  =  — ) 

àt  —  p 

^^    P  +  pt^^q 
at'—ibt' 

Lagueri'C.  —  Sur  une  intégrale  définie.  (624-627). 

Si  u  désigne  une  des  racines  de  l'équation 

x"^  Y'  ^^ 

h  Y^ =  — I, 

a  +  u        b  -h  II        c  -h  u 

l'intégrale  définie 


Çcostp  +  Tisin^  +  î;  . 


{x  costp  -{-y  sintp  -{-  zy--\-  (a  —  c)  cos-ç  -+-  (b  — •  c)  siu-9 


où  l'on  suppose  que  l'élément  différentiel   ne   passe    pas   par    l'infini  dans   les 
limites  de  l'intégration,  a  pour  valeur 

x%      ^      yT\  -Ç 


{a->rU)-  {b-Jr-uY  (C+«)- 


\J{a  +  u){b  -h  u){c  -\-  u) 


La  racine  de  l'équation  du  troisième  degré  et  la  valeur  du  radical  se  déter- 
minent aisément  par  la  considération  des  coupures,  lorsqu'on  regarde  succes- 
sivement dans  l'intégrale  x,  y,  z,  a,  b,  c  comme  des  variables. 
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Henry.  —  Les  pôles  du  gyroscope  et  des  solides  de  révolution. 

(627-630). 

Quand  un  solide  de  révolution  tourne  sur  son  axe,  les  forces  de  Coriolis  pro- 
venant de  sa  rotation  et  du  mouvement  diurne  se  réduisent  à  deux,  égales, 
parallèles  et  de  sens  contraires,  appliquées  à  deux  points  fixes  de  l'axe  qui  ne 
dépendent  que  de  la  figure  du  corps.  Elles  sont  parallèles  à  l'axe  terrestre,  et 
leur  intensité,  proportionnelle  à  la  vitesse  du  corps  tournant,  ne  dépend  que  de 
sa  figure. 

N°  1 1  ;  16  mars. 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  abéliennes.  (785--87). 

Les  zéros  communs  à  p  fonctions  0  d'ordres  m,,  rn^.  ...,  m  sont  au 
nombre  de 

N  =  p\in^  m, . . .  m  . 

M.  Poincaré  donne  le  mo)'en  de  calculer  la  somme  \,  des  .N  valeurs  de  x- 
(t  =  I,  2, ..  .,/>)  qui  satisfont  aux  p  équations 


6,  =  0,.  =  . 


On  sait  qu'une  fonction  0  d'ordre  m  est  une  fonction  entière  de  /;  variables 
x,,  x^,  ...,  x^,  qui  ne  change  pas  quand  on  augmente  ces  variables  d'une  des  p 
premières  périodes  et  qui  se  reproduit  iiuillipiicc  par  les  facteurs 

p—nix+i  a—m.r.+i  p-rnr„+i„ 

quand  les  variables  augmentent  d'une  des  p  dernières  périodes.  .Si  l'on 
appelle 

le  k''""  multiplicateur  de  0;,  on  trouve  que  X,-  est  un  polynùme  du  premier 
degré  par  rapport  aux  ô,;.,  dont  les  coefficients  sont  linéaires  par  rapport  aux 
quantités  m,,  m^,  ...,  m    considérées  séparément  et  par  rapport  aux  périodes. 

U'eyr  (Ed.).  —  Sur  la  ihrorie  des  matrices.  (787-789). 

Soient  M  une  matrice  d'ordre  n  aux  racines  latentes  [x^,  jjl,,  ..,  [i-^;  a,  p,  ..., 
)i  les  degrés  de  multiplicité  de  ces  racines;  a,,  p,,  ...,  )>,  les  degrés  de  nullité 
des  matrices  M  —  [x^,  INI  —  [jij,  M  —  [a-^.  La  matrice  M  satisfait  à  l'équation 

(!\I  —  |i^)'-«,-f(M_  -x ,)?-?,"...(  M  — ;j.-J '■-'■.-"  =r  o. 

Les  nombres  a,,  [3^  ...,  \^,  dont  cliacun  est  au  moins  égal  à  1,  ne  peuvent 
surpasser  respectivement  les  nombres  a,  p,  ...,1.  Dans  le  cas  de 

«,=  ?,  =  .. .=  X,  =  ., 

on  retrouve  l'équation  du  /?'*""  degré  de  M.  Cayley.  Dans  tout  autre  cas,  la  ma- 
trice .M,  satisfaisant  à  une  équation  de  degré  moindre  que  n,  est  dérogatoire, 

sui\anl  l'expression  de  M.  Sylveslci-. 
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En  étudiant  la  nullité  des  matrices,  M.  Weyr  a  trouvé  que  le  degré  de  nullité 
d'un  produit  de  matrices  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  degrés  de  nullité  des 
facteurs  et  au  moins  égal  au  plus  petit  de  ces  degrés. 

De  là  on  conclut  l'impossibilité  de  certaines  équations  en  matrices.  Soit  par 
exemple  N  une  matrice  admettant  zéro  pour  racine  d'ordre  a,  et  soit  a,<;a  le 
degré  de  nullité  de  N  :  il  est  impossible  de  déterminer  une  matrice  X,  telle  que 
l'on  ait  X*=  N,  l'entier  /i  étant  plus  grand  que  a, —  a. 

Kœnigs.   —  Sur  les  types   canoniques  des   formes  quadratiques 
ternaires  des  différentielles  à  discriminant  nul.  (^Sp-'-pi). 

Soit  F  une  forme  quadratique  des  différentielles  de  trois  variables  indépen- 
dantes. Lorsque  le  discriminant  de  F  est  nul,  cette  forme  est  le  produit  de 
deux  formes  linéaires  w  et  co'.  Quand  w  et  lo'  sont  toutes  deux  intégrables,  on 
peut  ramener  F  à  l'un  des  deux  types  canoniques 

V  :='k  d\  dri,         F  =  'K  d\'. 

Dans  le  cas  contraire,  il  existe  un  type  réduit 
( R )  ¥  =  a{\d\—\x  dt^ )  ( A  d\  —  M  <^t, ), 

où  a  et  —  sont  des  fonctions  des  trois  variables  indépendantes  ç,  t,,  —  • 

Si  la  relation  entre  £,  r,,  —  et  —   est  algébrique  et  involutive  par  rapport  à 

>^        A  ,  ,  ,  ,  , 

—  et  -    )  ces  caractères  se  conserveront  lorsqu  on  passera  du  type  réduit  (f?)  à 

un  autre  type  réduit  (R'). 

Si  la  relation  est  une  involution  homograpliique  entre  )k  et  [a,  la  forme  ad- 
mettra le  type  canonique 

A  rf;^-f-  B  d(\^. 

Ces  dernières  formes,  que  l'on  peut  appeler  linéo-involutives^  trouvent  en 
Géométrie  des  applications  importantes. 


N°  12;  2'3  mars. 

Vicaire.  —  Sur  un  théorème  de  Lambert.  (842-843). 

Picard.  —  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  (843-845). 

Une  intégrale  de  différentielle  totale 

/(P<:/,r-HQ  dy), 

où  V  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  des  variables  x,  y,  z  liées  par  une 
relation  algébrique,  sera  dite  de  seconde  espèce  si  elle  satisfait  aux  conditions 
suivantes  : 

Soit  X  =  a,  y  =  b  un  système  quelconque  de  valeurs  àt  x  cX  y;  on  pose 

X  =  a  +  l\{l),        y  =  b  +  t  \i.{t). 
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X(i)  et  iJi(^)  désignant  deux  fonctions  holomorphes  quelconques  de  t  dans  le 
voisinage  de  i  =  0,  et  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'intégrale;  celle-ci  devient 
une  fonction  de  t  qui,  dans  le  voisinage  de  ^  =  o,  devra  avoir  le  caractère 
d'une  fonction  algébrique. 

En  un  point  analytique  {x,  y,  z)  une  pareille  intégrale  n'a  qu'une  valeur, 
abstraction  faite  d'une  somme  de  multiples  de  certaines  périodes.  Le  nombre 
de  ces  périodes  peut  varier  avec  l'intégrale,  mais  il  y  a  un  nombre  maximum 
de  périodes  possibles  pour  les  intégrales  de  seconde  espèce  correspondant  à  une 
surface  donnée.  Ce  nombre  est  le  même  pour  deux  surfaces  (jui  se  corres- 
pondent point  par  point. 

L'auteur  indique  une  application  intéressante  de  ces  généralités  aux  fonctions 
hyperabclienncs  et  liyperfuchsiennes. 

Lipschitz.    —  Sur  la  somme  des  diviseurs  d'un   nombre.   (845- 

847). 

Soient 

m  un  entier; 

k{m)  la  somme  des  diviseurs  impairs  augmentée  de  la  moitié  de  la  somme 

des  diviseurs  pairs; 
l(m)   la   somme   de  ses  diviseurs    impairs,  prise   négativement,    ajoutée   à    la 

somme  de  ses  diviseurs  pairs. 

Ces  deux  fonctions  de  m  sont  déterminées  complètement  par  les  relations 
récurrentes  suivantes  : 

1"  La  somme 

/: { m  )  ^  2 k  { ni  —  i)  -\-  2 /,  {  m  —  ())  — . . . , 

conlinuéc  tant  que  les  arguments  sont  positifs,  est  égale  à  (— i)"'-'m  ou  à  o, 
suivant  que  m  est  carré  parfait  ou  non. 
2°  La  somme 

l{m)  +  l{m—i)-i-l{in  —  ^)-hf{m  —G)  -h.... 

continuée  tant  que  les  arguments  sont  positifs,  est  égale  à  —  w  ou  à  o,  suivant 
que  m  est  un  nombre  triangulaire  ou  non. 

Kœnigs.  —  Sur  la  ihcoric  des  surfaces  définies  par  une  propriété 
des  droites  ou  des  sphères  qui  leur  sont  tangentes.  (847-849). 

Le  moment  de  deux  droites  d'un  complexe  infiniment  voisines  {moment 
élémentaire)  se  représente  par  une  forme  quadratique  F  des  dilïércnliclles  de 
trois  paramètres  dont  dépendent  les  dioites  du  système. 

Pour  qu'un  complexe  soil  singulier,   c'est-à-dire  pour  que  ses  droites  aient 
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une  enveloppe,  il  faut  et  il  suffit  que  le  discriminant  de   F  soit  identiquement 
nul  (Klein). 

Le  moment  élémentaire  du  complexe  singulier  appartient  à  l'un  ou  à  l'autre 
des  deux  types  de  formes  suivantes  : 

1°  Si  l'enveloppe  est  une  surface  développable  (cas  général),  le  moment  ap- 
partient au  tj^pe  des  formes  linéo-involutives . 

1"  Si  l'enveloppe  est  une  courbe  ou  une  développable,  l'un  des  facteurs  dans 
lesquels  le  moment  se  décompose  est  intégrable. 

Le  moment  élémentaire  ne  peut  donc  être  rapporté  qu'à  l'un  des  deux  types 

canoniques 

A  (i?"  +  B  cli\-,     (  A  (i?  -I-  B  dr\ )  d-r\, 

où  le  rapport  —  est  indépendant  de  |  et  tj. 

Sa  réduction  au  premier  type  canonique  correspond  géométriquement  à  la 
détermination  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  enveloppe.  La  réduction 
au  second  type  donne  la  solution  complète  de  ce  problème,  posé  par 
MM.  Cayley  et  Klein  :  sous  quelles  conditions  un  complexe  est-il  formé  des 
sécantes  d'une  courbe?  Il  faut  et  il  suffit  que  l'un  des  facteurs  dans  lesquels  le 
moment  est  décomposable  soit  intégrable. 

Les  mêmes  considérations  s'étendent  aux  complexes  singuliers  de  sphères,  et 
plus  généralement  aux  éléments  dont  la  rencontre  ou  le  contact  s'exprime, 
pour  deux  positions  infiniment  voisines,  par  l'évanouissement  d'une  forme 
quadratique  des  différentielles  de  paramètres  indépendants. 


N°  13;  3o  mars. 
Gruey.  —  Sur  les  constantes  dti  grand  miroir  du  sextant.  (898- 

N°  U\  6  avril. 

Boussinesq.  —  Sur  la  résistance  qu'oppose  un  liquide  indéfini  en 
repos,  sans  pesanteur,  au  mouvement  varié  d'une  sphère  solide 
qu'il  mouille  sur  toute  sa  surface,  quand  les  vitesses  sont  bien 
continues  et  assez  faibles  pour  que  leurs  carrés  et  produits 
soient  négligeables.  (935-937). 

De  l'intégration   complète  des   équations  du  mouvement  du  fluide,   l'auteur 
conclut  pour  la  résistance  cherchée  l'expression 

6tî£R\  -I ■    ^, \-bJ-rjt\V-    I       , 

•^     dt  J ^      ^t  __  ^ 

où  £  désigne  le  coefficient  de  frottement  du  liquide,  p  sa  densité,  ni  la  masse 
du  liquide  déplacé,  H  le  rayon  de  la  sphère,  V  sa  vitesse  actuelle  correspon- 
dant au  temps  t,  K(t)  l'espace  rcctilignc  parcouru  par  son  centre  au  bout  d'un 
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temps  T.  En  faisant  F'(^)  =  coskt,  on  retrouve  la  formule  particulière  obtenue 
par  Stokes  dans  son  Mémoire  sur  le  pendule. 

Dans  le  cas  de  translations  quelconques  de  la  sphère,  on  superposera  les  trois 
solutions  correspondant  aux  vitesses  suivant  les  trois  axes  coordonnés. 

Mannheim.  —  Sur  la  polhodie.  (988-940). 

L'auteur  considère  le  déplacement  d'un  ellipsoïde  quelconque  et  étudie  géo- 
métriquement les  courbes  qui  sont  à  cet  ellipsoïde  ce  que  la  polhodie  et  l'her- 
polhoïde  sont  à  l'ellipsoïde  central. 

Il  se  propose  de  montrer  que  l'herpolhodie  relative  à  un  ellipsoïde  quelconque 
peut  avoir  des  points  d'inflexion,  mais  qu'il  n'en  est  pas  de  même  de  l'herpol- 
hodie de  Poinsot  (théorème  de  M.  de  Sparre). 

La  Communication  actuelle  ne  porte  que  sur  la  polhodie,  pour  laquelle 
M.  Mannheim  apprend  à  construire  le  plan  osculateur  en  un  point. 


N°  lo;  i3  avril. 

Haton  de  la  Goupillière.  —  Théorèmes  relatifs  à  l'actinométrie 
des  plaques  mobiles.  (gSS-gSS). 

La  plaque,  soumise  à  l'action  de  la  pesanteur  ou  de  centres  fixes,  est  assu- 
jettie à  rester  normale  à  une  courbe  quelconque  décrite  par  son  centre  de 
gravité. 

La  quantité  de  lumière  ou  de  chaleur  reçue  par  la  plaque  est  indépendante 
de  la  nature  de  cette  courbe;  elle  ne  dépend  que  des  surfaces  de  niveau  passant 
par  les  extrémités  de  l'arc  parcouru. 

Mannheim.  —  Sur  l'herpolhodie.  (963-966). 

Démonstration  du  théorème  annoncé  par  l'auteur  dans  sa  précédente  Com- 
munication. 

Weyr  (^Ed.).  —  Répartition  des  matrices  en  espèces  et  formation 
de  toutes  les  espèces.  (966-969). 

Soient  M  une  matrice  quelconque  d'ordre  n  et  [x^  une  racine  a"i''«  de  .M.  Lune 
des  puissances  successives  p  de  M  —  iJi^  est  nécessairement  de  nullité  a;  les 
puissances  successives  sont  de  la  même  nullité. 

La  racine  jx^  a  pour  caractéristiques  les  nombres  a,  a,,  a^,  . . .,  a  définis  par 
cette  condition  que 

et,,     a, -(- «j.     ...,     a, -H  a^ -1-. .  .-t- a.  =  a 
sont  les  degrés  de  nullité  des  matrices 

Deux  matrices  d'ordre  11  seront  dites  de  même  espèce  si  elles  ont  les  mêmes 
racines  aux  mêmes  caractérisli(|ucs. 
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M.  Weyr  apprend   à  former  une  matrice  M  d'une  espèce  donnée.  Toutes  les 
autres  N  se  déduisent  de  celle-là  par  la  formule 

N  =  Q-"MQ, 
Q  étant  une  matrice  quelconque  de  nullité  zéro. 

Gi'uey.  —  Sur  les  constantes  du  grand  miroir  du  sextant.  (969- 
972)- 

Radau.  —  Sur  la  loi  des  densités  à  l'intérieur  de  la  Terre.  (972- 

974)- 

Boussinesq.  —  Résistance  f|u'éprouve  un  cylindre  circulaire  in- 
défini, plongé  dans  un  fluide,  à  se  mouvoir  pendulairemenl  sui- 
vant une  direction  perpendiculaire  à  son  axe.  (974-977)' 


N"  16;  20  avril. 

Halphen.  —   Sur  le  mouvement  d'un  corps  grave  de  révolution 
suspendu  par  un  point  de  son  axe.  (io65-io68). 

Démonstration  d'un  théorème  dont  l'énoncé  est  contenu  dans  un  Mémoire 
inachevé  de  Jacobi  : 

«  La  rotation  d'un  corps  pesant  de  révolution  autour  d'un  point  de  son  axe 
peut  être  remplacée  par  le  mouvement  relatif  de  deux  corps  sur  lesquels  n'agit 
aucune  force  accélératrice.  » 

On  est  ramené  à  étudier  les  mouvements,  convenablement  choisis,  de  deux 
ellipsoïdes  quelconques  (E),  (E,  ).  Ces  deux  mouvements  E,  E,  dépendent 
ensemble  de  huit  constantes,  tandis  que  le  mouvement  M  d'un  corps  pesant 
dépend  seulement  de  cinq  constantes.  Il  y  a  donc  entre  les  éléments  de  E  et  de 
E,  trois  relations.  On  doit  répondre,  et  c'est  ce  que  fait  M.  Halphen,  aux 
questions  suivantes  :  1°  quelles  sont  ces  trois  relations?  2°  étant  donnés  E, 
E,,  déterminer  les  constantes  de  M;  3°  étant  donné  M,  trouver  E,  E,. 

Poincaré.    —    Sur  l'équilibre    d'ime    masse  fluide  animée    d'un 
mouvement  de  rotation.  (1068-1070). 

L'auteur  considère  des  séries  linéaires  de  (igures  d'équilibre,  c'est-à-dire  des 
séries  telles  qu'à  chaque  valeur  de  la  vitesse  constante  de  rotation  corresponde 
une  figure  et  une  seule  ou  un  nombre  fini  de  figures,  et  que  ces  figures  d'équi- 
libre varient  d'une  façon  continue  avec  la  vitesse.  Ainsi  les  ellipsoïdes  de 
révolution  forment  une  série  linéaire,  les  ellipsoïdes  de  Jacobi  eu  f(jrment 
une  autre.  Il  peut  arriver  qu'une  môme  figure  appartienne  à  deux  séries 
linéaires  :  il  y  a  un  ellipsoïde  de  révolution  qui  est  en  même  tem|)s  un  ellip- 
soïde de  Jacobi. 

Existe- t-il  des  séries  linéaires  de  figures  d'équilibre  parmi   lesquelles  il  y  en 
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ait  une  qui  se  réduise  à  un  ellipsoïde?  Soient  p,  ^^p-  —  6-,  \/p^  —  C  les  trois 
demi-axes  de  l'ellipsoïde  et  H  une  fonction  de  Lame  quelconque;  on  devra 
avoir 


r=°  do  C^-  do 


L'auteur  discute  cette  équation  dans  le  cas  des  ellipsoïdes  de  révolution,  et 
démontre  ce  résultat,  annoncé  par  MM.  Thomson  et  Tait  :  Les  ellipsoïdes  de 
révolution  que  l'on  rencontre  en  partant  de  la  sphère,  et  en  allant  jusqu'à 
celui  qui  est  en  même  temps  un  ellipsoïde  de  Jacobi,  sont  tous  stables;  les 
autres  sont  séculairement  instables. 

Berthot.  —  Application  de  la  formule  empirique  des  forces  mu- 
tuelles à  la  mécanique  des  solides  et  aux  propriétés  générales 
des  corps.  (loyo-io^S). 

N°  17;  27  avril. 

Bougaieff.  —  Sur  une  loi  générale  de  la  théorie  de  la  partition 
des  nombres,  (i  i23-i  i  25). 

Soient  9 (m)  une  fonction  arbitraire  analytique  ou  numérique;  4'(")  ""<^ 
fonction  arbitraire  analytique  ou  numérique  croissante  qui  pour  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives  de  u  prend  aussi  des  valeurs  entières  et  positives; 
n  un  nombre  entier  et  positif;  a;,,  x^,  ■■-,  x^  les  solutions  positives  de  l'équa- 
tion indéterminée 

(1)  ^(^,)    -)-li/(^J+...+  -;(j7|J    =    «. 

On  a 

/,  =  p 

(2)  ^    j[«-(  ;j. -)-.). ^(M)]?(«)     2     [o{x,)■i{x^  ...■i{x.^)]}^o, 

Il      \\  n  —  '^{i()  ) 

le  nombre  p  satisfaisant  aux  inégalités 

(];(p)<«,     ^;/(p+i)>w. 

Si  l'on  fait  !p(w)  =1  cl  qu'on  désigne  par  N(/?)  le  nombre  des  solutions  de 
l'équation  (i),  la  formule  (.>)  devient 

«  =  p 

(3)  ^[«-(:x-i-i)^(u)JN[«-^(«)]  =  o. 

;<— 1 

Elle  donne  alors  une  loi  numérique  nouvelle  chaque  fois  que  l'on  connaît  la 
fonction  N  (h). 
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De  Saint-Germain.  —  Sur  l'herpolhodie.  (ii 26-1 128). 
Démonstration  du  théorème  de  M.  de  Sparrc. 

N"  18;  4  mai. 

Bougaieff .  —  Application  des  lois  générales  de  la  théorie  de  la 
partition  des  nombres  aux  fonctions  numériques.  (iiSg-iiôa). 

Les  deux  lois  générales  (2)  et  (3)  que  l'auteur  a  établies  dans  sa  précédente 
Communication  peuvent  s'appliquer  à  toutes  les  fonctions  '^{u')  entières  et  po- 
sitives qui  satisfont  à  l'unique  condition  4'(°°)  =  =»• 

Par  exemple,  si  l'on  prend  pour  <^{u^  la  somme  s(w)  des  diviseurs  de  m,  et 
que  l'on  désigne  par  P(«)  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

S(u)  +  .î(^')  =  II, 

fa  loi  (3),  pour  [a  =  2,  donne  la  formule 


|^[«-3.s(,/)lP[«-5(iO]=o. 


La  loi  (j),  appliquée  à  l'équation 

K  (  W^^,  )  =  n, 
donne  la  loi  particulière 

^([«-2R(v/«)]9(//)      2^       ?(^,)j=o, 
!  «-E(vM  1 

qui,  pour  9(u)  =1,  prend  la  forme 

^      [ /ï  —  2 E  (  v/w )]  [ 2 /(  +  1  —  2 E  (  v/'m)]  =  G. 
Cette  dernière  formule  permet  de  calculer  immédiatement 

n  =1 

N"  19;  II  mai. 

CaUandreau.  —  Sur  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre.  (i2o4- 
1206). 

Une  équation  remarquable  due  à  M.  Kadau  conduit  à  un  résultat  très  précis 
pour  la  valeur  de  l'aplatissement  terrestre  s  déduite  des  données  de  la  préces- 
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sion  et  de  la  valeur  de  la  quanlité  a,  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 
teur le  long  de  l'équateur. 
Cette  équation  est  la  suivante  : 


3o5,6(s-|)-|^;^-,=  o, 


où  a  désigne  une    quantité    inférieure  en  valeur  absolue    à   0,0008,  comme  le 
montre  M.  Callandreau. 
Dès  lors  toutes  les   lois  proposées   pour   les   densités   à    {"intérieur  du  globe 

conduisent  à   un  aplatissement   pour   ainsi  dire    invariable    et  égal    à  — -'  Si 

l'aplatissement  fourni  par  les  observations  est  un  peu  dilTérent  de  ce  nombre, 
il  devient  impossible  de  représenter  les  densités  par  une  courbe  continue. 

Lecornu.  —  Distance  d'un  point  d'une  courbe  gauche  à  la  sphère 
osculatrice  au  point  intîniment  voisin.  (lao'j-iaio). 

L'expression  de  cette  distance,  que  M.  Lecornu  obtient  sous  diverses  formes, 
peut  se  conclure  du  théorème  suivant  : 

«  Si  l'on  appelle  écart  d'une  courbe  la  distance  d'un  point  à  la  tangente  au 
•    point  infiniment  voisin,  la  puissance  d'un  point  d'une  courbe  gauche  par  rap- 
port à  la   sphère  osculatrice  au   point  infiniment  voisin  est  égale  au  tiers  du 
produit  des  écarts  de  la  coui'be  donnée  et  de  la  courbe  décrite  par  le  centre  de 
la  sphère  osculatrice.  » 

N"  20;  18  mai. 

Callandreau.  —  Influence  du  roulis  sur  les  observations  faites  à 
la  mer  avec  le  cercle  à  niveau  de  mercure  de  M.  Renouf".  (i-2S/\- 
1286). 
L'étude  de  cette  question  conduit  l'auteur  à  se  poser  le  problème  suivant  : 

«  Un  tube  annulaire  de  dimensions  très  petites,  à  moitié  rempli  de  mercure, 
se  trouve  dans  un  plan  vertical,  et  il  est  soumis  à  un  mouvement  oscillatoire 
de  faible  amplitude  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  son  plan.  Étudier  les 
petites  oscillations  du  liquide  dans  le  tube.  » 


Ce  problème  dépend  de  l'équation  diiïérentiellr 

-r-7  -t-  (  /i'  —  2  p  SI  n  -;ï7  1 0  =  5/  00s  —  H-  2  A  SI  n 


où  les  variables  sont  le  temps  t  et  l'angle  0  que  fait  avec  la  verticale  le  rayon 
allant  au  milieu  de  la  colonne  liquide.  M.  Callandreau  intègre  cette  équation 
par  la  méthode  de  M.  Poincaré. 

L'intégrale  se  simplifie  ot  se  réduit  à  la  forme 

.         .       7:/  .  TZt 

0  —  A,  sin  —  —  .\  ces  —, 
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SI  l'on  néglige  les  oscillations  à  longue  période   produites  par   le  mouvement 
d'entraînement,  en  ne  tenant  compte  que  des  oscillations  dues  à  la  pesanteur. 


N°  21  ;  25  mai. 

Goursat.   —   Sur  les  intégrales  des    équations    linéaires.   (iSap- 
i332). 

On  peut  obtenir  sans  aucun  calcul  une  infinité  d'équations  hypergéométriques 
d'ordre  supérieur  admettant  un  groupe  donné  de  substitutions,  pourvu  que  ce 
groupe  renferme  une  substitution  de  la  forme  canonique 

{x^,  J7j,  . . . ,  ^„_,,  ^„;  wa;,,  oja;^,  . . .,  w^„_,,  w'a7„), 

o)'  différant  de  w. 

Pour  fixer  les  idées,  AI.  Goursat  envisage  l'équation  du  troisième  oi-dre 

l  x^{x  —  t)/" -h  [(3  +  a,  -h  a^  +  ajx  —  (i  +  6,  +  b^)]xy" 
(i)    ' 

I       +  [(i  4-  a,-t-  a^H-  «3  +  a^a3+  ttja,  4-  a,aj.r  —  ^,^J  Jk'  +  a^a,a,y  —  o. 

Soit  G  un  groupe  fini  contenu  dans  le  groupe  linéaire  à  trois  variables.  Sup- 
posons que  ce  groupe  renferme  une  substitution  S  qui,  ramenée  à  sa  forme  ca- 
nonique, soit 

{x,  y,  z:  bix,  iûy,  co's)  (w'^Jw). 

Soit  T  une  autre  substitution  du  groupe  G  qui,  ramenée  à  sa  forme  cano- 
nique, soit 

(X,  Y,  Z;  AX,  BV,  CZ), 

A,  B,  G  étant  trois  nombres  différents.  Soit 

(X,  Y.  Z;  aX,  pY,  yZ) 

la  substitution  -  S---T  réduite  à  sa  forme  canonique,  les  six  quantités  i,  a,  û, 

0)       A 

B     C    . 
Y,  —1  —  étant  supposées  toutes  dillerentes. 

Cela  posé,  si  dans  l'équation  (i)  on  prend 


2i7c      "VA/                      '       lir.      ^VA. 
a,  = :— loga,        a,  = ^logS,        «,  = r-logy, 

le  groupe  de  l'équation  (i)  coïncidera  avec  le  groupe  dérivé  des  deux  substitu- 
tions —  S,   -r-T,  et  par  suite  l'intégrale  générale  sera  une  fonction  algébrique  de 
w         A 

la  variable. 

Comme  exemples,  M.  Goursat  cite  le  groupe  fini  dérivé  des  deux  substitutions 
qui  reproduisent  la  forme  x"^  —  y"^ -\- z"^  et  le  groupe  fini  d'ordre  1G8,  décou- 
vert par  I\I.  Klein,  dont  les  substitutions  reproduisent  la  forme 

x\  x^  4-  x\  X3  4-  x\  a-,. 
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N"  23;  8  juin. 

Halphen.  —   Sur   la  convergence  d'une    fraction  continue  algé- 
brique. (  1 4  5 1-1454)- 

L'auleur  donne  un  exemple  d"une  fraction  conlinue  qui  converge  alors  que 
la  série  correspondante  ne  converge  pas,  et  qui  diverge  pour  des  valeurs  de  la 
variable  qui  font  converger  la  série.  Cet  exemple  lui  est  fourni  par  le  dévelop- 
pement de  la  racine  carrée  d'un  poljnôme  X  du  troisième  degré,  à  coefficients 

et  à  racines  réels, 

X  =  <7^  -H  <7,  a;  -t-  q^x''  +  rj^x'^, 

sous  l'une  des  deux  formes 

(i)  y/X  =  a,  +  6,a- + 


a,  -f-  b^  X  -H 


X' 


a,  -H  b^x  -\-. 

/—                                                               ^' 
( 2 )  \/X  =  a^  -h  b^x  -\-  c,x''  -\ 


a,^  +  ?3^  + 


t,  -i-  p,.r  -h.. . 


La  variable  x  étant  supposée  imaginaire,  les  fractions  convergent  dans  tout 
le  plan,  sauf  sur  les  deux  coupures  rcctilignes  qui  rendent  \/\  uniforme,  tandis 
que  la  série  correspondante  ne  converge  i)as  dans  les  mêmes  conditions. 

L'inverse  a  lieu  dans  des  cas  particuliers  (en  nombre  infini  d'ailleurs),  dont 
le  plus  simple  correspond  à  la  relation 

32?o73(4?o7,'/.  — '7Î-*^'7o73)-(4'7.?o-'7l)'• 
Pour  la  valeur 


située  dans  la  région  où  \/\  est  développable  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X,  les  réduites  de  rang  5n  + 1  de  la  fraction  (i)  et  celles  de  rang  5n+3  de 
la  fraction  (2)  sont  rigoureusement  égales  à  y/X;  mais  les  réduites  de  rang 
5n-f-4  de  la  fraction  (i)  et  celles  de  rang  5/ï  +  1  de  la  fraction  (a)  sont  égales 
à  —  v/X.  Les  deux  fractions  continues  sont  ici  divergentes,  alors  que  la  série 
correspondante  converge. 

N°  26;  29  juin. 

Darboux,  —  Sur  la  théorie  de  Poinsot  cl  sur  deux  mouvements 
correspondant  à  la  même  polhodie.  (i555-i56i). 

A  tout  mouvement  de  Poinsot  en  correspondent  une  infinité  d'autres  pour 
lesquels  les  rotations  yj',  </',  /•'  sont  à  chaque  instant  égales  aux  rotations  p, 
(j,  /•  multipliées  par  des  nombres  constants.  \\n  particulier,  d'un  premier  mou- 
vement on  peut   en   déduire    un    autre    dans    letiucl    la    rotation    est    à   chaque 
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inslanl  égale  cl  contraire  à  celle  du  premier.  Al.  Darhoiix  éUiclic  la  relation 
entre  ces  deux  mouvements  et  donne,  avec  leurs  conséquences,  les  formules  qui 
expriment  cette  relation. 

La  considéi-ation  simultanée  des  deux  mouvements  fournit  les  résultats  sui- 
vants. Aux  deux  mouvements  répond  la  même  polhodie  (P).  Dans  le  premier, 
le  cône  (C)  ayant  pour  base  (P)  roulera  sur  un  cône  fixe  (A)  ayant  pour  base 
une  herpolhodie  (H);  dans  le  second  mouvement,  le  même  cône  roule  avec  une 
vitesse  égale,  mais  en  sens  contraire,  sur  un  autre  cône  (ixe  (B)  ayant  pour 
base  une  autre  herpolhodie  (H'j,  et  la  génératrice  de  contact  du  cône  (C) 
avec  les  cônes  fixes  sera  la  même  à  chaque  instant  dans  les  deux  mouvements. 
Le  mouvement  de  (B)  par  rapport  à  (A)  s'obtiendra  en  faisant  rouler  direc- 
tement le  cône  ayant  pour  base  (H')  sur  le  cône  ayant  pour  base  (H). 

L'auteur  termine  en  prouvant  que  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second 
degré  qui  ont  les  mêmes  axes  principaux  peut  être  considérée,  en  général  et  île 
deux  manières  différentes,  comme  une  polliodie. 

Franke.  —  Sur  la  courbure  de  ['herpolhodie.  (t5^3-i5^6). 

L'auteur  trouve,  pour  le  rayon  de  courbure  de  l'herpolhodie,  l'expression 


ABGGV    h"  A.^^^A,,-|-2(/iA„  +  a^p^y^H6^, 


Y 


où  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  principaux;  />,  q,  r  les  cf)mposanles  cor- 
respondantes de  la  rotation;  a,  p,  y  les  difl'érences  B  —  G,  G  —  A,  A  —  B  ;  G, 
Il  les  constantes  d'intégration  foomTes  par  les  relations 

G"  =  A"/)-  -hB-q'  +  C"/-% 
H   =  \p'  -f-B<7^  -l-G/% 

el  où  Ojj,  A^j,  A_j  ont  les  valeurs  suivantes  : 

0,^  =  G^(y>^ -t- 7^ +  /■»)  — H% 

A.^=  2=BGr/-/-^H-  p^A/'V^'  +  T'AB/j^^^, 

A^,  =  a'(B-f-  G-A)r/w'-i-  ;-i.{C-i- A-  B)  r'p' -h  y'iX  +  B  —  C)j)'q<. 

Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  d'inertie,  les  quantités  B  h- G  —  A,  G -f- A — B, 
A -I- B  —  G  étant  positives,  le  rayon  de  courbure  ne  peut  devenir  infini  (théo- 
rème de  M.  de  Sparre).  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde 
arbitraire;  alors  la  trace  du  pôle  instantané  sur  le  plan  fixe  peut  avoir  des 
points  triiille\ion. 

yindoyer.  —  Sur  la  réduction  du  problème  des  brachistochroncs 
aux  équations  canoniques.  (iS^^-iS^S). 

Gette  réduction  f)eul  se  faire  de  deux  façons,  en  ramenant  le  problème  à  la 
recherche  soit  de  la  courbe  d'équilibre  d'un  (il  (l(\ibl(>  (>t  inextensible,  soit  de 
la  trajectoire  d'un  point  matériel. 


Jiiill.  des  Sciences  nidllicni.,  -i'  série,  t.  \I.  (Août  i!S8".) 
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JORNAL  DE  SCIENCIAS  MATHEMATICAS  E  ASTUONOMICAS,  publicado  pelo 
Dr.  F.  GoMES  Teixeira,  professor  na  Escola  Polyteclinica  do  Porto,  anligo 
professor  na  Universidade  de  Coimbra,  Socio  da  Arademia  real  das  Sciencias 
de  Lisboa,  etc.  Vol.  VI.  Coiinbi'a,  imprensa  da  Universidade,  i885('). 

D'Ocagne  {l\I.).  —   Sur  une   Iran  s  forma  lion  polaire  des  courbes 
planes.  (3-i 2). 

Ce  mode  de  n-ansformalion,  proposé  parMichel  Chasles  dans  la  Note  XXI  de 
soa  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
Géométrie,  a  fait  l'objet  d'études  intéressantes  de  MM.  Roberts  et  Faure.  Plu- 
sieurs géomètres,  tels  que  MM.  Cayley,  Genocchi,  Darboux  se  sont  occupés  de 
la  transformée  d'un  cercle,  c'est-à-dire  de  Vovale  de  Descartes  unicursal 
ou  limaçon  de  Pascal.  Par  la  méthode  de  M.  d'Ocagne,  on  peut  transformer 
une  propriété  quelconque  de  lignes  droites  et  de  ceixles  en  une  propriété  de 
paraboles  de  même  foyer  et  de  limaçons  de  Pascal  ayant  pour  foyer  simple  le 
foyer  commun  à  toutes  les  paraboles. 

Joào  cV  Aime  Ida  Lima.  —   Sur   une  courbe  du  Uolsième  degré. 

(i3-i6). 

Après  avoir  donné  la  définition  géométrique  de  la  courbe,  M.  d'Almeida  Lima 
en  donne  l'équation,  d'abord  en  coordonnées  polaires,  puis  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, et  il  arrive  à  l'équation  du  problème  de  la  trisection 

a 

i        b  ,  i 

x^ X- -\- b' =0. 

2  a  a 

tang  -  td"»  - 

2  2 

Cesàro  {E.).  —  Remarques  arithmétiques.  (17-23,  91-95). 

Sous  ce  titre  modeste,  le  jeune  mathématicien  italien  expose  le  résultat  de 
savantes  et  difficiles  recherches  sur  la  série  de  Fibonacci,  sur  une  identité  pro- 
posée par  Eug.  Catalan,  sur  la  généralisation  de  la  série  de  Lambert,  sur  la 
formule  de  Clauscn.  Dans  le  second  article,  pages  gi-gS,  suite  de  ses  Remarques 
arithmétiques,  M.  Ernest  Cesàro  traite  particulièrement  de  quelques  consé- 
quences asymptoliques  de  la  série  de  Lambert. 

Ferreira  dos  Santos.  —  Sur  le  changement  de  la  variable  indé- 
pendante. (24-28). 
Dans  cette  Note,  l'aulcur  donne  l'expression  de  la   dérivée  de  Tordre  n  Ac.  y 


(')  juillet  in.  1\,,   itJ6. 
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par  rapport  ù  x  en  fonction   des   dérivées  de   ces   variai)les,  par  rapport   ù  une 
nouvelle  variable  indépendante  quelconque. 

Gomes  Teixeira.  —  Blbliogra[)lue.  [i<^-'i'i). 

,o   Verger,  Introduction  à  l'Algèbre,  Turin. 

2°  D'Ocagne,  Coordonnées  parallèles  et  axiales.  Paris,  Gaulliier-N'illars, 
i885. 

3°  E.  Cesàro,  Intorno  a  taluna  funzioni  isobarirhc.  Dérivées  des  fonctions  de 
fonctions.  Notes  sur  le  calcul  isobarique. 

4°  J.-M.  Eodrigues,  Développement  de  fonctions  algébriques.  {Revista 
scientijica  do  Porto,  t.  I,  i885.) 

5°  Schiappa  Moiiteiro,  Solution  d'un  problème  de  Géométrie  élémentaire. 
{Revista  scientifica  do  Porto,  t.  I,  i885.) 

1°  Le  Livre  de  M.  Verger,  professeur  à  l'Institut  technique  de  Rome,  se 
recommande  par  une  grande  clarté  d'exposition;  il  fait  honneur  à  l'esprit  mé- 
thodique de  l'anteur  et  doit  être  grandement  apprécié  par  les  jeunes  gens  aux- 
quels il  est  destiné. 

2°  L'important  Mémoire  de  M.  d'Ocagne  sur  les  coordonnées  parallèles  et 
axiales,  mentionné  honorablement  par  Gomes  Teixeira  dans  son  Journal,  a  ét('' 
également  l'objet  d'un  compte  rendu  élogieux  de  M.  l>e  Paige,  de  Liège,  dans 
le  Eullettino  du  Prince  Boncompagni. 

.3°  Le  premier  de  ces  articles  a  été  publié  dans  le  Giornale  di  Matematiche 
de  Battaglini,  en  1884,  et  les  deux  autres,  en  i88/|  et  i88j,  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  de  MM.  Gérono  et  Brisse. 

4°  Dans  cet  article,  M.  Rodrigues  fait  l'application  de  sa  formule  (publiée  à 
la  page  187  du  IV^'  Volume  du  Journal  de  Gomes  Teixeira)  au  développement 
des  fonctions  algébriques  comprises  dans  la  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  la  variable  indépendante.  Ensuite  il  applique  les  ré- 
sultats auxquels  il  parvient  à  la  détermination  des  asymptotes  de  divers  ordres 
des  courbes  algébriques. 

5°  Le  problème  que  résout  M.  Schiappa  Monteiro  est  le  suivant  :  Tracer  par 
un  point  donné  en  un  plan  d'un  cercle  une  transversale  telle  que  les  distances 
de  ce  point  aux  points  d'intersection  avec  le  cercle  soient  en  un  rapport  donné. 

Gomes  Teixeua  (/'•)•  —  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions. 
(33-8o,  129-168). 

Cette  savante  étude  traite  successivement  :  Des  caractères  des  opérations  do 
l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre;  De  la  théorie  analyliciue  des  imaginaires; 
De  la  théorie  géométrique  des  imaginaires;  Des  opérations  sur  les  imagi- 
naires; Des  séries;  Des  produits  inlinis;  Des  fractions  continues.  Elle  est 
continuée  pages  129-168  par  trois  nouveaux  Chapitres  sur  les  principes  gé- 
néraux :  Sur  les  fonctions  algébri([ues;  Sur  les  fonctions  exponentielles, 
logarithmiques  et  circulaires.  Elle  sera  terminée  dans  le  \'olume  \TI  du 
Journal  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques. 

On  sait  que  Gomes  Teixeira  est  l'auteur  d'un  Trailé  spci  ial  intitulé  :  Sur  la 
théorie  des  imaginaires,  lequel  fut  publié  d'abord  dans  les  Annales  de  la 
Société  scientifique  de  Bruxelles,  en    isx.l.  puis  dnns  le  Jdiirnal  Matliesis  de 
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Garni,  et  Iraduit  en   ilalieii  par  Gastaldi  dans  le  tome  V  de  la  Ranstà  di  Ma- 
ternai ica. 

Ilerniile  (Ch.).  —  Sur  les  [)ol\n(jnies  de  Legendre.  (Extrait  d'une 
Lettre  adressée  à  F.  Gotnes  Teixeira).  (8i-84)- 

Dans  celle  I.ellrc,  lémineiit  analysle  démonlre,  au  moyen  du  développement 
en  série,  point  de  départ  de  Legendre,  ce  qu'il  appelle  la  belle  proposition  de 
iM.  Tchebichef,  à  savoir  que  le  polynôme  X„  de  Legendre  est  le  dénominateur 
de  la  réduite  d'ordre  n  du  développement  en  fraction  continue  de  la  quantité 

1  X  -T- 1  _     \  I  I 

■i        "  07  —  I  X  ix'  ')X'' 

Guimarâcs  {R.)-  —  Emploi  de  la  cycloïde  pour  la  résolution  gra- 
phique de  quelques  problèmes  de  Géométrie.  (85-90). 

M.  Ilodolplie  Guiniaràes  se  sert  de  la  cycloïdc  pour  résoudre  six  problèmes 
graphiques;  la  méthode  qu'il  emploie  s'applique  à  un  grand  nombre  d'autres 
questions  (ju'il  se  propose  d'examiner  ultérieurement. 

Da  Fonseca Barios  (JJ-).  —  Noie  sur  l'emploi  du  [)arallélépipède 
élémentaire.  (96-98). 

Celte  Note  a  été  écrilc  par  I\l.  Fonseca  Barros,  en  réponse  à  un  article  de 
M.  Greenhill  publié  dans  l'Encyclopédie  britannique  sous  le  litre:  Hydrome- 
clianics,  article  dans  lequel  le  professeur  anglais  déclarait  que  la  méthode 
généralement  suivie  pour  déduire  l'équation  de  continuité  constitue  «  une  vio- 
lation des  principes  du  Calcul  dilTérenticI  ». 

Gonies  Tcixcira.  —  Bibliographie.  (99-102). 

1°  David  Besso  :  Sur  le  produit  de  deux  solutions  de  deux  équations  dilTé- 
reutielles  linéaires  homogènes  de  second  ordre;  Rome,  i88'(.  —  Sur  l'équation 
du  cinciuième  degré;  Uome,  1884.  —  Sur  une  classe  d'équations  trinômes.  Home, 
■  «Si 

-2"  Paxloa  Young,  Solution  oC  solvablc  ii  rcduclibic  quintic  équations 
without  Ihe  aid  of  a  résolvent  sextic  (American  Jotirnal  0/  Mathematics, 
vol.  VII). 

3"  A.  d'Arzilla  Fonseca,  \p|)licaliou  tles  {jualeruions  à  la  Mécanique. 
Coïmbre. 

/(<■  Brito  Limpo,  Sur  les  réfractions  terrestres  {Revistà  scienti/ica,  t.  I). 

:)°  Aristide  Marre,  F^ettre  à  M.  le  président  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Lisbonne  (Jornal  de  Sciencias   matlteniaticas,  physicas  e  naturaes,  n»  38, 

.88',). 

(3"  ,/.-.)/.  Bodrigiies,  'rin'oric  de  la  Hali-I  i(|U(>.   Madrid,   \HS\. 

-»  J.-A.  Sarrasqueiro,  'l'raité  de  Gromctric  éb-mcntairc,  ;i"  édition,  Coïmbre, 
iK8'|;  Traité  élémentaire  d'Arithmétique,  6' édition,  Coïmbre,  i88ô. 

S"  F.-M.  dosta  fjohn.  lt(''soluliou  dos  é(|uations  iud(''lcrmitu'es.  Coïmbre, 
i88.'). 


REVUE    DES   PUBLICATIONS.    .  173 

9°  A.  Schiappa  Monteiro,  Sur  un  Uirorème  relatif  à  la  théorie  des  nombres 
{Revistà  scientifica,  t.  I,  i885). 

1°  Ces  jMémoires  importants,  où  il  est  fait  un  heureux  emploi  des  séries 
liypergéomctriqucs,  ont  été  publiés  d'abord  dans  le  Recueil  de  V Académie 
royale  des  Lincei.  On  sait  que  M.  David  Besso,  professeur  de  Mathématiques  à 
l'Institut  technique  de  Rome,  vient  de  fonder  pour  la  jeunesse  studieuse  de 
l'Italie  un  nouveau  journal,  le  Periodico  di  Maternatica,  qui  paraît  tous  les 
deux  mois. 

2°  Ce  Mémoire  fait  suite  aux  deux  Notes  précédemment  publiées  dans  le 
loine  V,  p.  121  du  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas, 
M.  Paxton  Young  y  expose  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
les  éciuations  du  cinquième  degré  dont  il  s'occupe  puissent  être  résolues  algé- 
briquement, et  donne  alors  les  formules  par  le  moyen  desquelles  on  obtient  les 
racines  de  ces  équations. 

3°  Dans  le  Volume  V  du  Journal  du  D"'  Gomes  Teixeira,  il  a  été  donné  con- 
naissance d'un  travail  où  M.  Arzilla  expose  avec  toute  la  rigueur  et  la  clarté 
désirables  l'importante  théorie  des  quaternions.  Le  nouveau  travail  annoncé 
ici  fait  l'application  à  la  Mécanique  rationnelle  des  principes  de  cette  théorie. 

4°  M.  Brito  Limpo  s'occuj)e  spécialement  des  coefficients  de  la  réfi-action  ter- 
restre; il  montre  (jue,  au  lieu  de  faire  usage  d'un  coefficient  moyen  pour  chaque 
pays,  il  serait  préférable  d'employer  divers  coefficients  moyens  correspondant 
aux  différentes  altitudes,  et  il  indique  les  méthodes  pratiques  à  suivre  pour 
obtenir  ces  coefficients. 

5°  Dans  cette  Lettre,  M.  Aristide  Marre  donne  une  brève  Notice  de  la  vie  et 
des  travaux  de  René-François  de  Slitse,  chanoine  de  Liège,  mathématicien, 
physicien,  astronome,  orienlalisle,  historien,  dont  les  grands  dictionnaires  de 
bibliographie  universelle  ne  mentionnent  pas  même  le  nom.  Il  annonce  à 
l'Académie  la  prochaine  jniblicalion  de  la  Correspondance  inédite  de  Slusc 
avec  lluygcns,  Pascal,  Oldenburg,  Wallis,  etc.,  par  M.  Le  Paige,  de  Liège,  et  se 
félicite  d'avoir  pu  enrichir  cette  précieuse  correspondance  de  dix-neuf  Lettres 
de  Sluse  à  Pascal,  dont  flix-sept  complètement  inédites,  qu'il  a  eu  la  bonne 
chance  de  découvrir  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris. 

6°  Ce  travail  de  M.  ,J.-]\L  Rodrigues  est  écrit  en  langue  espagnole;  il  contient 
les  points  les  plus  importants  du  beau  Mémoire  Sur  la  t/iéorie  de  la  Balistique, 
qu'il  a  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Lisbonne,  et  dont  il  a  été  rendu 
compte  par  M.  Gomes  Teixeira  dans  le  tome  V  de  son  Journal  des  Sciences 
mathématiques  et  astronomiques. 

7°  On  peut  voir  au  tome  V  du  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astro- 
nomicas ce  qui  a  été  dit  des  éditions  antérieures  de  ces  deux  excellents  Traités 
élémentaires  dArithmétique  et  de  Géométrie. 

H°  xM.  Costa  Lobo  passe  en  revue  les  travaux  d'Euler,  Lagrangc,  Lcgendre, 
Gauss,  Chasles,  etc.,  sur  les  équations  indéterminées;  il  expose  les  principes  de 
la  théorie  des  congruences  et  développe  l'application  de  la  méthode  téléolo- 
gique  de  \\>onski  à  la  résolution  des  congruences  et  des  équations  indéter- 
minées. 

9°  Dans  cet  article,  M.  Schiappa  .Monteiro  présente  deux  solutions  de  la 
question  proposée  à  la  page  17.3  du  II'  Volume  du  Journal  des  Sciences  mathé- 
matiques et  astronomiques  du    !>'  «'lomcs  Teixeira. 

Schiappa  Monteiro  (.-f.\     -    Hr-clicrclics  relolivcs   an   cercle  va- 
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riahic  (|iii  coupe  deux  cercles  donnés  sous  des  angles  donnés. 
(io3-i  24). 

Ces  recherches  sur  les  coniques  sont  une  suite  de  celles  déjà  publiées  par  le 
savant  professeur  de  l'École  Polytechnique  de  Lisbonne,  dans  le  journal  de  son 
confrère  de  Porto;  elles  seront  terminées  prochainement. 

D'Ocagiie  {M.).  —  Ettide  de  géométrie  segmentaire.  (125-138). 

r)ans  cet  article,  .M.  d'Ocagne  revient  sur  certaines  propriétés  de  Géométrie 
segmcntaire  déjà  remarquées  par  lui  dans  une  Note  publiée  dans  le  Journal  de 
.Mathématiques  élémentaires  et  spéciales,  t.  IV,  p.  536,  1880;  de  la  première 
(le  ces  propriétés,  mieux  précisée,  il  tire  de  curieuses  conséquences. 

Marlins  da  Slha  [J.-A.).  —  Sur  trois  relations  différenlielles 
données  par  M.  Lij)schilz  dans  la  théorie  des  fondions  ellip- 
tiques. (i()9-i^6). 

Ces  trois  rclulions  iiiLércssantcs  pour  la  théorie  dos  fondions  elliptiques  se 
trouvent  indi((uées  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences  de  l'Institut  de  France,  cahier  du  35  décembre  i833,  p.  i'|ii.  M.  Ch. 
Hormiic  a  fait  voir  que  ces  équations  remarquables  résultent  d'une  formule 
fondamentale  donnée  par  Jacobi,  et  M.  IMartins  da  Silva  montre,  dans  sa  Note, 
comment  une  relation  diiri'TcnticlIc  tii's  simple  conduit  rapidement  aux  for- 
mules de  .M.  Lipschilz. 

\]  oodhoiisr  (L.).  —  Principe  fondannental  de  la  théorie  des  équa- 
tions algébriques,  l'ragnicnts  de  (|ucl(j(U'S  leçons.  (1-^-181*). 

M.  Luiz-Ignacio  Woodhouse  est  professeur  à  THcolc  Polytechnique  de  Porto, 
depuis  188 '1  ;  titulaire  de  la  ?.'  chaire,  il  enseigne  le  Calcul  did'érenliel  et  intégral 
et  la  seconde  Partie  de  la  Géométrie  descriptive.  Né  à  Porto  le  3i  juillet  i858, 
il  est  l'un  des  plus  jeunes  professeurs  de  l'Académie  Polytechnique  de  cette 
ville. 

Le  l^oiil  {M.-P.).  —  Déinonstralion  nouvelle  des  théorèmes  de 
Pascal    et    de    Biianclion.    (i83-i8-).    —   Note    de    Géométrie. 

(188-190). 

M.  [^e  Pont  généralisant  les  i<lentités  carartéristi(iues  données  par  "W.  Paul 
Scrret  arrive  à  ces  deux  théorèmes  : 

«  1°  Les  centres  de  six  couples  de  droites  conjuguées  à  une  même  conique 
sont  les  sommets  d'un  hexagone  de  Pascal. 

»  a"  Les  axes  de  six  couples  de  points  conjugués  à  une  même  conique  sont 
les  cotés  d'un  hexagone  de  Brianchon.  L'auteur  de  ces  deux  Notes  annonce 
qu'il  aura  encore  l'occasion  de  revenir  prochainement  sur  les  transformations 
des  identités  caractéristiques  de  .M.  Paul  Serret.  » 

José  Maiitirl  lîodiiuitrs.  —  Sur  une  écpialion  périodicpic.  (191- 
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L"c(lualion  présentée  dans  cette  Note  appartient  à  cette  classe  d'équations 
dont  les  racines  sjnt  des  fonctions  périodiques. 

Gomes  Teixeira  (/'.)•  —  Notice  nécrologique  %\\y  J.-A.  Mailins 
da  Silva.  (194   19^). 

M.  Martins  da  Silva,  officier  d'artillerie,  né  le  22  août  i858,  est  mort  le  12  no- 
vembre I.S85,  à  l'âge  de  27  ans.  Passionné  pour  l'Analj^se  mathématique,  il 
s'appliqua  particulièrement  à  l'étude  des  fonctions  elliptiques  et  abéiiennes,  et 
composa  une  dizaine  de  Mémoires  mathématiques  qui  lui  avaient  déjà  assigné 
une  place  distinguée  parmi  les  jeunes  mathématiciens  de  ce  temps,  lorsque  la 
mort  est  venue  l'enlever  prématurément  à  la  Science  et  à  son  pays.  Dans  une 
Lettre  du  21  avril  i885  (probablement  l'une  des  dernières  qu'il  écrivit),  il 
annonçait  à  Gumes  Teixeira  qu'il  terminait  un  nouveau  travail  sur  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  où  il  employait  la  méthode  de  la  décomposition  en 
fractions  simples  de  M.  Hermite.  Il  se  réjouissait  à  la  pensée  que  son  Mémoire 
avait  été  approuvé  par  notre  éminent  géomètre,  et  qu'il  ti'ouvcrait  place  dans 
le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  de  M.  Darhoux. 
Lui  aussi  a  pu  dire  :  Gustans  gustavi...  paiilulum  mellis  et  ecce  ego  tnorior! 

Gomes  Teixeiia  (/"•)•  —  Bibliographie.  (19--199). 

1°  P.  Amant  de  Menezes,  Charges  additionnelles  sur  les  ponts  métalliques 
pour  chaussées.  {Revue  des  travaux  publics,  t.  XVL) 

2°  R.-B.  Martins  Pereira,  hd  vo\.?kX.'\oa  el  le  mouvement  curviligne.  Lisbonne, 
i885. 

3°  G.  Loria,  Recherches  relatives  à  la  Géométrie  de  la  sphère  {Mémoires  de 
l'Académie  royale  des  Sciences  de  Turin,  Vol.  XXXVI).  —  Nouvelles  études 
sur  la  Géométrie  de  la  sphère  {Actes  de  l'Académie  royale  de  Turin, 
Vol.  XX).  —  Note  géométrique  sur  un  tétraèdre  {Idem,  Vol.  XIX). 

4°  Dr.    Bieler,     Du     système    ( 'r -. ill-; 'y- — i)  =  o.    Marburi;, 

'     .  ^  \a'        b'        J\b-'        et'         J  "' 

188,'). 

5°  E.  Cesàro,  Des  délerniiiiants  en  Arithmétique  {Journal  de  Mathéma- 
tiques de  Battaglini,  t.  XXIII).  —  De  quelques  déterminants  iarithmétiques 
(  Comptes  rendus  de  l'Académie  royale  des  Lincei,  i885).  —  Les  logarithmes 
fies  fonctions  arithmétiques  {Journal  de  Mathématiques  de  Battaglini, 
t.  XXXIII).  —  Sur  l'inversion  des  identités  aiithmétiques  {Idem). 

6°  H.  Le  Pont,  Notes  de  Géométrie  {Journal  de  mathématiques  spéciales, 
i88j).  -  Théorèmes  sur  ([uelques  courbes  et  surfaces  remarquables.  Cher- 
bourg. 

-"  M.  d'Ocagne,  Sur  les  raccordements  paraboliques  {Matliesis,  t.  V).  — 
Sur  les  isomériques  d'une  droite  par  rapport  à  certains  systèmes  de  courbes 
planes  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  I\  ). 

8°  P.  Mansion,  Note  sur  la  méthode  des  moindres  carrés  {Bulletin  de  l'Aca- 
démie royale  de  Belgique,  i885).  —  Théorie  de  l'élimination  entre  deux  équa 
tions  algébriques.  Paris,  i88'|. 

\  iws  rinr,   M\r>r.i:. 
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ATTI  DKLLA  R.  Acc.vDEMiA  DEi  LiNCEi.  In-4'',  4*"  Série  (' ). 
Rendiconli,  t.  I:  i88 j-i885  (siiile). 

Dattaglini  (G.).  —  Sur  une  application  de  la  ihéorie  des  formes 
binaires  quadratiques  à  l'intégration  de  ré([uation  différentielle 
elliptique  (653-657). 

Baltagliiii  (G.).  —  Sur  les  formes  binaires  bilinéaires.  (6yi- 
^99)- 

I^'auleiir  commence  par  fies  considérations  sur  la  correspondance  projeclive 
que  l'on  clabiil  entre  les  clémcnLs  d'une  forme  de  première  espèce  en  égalant 
à  zéro  une  forme  binaire  hiiinéaire,  puis  en  supposant  les  coordonnées  ç»,,  v,^, 
v^  d'un  élénienl  d'une  forme  de  deuxième  espèce  proportionnelles  à  trois  formes 
binaires  bilinéaires 

vv,  =  {a' u'){ a" u" )  =  a,,  u\  u[  -l-  «,, u'i  lu  -+■  a^^  u'-i  U\  -t-  ci,,  n"\  "2 • 
vv^=  {b'  u'){b"  u"), 
vVj=  (_&  u'){c"  u"), 

ilélablilune  correspondance  entre  les  points  d'un  plan  et  les  couples  de  points 
d'une  droite. 

La  difl'èrence  entre  cette  correspondance  et  VUebertràgungsprincip  de  liesse 
{Journal  de  Crelle)  consiste  principalement  en  ce  que,  dans  ce  dernier,  aux 
points  situés  sur  une  droite  correspondent  les  couples  d'une  involulion,  tandis 
que  dans  la  correspondance  de  M.  Battaglini,  au  lieu  d'une  involulion,  on  a  en 
général  une  projectivité  non  involutive.  En  clfet,  à  la  droite 

correspond  la  projectivité 

z'(v)  =  \\{a' u')  {a" u")  -{-\  .,{b' u'){b' u")  -+-  \\{c'  ii'){c" u")  —  o. 

On  verrait  aisément  quaux  x^  droites  du  plan  corres|)()ndent  les  ce"  projec- 
livités 

(.\'«')(  V"«")  =  o, 
satisfaisant  à  la  coïKliiicui 


"ti       "\i       "n      "aa 

/>,,      /a,     ^.      b, 


(')  Voir  niillclin.  \\  .  p.    >. 
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Si  la  projeclivité  ^(v)  =0  est  une  iiivolulion,  la  droite  correspondanle  passe 
par  un  point  fixe.  Si  elle  est  singulièi-e  [c'est-à-dire  si  J'(t')  se  décompose  en 
deux  facteurs  linéaires],  si  ses  éléments  unis  coïncident  ou  si  elle  est  pé- 
riodique de  l'ordre  n,  la  droite  correspondante  touche  respectivement  une  de 
trois  certaines  coniques  S,  0,  0„.  L'auteur  donne  les  équations  de  ces  coniques 
et  quelques  propriétés  importantes  des  coniques  6  et  S. 

Par  analogie,  en  supposant  les  coordonnées  d'un  point  de  Tespace  propor- 
tionnelles à  quatre  formes  bilinéaircs,  on  a  une  correspondance  entre  les  points 
d'une  quadrique  ii  et  les  couples  de  points  d'une  droite.  A  une  conif(ue  située 
sur  Q  correspond  une  projectivité  sur  la  droite,  et,  si  la  projeclivité  est  une  in- 
volution,  le  plan  de  la  conique  passe  par  un  point  fixe.  .Si  la  projeclivité  est 
singulière,  ou  si  ses  éléments  unis  coïncident,  ou  si  elle  est  périodique  de 
l'ordre  n,  le  plan  de  la  conique  est  tangent  respectivement  à  l'une  des  trois 
quadriques  S,  6,  0„,  dont  l'auteur  donne  les  équations  et  quelques  propriétés. 

Cesàro  {E.).  —  Sur  certains  déterminants  arithmétiques.  (709- 
711). 

Cesàro  [E.].   —  Nouvelle  étude  de  déterminants  arithmétiques. 

(711-710). 

L'auteur  étudie  le  déterminant 

A,.=  £  ±  1^^  (  «,,  II,  )  V  (  u^,  uj...  F  (  «„,  u„  ). 

F(«_,  Mj)  étant  une  fonction  quclcoiniuc   du   plus   grand   diviseur  commun   de 
u-,  w^,  et 

j<,  <  «j  <  »  j  < . . .  <  i/„ 

étant  une  suite  de  nombres  entiers  tels  ([ue  tous  les  diviseurs  de  chacun  d'eux 
appartiennent  à  la  suite. 

La  fonction  F{x)  est  toujours  égale  à  la  somme  des  valeurs  que  prend  une 
certaine  autre  fonction  pour  tous  les  diviseurs  de  x.  Si  /{ce)  est  cette  aulre 
fonction,  la  valeur  de  A,,  est  la  suivante  : 

^„  =  ./(",)/(«.)•  ••/("„)• 

L'auteur  en  déduit  aussi  quelques  relations  remarquables.  Par  exemple, 
prenons  deux  autres  fonctions  G,  H,  et  soient  g,  h  les  fonctions  qui  en  dé- 
pendent comme  /  dépend  de  I'".  Les  mi  quantités  x,  r,  définies  par  les 
systèmes 

■  =  /! 

a;,.  F(«,,,  H,)  —  G(u,): 
1=1 
r  =  n 

y  .v,.F(",..  K,)  =  ii(",), 

;•  -  1 
satisfont  à  hi  iciatiun 


1 


y  .r,,ll(»,)-y.r,,(i('^.). 
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Dans  la  seconde  Noie  l'aiileiii-  iIduiic  une  i;énéralisalii)n  du  lliéorènie  de 
Mansion  el  Smith. 

De  Paolis  {R.).  —  Quelques  transformations  in\olnlives  particu- 
lières de  l'espace.  (Noie  I,  730-742;  Note  TI,  754-;58). 

Les  involulinns  de  l'espace  considérées  par  laulcur  sont  celles  où  les  droites 
qui  renferment  un  couple  de  points  correspondants  en  renferment  un  nombre 
infini.  Ces  droites,  au  lieu  de  constituer  un  complexe  comme  dans  le  cas  gé- 
néral, constituent  un  système  S  doublement  infini.  Ces  involutions  se  dis- 
tinguent en  trois  classes  : 

I.  Les  raj'ons  de  2  sont  tous  ceux  d'une  gerbe. 

II.  Les  rayons  de  S  sont  toutes  les  cordes  d'une  cubique. 

III.  Les  rayons  de  £  sont  tous  ceux  qui  s'appuient  sur  une  droite  et  sur  une 
courbe  de  l'ordre  ;x  rencontrant  la  droite  en  \i.  —  i  points. 

Chacune  de  ces  classes  se  divise  en  espèces.  L'auteur  fait  connaître  toutes 
ces  espèces  et  donne  la  construction  et  les  propriétés  |)rincipalcs  de  chacune 
d'elles. 

Jung  (G.).  —  Sur  les  surfaces  engendrées  par  deux,  systèmes 
crémoniens  réciproques  du  degré  m.  (Noie  I,  7(3>.-76-;  Note  II, 
773-77/i;  NotellI,  8io-8i'2). 

On  appelle  Systèmes  crémoniens  réciproques  deux  systèmes  de  deuxième 
espèce,  tels  que  le  réciproque  (par  dualité)  de  l'un  d'eux  soit  lié  à  l'autre  par 
une  transformation  crémonienne. 

Deux  de  tels  systèmes  engendrent  une  surface  (monoïde)  de  Tordre  ni-i-i 
avec  un  point  m"!''*  si  les  deux  systèmes  sont  deux  gerbes,  et  une  surface  de  la 
classe  m  -\-ï  avec  un  plan  tangent  m"i''-  s'ils  sont  deux  systèmes  plans. 

Pour  chaque  valeur  de  m,  on  a  autant  d'espèces  de  monoïdes  qu'il  y  a  de 
solutions  des  équations  crémonicnnes. 

Dans  la  Note  II  l'auteur  étudie  le  cas  des  systèmes  superposés  et  leurs 
éléments  unis. 

Dans  la  Note  III  il  fait  voir  qu'il  y  aurait  de  l'intérêt  à  considérer  trois  ou 
plusieurs  systèmes  crémoniens  à  la  fois,  à  établir,  ])ar  exemple,  une  relation 
unidétcrminativc  entre  les  éléments  d'une  rongruenre  crémonienne  et  ceux 
d'une  forme  fondamentale  de  deuxièine  espèce. 

Brioschi  (F.).  —  Les  équations  modulaires  dans  la  transformation 
du  troisième  ordre  des  fonctions  livperclliptiques  à  deux  va- 
riables. {~i^()-~yi)- 

Toix'Ui  {A.).  —  Le  théorème  de  (laucliv  pour  les  fondions  à 
plusieurs  valeurs.  (  78.')--()()). 

1/autcur  établit  pour  les  fonctions  polydromes  une  formule  qui  tient  la 
place  de  celle  donnée  par  Cauchy  pour  les  fonctions  monodromes.  Soit  t\'  une 
fonction  des  point<  d'nnr   -nrfacr  T  de    Ricmann.  avci    un    nombre   (|n(lii>n.|nc 
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de  feuillets,  C  une  portion  quelconque  de  celte  surface,  dont  c  soit  le  contour. 
Considérons  la  fonction 


elle  sera  infinie  aux  points  de  rencontre  de  T  avec  la  perpendiculaire  en -s'.  In- 
diquons par  <:/;,«,,...,  a^  ceux  de  ces  points  qui  se  trouvent  en  C,  et  par 
Wi  ,  n',  ,  ....  Il';  les  valeurs  correspondantes  de  w;  ces  points  sont  de  dira- 
niution  et  tics  ordres  |X;  — i,  ;x;  — i,   . . . ,  ;jl;    — i  respectivement.  Alors  on  a 

(1)  tj,,  (V,  +  tx^  (V;  + . . .  +  ;j.(    (V,    =-—1   ■ -dz, 

où  [J;  =  [  lorsque  «;    n'est  pas  un  point  de  diraiiiation.  Si 

H-(,  "l~  \^i  +•  ■  •+  !■>•;,„  =  n, 
on  peut  écrire  la  formule  (i)  de  la  manière  suivante 

'     r    "^      , 

(i  )  IV,  +  tVj -T- . . . -h  (v„  =  -^    / -,d,z, 

où  quelques-unes  des  m\  peuvent  être  égales  (lorsqu'elles  correspondent  à  des 
points  de  diramation). 

Par  cette  formule  (i),  (T)  et  par  l'analogue 

I      r    w^ 

(  2  )  [x,^  a')_  +  |x,^  w]^  + . . . ^  ix,___  w\^^^  =  7^    /   TTTV'  '^-' 

(  2' )  tvf  -f-  ,v''-  + . . . -f  w;'  =  —  /  ■^^:r^.  dz, 

établie  en  considérant  la  fonction  iv',  l'auteur  montre  que  l'étude  d'une  fonction 
polydrome  se  réduit  û  la  résolution  d'une  équation  algébrique,  dont  les  coef- 
ficients sont  en  général  des  fonctions  transcendantes  de  la  variable  complexe. 
Par  ces  mêmes  formules  il  démontre  un  théorème  analogue  à  celui  qui  a  lieu 
pour  les  fonctions  irionodromes,  c'est-à-dire  qu'une  fonction  des  points  d'une 
surface  de  Riemann  ne  peut  être  toujours  finie  et  continue,  à  moins  qu'elle  ne 
soit  constante. 

Tacchinl  {P-).  —  Sur  les  observations  solaires  faites  à  l'Obser- 
vatoire royal  du  Collège  Romain  dans  le  deuxième  et  le  troisième 
trimestre  de  i885.  (806-808). 

Tacchini  (P-).  —  Les  étoiles  fdantes  du  2^  novembre  1880. 
(808-809). 

Tacchini  (P.).  —  Observations  de  la  comète  dccoiivertc  à  Paris 
le  1*"  décembre:  i88.>,  faites  par  MM.  le  professeur  Milloscvich 
r\  le  lyCcrulli.  (809-810). 


i8o  siiCOiNM)!-:  PAirnn;. 

Millosevicli^E.).  —  Sur  le  noiiil)re  des  opposilions  observées  des 
peliles  planètes  entre  ]Mars  et  Jupiter.  ^>^ole  II(8i2-8i3). 

Garibaldi  (P. -31.).- —  Le  nombre  mensuel  des  groupes  de  taciies 
solaires  comparé  aux  variations  mensuelles  de  l'aiguille  de  dc- 
ellnaison  diurne,  (8 1  3-8  17).  S.  R. 


ME.MORIE  DELL'  AccvDKMiA  dicll'  Istitlto  1)1   B()lo(;nu  In-r,  T  série  (  '  ). 

l.  X;  1879(1). 

Biiffini  {F. -P.).  —  Sur  récjuilibrc  des  polygones  de  forme  \a- 
riable.  (3-'>.9. ). 

Condilions  d'é(iuilil)re  pour  un  polygone  fermé  donl  les  côlés  sont  rij;idcs, 
altachés  entre  eux  par  des  charnières  polies  et  soumis  chacun  à  une  force 
appliquée  à  un  de  ses  points.  Lorsf|ue  les  forces  ne  produisent  que  des  pressions 
ou  poussées  qui  se  transmettent  d'un  côté  à  l'autre,  on  peut  supposer  (|ue  les 
côtés  soient  simplement  appuyés  l'un  sur  l'autre  à  leurs  extrémités  sans  que 
pour  cela  l'équilibre  soit  lroul)lé.  Si  les  forces  sont  appliquées  aux  sommets  et 
ne  produisent  que  des  tensions,  on  aura  encore  ré(|uilil)re  en  supposant  que  les 
côtés  soient  flexibles  et  inextensibles.  L'auteur  examine  en  particulier  le  cas 
d'un  polygone  à  côlés  rigides  et  mobiles,  au  milieu  des  côtés  du(|uel  on  applii|ue 
des  forces  normales  et  proportionnelles  aux  côtés  mêmes.  Si  les  forces  sont 
toutes  appliquées  aux  sommets  A,,  A^, A,„,  on  a  le  théorème  suivant  : 

«  La  somme  des  moments  relatifs  à  un  sommet  A,_,  de  toutes  les  forces 
appliquées  aux  sommets  A,,  -V,^,,  ...,  A„,_,  a  un  rai)port  constant  à  l'aire  du 
triangle  A,A,„_,  A,„,  » 

(|ui    donne  comme    cas    pai'liculicr    un   tliéorèine  sur  les   polygones  réguliers, 
dont  railleur  donne  aussi  une  déiiioiislralion  géoméli'iqiio. 

Saporetd  (A.).  —  Reeliercbe  des  phases  principales  de  réclipse 
solaire  annulaire  du  u)  juillel  187c)  parliellcmenl  visible  à 
Bologne.  (aS-oo). 

licllianii  (F-)-  —  Keclierclics  de  (léomélric  analvli(|U(;.  (^ii33- 
3,.). 

(".(•  long  cl  beau  travail  csl  li<''>  cnniiu  de  Ions  lc>  malliéiiialiciens. 
liiccardi  i^P.).  —    ÎNolices  sut'  riiisloiic  de  la   ("léodésio  en    Italie 


('  )  Wiir  nulk'lin.  I\,.  p.   17-. 
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(lès  les  prcniièics  rpoqnes  jusque  après  la  moitié  du  xix*^  siècle. 
Inlrodiiclion  et  premièi-e  Parlie.  {/\?)i-09.H). 

Celle  première  Parlie  arrive  jiis(|u'au  commencement  du  xvii'  siècle. 

Razzaboni  {A.).  —  Quelques  propriétés  des  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes.  (Sag-SSô). 

L'aulcur  établit  deux  relations  entre  les  raj^ons  de  courbure  principaux  /•,,  i\ 
d'une  surface  et  les  rayons  de  courbure  gcodésique  p„,  p„des  lignes  de  courbure, 
et  il  en  déduit  quelques  conséquences  importantes,  ^oici  les  deux  relation^ 


~dv 


ogp„  I        dr.^         d  V        / d\o2,}\V\ 

dv       ~       i\  —  i\    du       dv\^    *'  \     du     /  j  ' 

I        dt\         d  V        /  dlogr.,  .1 
"  i\  —  i\  'clu  ~  dTiY  °^\     dv     )\ 


d  logp, 


qui,  en  introduisant  les  i-ayons  p'„,  p[,  de  courbure  géodésique  des  lignes  u,  v  de 
la  sphère,  deviennent 

d  logp,,  _  ^logPa        d  logr, 
dv      ~       dv  dv 


et,  en  intégrant, 


t^iogp^  _  cHogp^        rflogr. 
du  du  du 

P„=  ?(«)'-,p'„, 

p.  =  4^  (  V  )  ^  p;.' 


<p,  i{/  étant  des  fondions  arbitraires. 

Razzaboni  {C .).  —  Sur  le  mouvement  des  eaux  dans  les  vases  en 
communication  par  de  longs  tuvaux.  (53'y-548). 

Aschieri  (/^.).    —   Sur    un    complexe  particulier   de  droites   du 
second  degré.  (549-574)- 

Prenons  le  complexe  linéaire  B  représenté  par 
et  la  conique 

X^-i-  2X,X^—  O, 

située  dans  le  plan  or,  =  o  et  qui  détermine  sur  ce  plan  un  système  pfilaire  1. 
Un  plan  quelconque  ^  a  un  foyer  X  par  rapport  à  0;  l'intersection  de  %  et  de 
ic,  =  o  a  un  pôle  X,  en  S.  Or  la  droite  XX,  est  ce  que  l'auteur  appelle  axe  du 
plan  ç  par  rapport  à  0  et  à  S,  et  ces  axes  forment  un  complexe  H^  dont  il 
donne  plusieurs  générations  géométriques  cl  dont  il  démontre  plusieurs  pro- 
priétés. 


PREMIÈRE   PARTIE. 


4"  série,  l.  I,  1880. 

Fais  {A.).  —  Sur  les  propriétés  principales  des  trajectoires  ortho- 
gonales des  génératrices  dans  les  surfaces  réglées.  (G'-g-). 

Courbure  et  torsion  géodésiques  de  ces  trajectoires.  Formules  relatives  à  deux 
trajectoires  et  leurs  applications  au  calcul  de  la  courbure  des  sui'faces  gauches. 
Génératrices  consécutives.  Point  central.  Courbure  et  torsion  géodésiques  de 
la  traje(!toire  orthogonale  passant  par  un  point  central.  Distribution  du  plan 
tangent  et  de  la  courbure  de  la  surface  sur  une  génératrice.  Cas  où  une  tra- 
jectoire orthogonale  des  génératrices  est  en  même  temps  ligne  géodésique.  Ap- 
plication des  résultats  précédents  à  la  surface  des  binorniales  d'une  courbe 
gauche  à  torsion  constante.  Applications  aux  surfaces  développables. 

Âschieri  (F.).  —  Sur  les  formes  collinéaires  et  réciproques  dans 
la  Géométrie  ordinaire.  (i4>'j-i-)o). 

L'auteur  démontre  géométriquement  les  deux  théorèmes  suivants  : 

«  On  peut,  d'un  nombre  inlini  de  manières,  par  un  nombre  (ini  d'opérations 
projectives,  passer  de  quatre  points  donnés  sur  un  plan  (sommets  d'un  qua- 
drangle)  à  quatre  autres;  et  semblablement  pour  les  colés  d'un  quadrilatère. 

»  On  peut,  d'un  nombre  infini  de  manières,  par  un  nombre  fini  d'opérations 
projectives,  passer  de  cinq  points  donnés  (dont  quatre  quelconques  soient  les 
sommets  d'un  tétraèdre)  à  cinq  autres.  De  même  pour  les  plans.  » 

Gaulera  (G.).  —  Sur  une  classe  de  mécanismes  à  trois  membres. 
(2o3-2o8). 

Saporetti  [A .).  —  Méthode  théorico-pralique  pour  connaître  les 
instants  du  lever  et  du  couclier  de  la  l^une.  (235-2-/Î,    i5  PI.). 

Masi  (F.).  —  Sur  les  joints  cinémaliques  dérivés  du  quadrilatère 
sphérique.  (349-358,  2  PL). 

Rufjini  (^F.-P.).  —  Sur  quelques  singularités  dans  les  faisceaux 
et  les  réseaux  de  courbes  planes  algébriques.  {'6C)'j-/\i5). 

liosclii  (P.).    —  Recherches   sur   une   question    de   [)artition   des 
nombres.  (.'jj-Vày  i). 

Imi  coml)ien  de  manières  peut  on  avoir  un  nombre  entier  p  comme  somme 
(le  ,v  nombres  entiers  de  la  série  1,  i,  . . .,  />'! 

L'auteur  traite  la  question  en  général,  et  puis  en  particulier  les  cas  de  s  =  2, 
•s  —  ,3, '|.  Pour  ■«=  i  et  .v  =  3  il  établit  aussi  des  formules  (|ui  donnent  le  nombre 
(le   groupes   dont    la  somme  est  •     d'un    nombre    donné.    Pour   le  cas  de  s  ~  3 
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l'aiiteiu'  cilc    un    travail    précédent  de    iM.    Piiiiiia   (Journal  de   Al.    Baltaglini, 

'879). 

Beltrami  {E.).    —  Sur  la  théorie  de  l'attraction  des  ellipsoïdes. 

(573-616). 

La  méthode  de  l'auteur  se  distingue  des  autres  par  l'emploi  des  coordonnées 
elliptiques. 

L  F'ormules  préliminaires.  II.  Fonction  potentielle  d'un  ellipsoïde  à  couches 
homothétiques.  IIL  Fonction  potentielle  d'une  couche  ellipsoïdale  en  équilibre. 
IV.  Fonction  potentielle  d'une  couche  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homo- 
théti(iues.  V.  Quelques  autres  distributions  ellipsoïdales.  VI.  Distribution  sur 
l'elli[)se  focale  ayant  la  même  fonction  potentielle  fl'une  distribution  ellip- 
soïdale homothétique.  VIL  Fonction  potentielle  d'un  anneau  elliptique.  VIIL 
Systèmes  symétriques  autour  du  petit  axe.  IX.  Systèmes  symétriques  autour  du 
grand  axe. 

Canevazzi  [S.).  —   Sur  quelques   forniules   de  la  résistance  des 
matériaux.  (643-656,  1  PI.). 

Razzaboni  (C).   —  Sur   le   niouvcuient  de  l'eau   en  lits  à   fond 
liorizontal.  (677-687).  S.  R. 


ATTI   DELLA   R.    ACCADKMU    DELLE   SciENZE   DI   ToRlNO.    Ill-S"  (  '  ;. 

Tome  XX;   188i-85. 

Cavalli  {E .).  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Pappus  et  con- 
séquences qui  en  descendent.  (33-42). 

Si  l'on  a  des  points  matériels  libres  et  indépendants  ayant  des  vitesses  ini- 
tiales auxquelles  correspondent  des  moments  équipollents  aux  côtés  d'un  poly- 
gone fermé  quelconque,  et  qu'on  leur  applique  des  forces  qui,  en  chaque 
instant,  ramenées  à  un  même  point,  seraient  en  équilibre,  le  centre  de  gravité 
du  systèmq  reste  fixe. 

Morera  (G.).  —  Sur  les  équations  générales  pour  l'équilibre  des 
systèmes  continus  à  trois  dimensions.  (43-53). 

I/auteur  donne  l'interprétation  mécanique  des  équations  indéfinies  de  l'équi- 
libre. Il  établit  ces  équations  en  coordonn(;os  curvilignes  (pielconqnes  an  moyen 
du  principe  des  vitesses  virtuelles. 


(')   \oir  liiilletin,  \.  p.  7(i 
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Dorna  (A.).  —  Observalions  de  rrclipsc  lolale  de  lune  du  /î- 
;■)  octobre  1884,  faites  à  Turin  dans  le  palais  Madania,  à  l'Obser- 
vatoire de  l'Université.  ((^9-79)- 

Dorna  (A.).  —  Travaux  de  l'Observaloiro  aslronomicjue  de  Turin  . 

(8o-85). 

Genocchi  (A.).  —  Deux  lettres  de  C.-F.  Gauss,  publiées  parle 
prince  B.  Bonconipaj;ni.  {9.'ij-2^9.). 

Jadanza\N.).  —  Sur  la  mesure  d'un  arc  de  parallèle  terrestre, 

(326-329). 

Dorna  {A.\  —  Travaux  de  l'Observatoire  astronomicpie  deTurin. 

(430-432). 

Siacci  {F.).  —  Les  deux  premiers  Livres  du  Tractaliis  spha'rœ 
de  Barthélémy  de  Parme,  astronome  du  xiii*^  siècle,  publiés 
suivant  l'unique  manuscrit  du  temps  de  la  Bibliothèque  Victor 
Emmanuel,  par  IL  Narducci.  (433-434). 

Segre  (C).  —  (]onsid('rations  sur  la  Géométrie  des  conicpics 
d'un  plan  et  sur  sa  représentation  dans  la  Géométrie  des  com- 
plexes linéaires  de  droites.  (4^7-'^*'4)- 

L'auleur  s'occupe  principulcinenl  des  formes  fondamentales  dans  l'espace  S^ 
([ui  a  pour  élcmenls  les  coniques  d'un  plan,  du  système  cubique  à  quatre  di- 
mensions M|  forme  par  les  coni(|M(>s  (pii  se  réduisent  à  un  couple  de  points,  et 
du  système  du  quatrième  ordre  et  à  deux  dimensions  (surface  F.2  )  formé  par 
celles  qui  se  réduisent  à  un  point  double.  La  géométrie  projeclive  du  plan 
coïncide  avec  celle  de  l'espace  S^  lorsqu'on  prend  pour  groupe  fondamental 
celui  des  oo«  transformations  projcctivcs  qui  transforment  V'I  en  elle-même  cl 
correspondent  ainsi  aux  oc»  liomof;rapliies  du  plan.  La  Géométrie  métrique  du 
plan  coïncide  aussi  avec  la  Géométrie  projectivc  de  vS^  en  fixant  K|  et  un  élé- 
ment; on  a  la  Géométrie  euclidienne  si  cet  élément  appartient  à  M*.  L'auleur 
s'occupe  aussi  de  la  corres|)ondance  entre  le  plan  de  coniques  et  l'espace  de 
complexes  linéaires,  mais  il  conclut  qu'on  ne  doit  pas  attacher  trop  d'impor- 
tance à  cette  représenlalion  comme  instrument  de  recherche,  soit  pour  les  co- 
ni(iucs,  soit  pour  les  cnniiilcxcs  lini'aires. 

Loria  (G.).  —  Nouvelles  études  sui-  la  Gi'omélrie  de  la  sphère. 
(;")o5-52()). 

L'auleur  obtient  de  nouveaux  résultats  et  ilonne  de  nouv<'lles  démonstrations 
en  a|ipli(|uant  la  même  mélliode  (|u'il  a  suivie  dans  un   travail  précédent    \ /{i- 


y^  Ks 
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cerche  sulla  Geometria  délia  sfera  {Mémoires  de  l'Académie  royale  de 
Turin,  i"  série,  Vol.  XXXVI)].  —  Cooi'données  de  la  splière  orLliogonale  à 
quatre  sphères  données.  Sphère  orthogonale  d'un  complexe,  et  conditions  pour 
qu'elle  se  réduise  à  un  plan  ou  à  un  point.  Sphères  coupant  diamétralement 
une  sphère  donnée.  Sphères  qui  sont  coupées  diamétralement  par  une,  deux, 
trois  ou  quatre  sphères  données.  Angle  de  deux  sphères,  et  sphères  qui  coupent 
à  angle  constant  deux,  trois  ou  quatre  sphères  données.  Sphères  qui  coupent 
deux  sphères  données  à  angles  égaux  ou  supplémentaires.  Relations  générales 
entre  deux  systèmes  de  n  sphères,  étant  n^b.  Cas  de  n  =  5.  Coordonnées  de  la 
sphère  correspondant  à  une  sphère  donnée  en  une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  et  autres  considérations  sur  ce  même  sujet. 

Charrier  (A.).  —  Stir  la  fréquence  des  vents  inférieurs  d'après 
les  observations  faites  de  1866  jusqu'à  i884-  (oag-SSS). 

Basso  {G.).    —  Phénomènes  de  réflexion  cristalline  interprétés 
suivant  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  (53^-562). 

DornaÇA.).  —  Travaux  de  l'observatoire  astronomique  de  Turin. 
(635-636). 

Guidi  (C).  —  Sur  les  ponts  suspendus  rigides.  ('joG-'j^'d). 

Jadanza   (A^-).   —   Sur  la  forme  du   triangle  géodésique  et   sur 
l'exactitude  d'un  réseau  trigonométrique.  ('y65-y83). 

Brambilla  [A.).  —  Les  courbes  asymptotiques  d'une  classe  de 
surfaces  algébriques.  (784-790). 

Les  surfaces  dont  il  s'agit  ont  la  propriété  que  les  coordonnées  de  leur  point 
variable  par  rapport  à  un  certain  tétraèdre  fondamental  sont  proportionnelles 
aux  re''"""  puissances  de  quatre  fonctions  entières  linéaires  et  homogènes  de 
trois  paramètres.  Les  courbes  asymptotiques  de  ces  surfaces  sont,  comme  l'au- 
teur le  démontre,  algébriques  et  rationnelles. 

Naccari  et  BattclU  (A.).  —   Aberration   de  sphéricité  dans  les 
télescopes  de  Grégori  et  Cassegrain.  (862-868). 

Cappa  («S.)  —  Sur  les  forces  intérieures  qui  se  développent  dans 
les  liquides  en  mouvement.  (896-916). 

Jadanza  (A^.).  —  Sur  les  points  cardinaux   d'un   système  diop- 
trique  centré  et  sur  la  lunette  anallatique. 

D'Ovidio  {E .).  —  Relation  sur  un  travail  de  M.  le  D'"  G.  Scgre, 
intitulé  :  Recherches  sur  les  homographies  et  sur  les  eorréla- 
Bull.  des  Sciences  matliém.,  ■?.'  série,  t.  XL  (Septembre  1887.)        \\.^\ 
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lions  en  général,  et  parlicuUèremenl  sur  celles  de  l'espace 
ordinaire  considérées  dans  la  géométrie  de  la  droite.  (934- 
935). 

Dorna  {A).  —  Travaux  de  l'observatoire  astronomique  de  Turin. 

(979-980- 

Cavalli{E.).  —  Les  ovales  de  Descartes  considérés  au  point  de 
vue  cinématique,  (i  i43-i  i65). 

L'auLeur  regarde  ces  rourlies  comme  engendrées  par  un  point  mobile  ayant 
une  vitesse  initiale  et  soumis  à  une  accélération  dirigée  constamment  à  l'un 
des  trois  foyers.  _ 

S.  R. 


ATTI  DELLV  Ukalk  Accaormia  dki  Lincei;  iii-î";  3"  série  ('). 
Mcmoric,  l.  X.  1881. 

De  Paolis  (/?.)••  —  Reclierches  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre. 
1'^'"  Mémoire  (i9.3-i5o);  H''  Mémoire  (loo-iOo). 

Les  six  systèmes  de  coordonnées  qui  se  présentent  dans  une  certaine  (iguro  F 
de  quinze  plans,  quinze  points  et  vingt  droites.  La  quadrique  centrale  et  les 
quadriques  diagonales  de  la  figure  F.  Un  système  d'hexaèdres  et  d'hexagones 
déterminés  par  la  figure  F.  Quelques  autres  propriétés  de  la  (igurc  F.  Les  six 
surfaces  <s  du  troisième  ordre,  et  les  six  S  de  la  troisième  classe,  qui  déter- 
minent une  même  figure  F.  Les  hessiennes  des  surfaces  <s  et  S.  Expression  des 
produits  symboliques  par  la  forme  canonique.  Quelques  contravariants  et 
covariants  des  surfaces  du  troisième  ordre.  Un  connexe  linéaire  6.  Le  tétraèdre 
covariant  £2  comme  tétraèdre  fondamental.  Le  complexe  tétraédral  de  a,,  et  S,,. 

Les  invariants  fondamentaux.  Leur  signification  géométrique.  Les  six  rap- 
ports anharmoni([ues  d'une  surface  du  troisième  ordre,  et  les  propriétés  inva- 
rianlives  déduites  de  rè(|uation  (|ui  donne  les  sommets  et  les  faces  du  tétraèdre 
il.  Les  formes  invariantivcs  dune  certaine  forme  binaire  du  cinciuième  ordre. 
Los  diverses  surfaces  cubiques  ayant  des  points  d'inflexion. 

liesso  (D.).  —  (^ucKiucs  propositions  sur  les  ('(pialious  lin('aires. 
(a:")  2-2  58). 


(')  Voir  liiillclin.  L\,.  181. 
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L'intégration  de  l'équation  linéaire  de  l'ordre  n 


peut  être  ramenée  à  celle  d'une  équation  linéaire  de  l'ordre  n —  /•  par  rapport 
à  _j/-C'"+0  lorsque,  les  coefficients  p^  et/?,,, /?„_,,  ■■■,  Pr+,  étant  quelconques,  les 
autres  /•  sont  donnés  par 

Les  a  sont  des  constantes  et  a^=  i.  L'auteur  traite  aussi  entre  autres  les  pro- 
positions suivantes  : 

«  Etant  données  deux  équations  différentielles  linéaires  homogènes,  trouver 
les  relations  qui  doivent  être  satisfaites  afin  que  : 

»  a.  Elles  aient  une  même  intégrale  particulière; 

»  b.  L'une  d'entre  elles  soit  satisfaite  par  r  intégrales  particulières  de  l'autre; 

»  c.  Les  quotients  de  m  intégrales  particulières  de  l'une  pour  m  de  l'autre 
soient  égaux  à  des  fonctions  données; 

»  Trouver  deux  intégrales  particulières  aj'ant  donné  : 

n  a.  Le  quotient  de  ces  intégrales; 

»  b.  La  somme  de  deux  puissances  de  même  exposant  constant  de  ces 
intégrales. 

«  Le  produit  de  m  intégrales  particulières  d'une  équation  linéaire  homogène 
de  l'ordre  n  satisfait  à  une  équation  linéaire  homogène  de  l'ordre 

n{n  -H  i)  [i ...(«  +  m  —  i)] 


Sclliaparelli i^G .-V .).  —  Observations  astronomiques  et  physiques 
sur  l'axe  de  rotation  et  sur  la  topographie  de  la  planète  Mars, 
faites  à  l'Observatoire  royal  de  Brera  à  Milan  avec  l'équatorial 
de  Merz.  Mémoire  II  (observations  de  l'opposition  1879- 1880). 
(6  pi.  281-387). 

Tome  XI;   1881. 
Ne  contient  aucun  jMémoiro  do  ALithématiqucs  ni  d'Astronomie. 

Tome  XII;  iM-x. 

Battaglini  [G.).  —  Sur  les  formes  quaternaires  bilinéaires.  (aSS- 
255), 
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L'auteur    donne    la    représentation    géométrique    d'une    forme    quaternaire 
bilinéaire. 
La  relation 

où 

{\x)  =  A,a7,-i-...-T- A^x.,        (BjO  =  R,.V,  +  ..--l-B.y„ 

établit  une  correspondance  corrélative  entre  les  points  de  deux  espaces  de 
trois  dimensions.  A  un  point  correspondent  tous  les  points  d'un  plan,  c'est- 
à-dire  ce  plan  lui-même.  Cette  correspondance  entraine  celle  qu'on  appelle  con- 
jointe par  laquelle  à  un  plan  correspondent  tous  les  plans  passant  par  un 
point.  Il  en  résulte  aussi  une  correspondance  entre  les  rayons  des  deux  espaces; 
à  chaque  droite  de  l'un  correspond  dans  l'autre  un  complexe  linéaire  spécial, 
et  par  conséquent  l'axe  de  ce  complexe.  Si  l'on  fait  correspondre  entre  eux  les 
éléments  fondamentaux  des  deux  espaces,  la  relation  de  correspondance  prend 

la  forme  canonique 

(3'{-)  =  ^A-B^x.y-  =  0. 

Après  avoir  examiné  le  cas  où  le  déterminant  (A,  B)  =  o  et  celui  où  tous 
ses  mineurs  sont  égaux  à  o,  l'auteur  passe  à  la  considération  des  espaces  super- 
posés, et  des  surfaces  quadriques  qui  se  présentent  comme  lieu  des  points 
situés  sur  leurs  plans  correspondants  et  comme  enveloppe  des  plans  passant 
par  leui-s  points  correspondants.  Il  y  a  alors  dans  la  corrélation  quatre  couples 
involutifs  qui  sont  les  sommets  et  les  faces  d'un  tétraèdre;  en  le  prenant 
comme  tétraèdre  fondamental,  la  relation  (tp*}')  =  o  devient 

^'n-^i.)%+  C,,^,^',^-  C^^x^y^-h  C„.r,;>',  — o, 
avant  posé 

Si  C    =:  G. ,  et  C„=:  C,„  la  corrélation  est  involutive  ou  polaire. 

Si  G    —  —  Gj,  et  G,,  —  —  G„,  elle  est  coïncidente. 

V,n  revenant  au  cas  général,  les  rayons  correspondanls  qui  se  rencontrent 
constituent  un  complexe  du  deuxième  degré. 

Si,  en  partant  d'un  élément  quelconque,  nous  prenons  successivement  les 
éléments  correspondants  en  passant  toujours  du  premier  au  second  espace, 
nous  aurons  des  figures  qui  seront  alternativement  corrélatives  et  homogra- 
phiques  entre  elles.  Tous  les  points  déduits  d'un  même  élément  par  ce  procédé 
sont  sur  une  même  surface  du  second  ordre.  Propriété  analogue  pour  les  plans. 
Les  rayons  que  l'on  déduit  ainsi  d'un  rayon  quelconque  appartiennent  à  un 
complexe  létraédral.  lùilin  lautcur  traite  le  cas  de  la  corrélation  périodique. 

Rcspighi  (Z^)-  —  Expériences  faites  à  rObservatoire  royal  du 
Capilo'.e  pour  la  (U'ienninalion  de  la  valeur  do  la  i^ravit('.  (346- 
369). 

De  Paolis  (Ji-).  —  Sur  Tcxpression  d'une  rorin(!  binaire  de  degré 
n  par  une  somme  de  n''""'  puissances.  (405-41 3). 

Une  forme  binaire  de  degré  n  peut  être  cxprin)èc  de  oc"^'-^''  manières  par  la 
somme  de  n  -1-1  —  /•  /)''""•"  puissances  (>/•<  »-+-i),  en  résolvant  une  équation 
(le  degré  /■. 
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Soil  /=  a^;  une  binaire  de  degré  n.  Si 
^-  =  /(  -t- 1  —  /• 

/.  =  1 
on  a  rt  4- 1  —  /•  points 

x^bi.-\~  x^-=  o. 

On  dit  que  ce  groupe  exprime  la  binaire  /  par  une  somme  de  /«  +  i  —  /•  n''""""' 
puissances. 

Les  groupes  exprimant  une  binaire  de  degré  n  par  une  somme  de  n'*""' 
puissances  forment  une  involution  («  — i)"i''«. 

Etant  donnée  une  forme  binaire  de  degré  n,  tous  ses  groupes  polaires  de 
n  +  i  —  /•  points  (2;-<«+i)  appartiennent  à  une  involution  (/■  —  i)"p'^,  et 
seulement  les  groupes  de  l'invohuion  associée  (nn-i — 2r)"i''''  expriment  la 
binaire  donnée  par  la  somme  de  n-\-\ —  ;• /jUmes  puissances. 

Suivent  des  considérations  en  partie  nouvelles  sur  le  canonisant  d'une  forme 
de  degré  impair,  le  catalectiquant  d'une  forme  de  degré  pair,  et  sur  le 
plexus  catalectiquant. 

La  méthode  suivie  par  M.  de  Paolis  est  entièrement  nouvelle  et  extrême- 
ment élégante;  elle  se  base  sur  l'identité 

A  =  l 

/(>>)  étant  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  £ /i — 2,  F(}v)  de  degré  n, 
et  les  \j.  étant  les  racines  de  l'équation  F()k)  —  o. 

Siacci  {F.).  —  Théorème  fondamental  dans  la  théorie  des  équa- 
tions canoniques  du  mouvement.  (423-436). 

Si  n  équations  entre  les  variables 

X^}\,      X,J\,       ...,      .Z'„JK„, 

résolues  par  rapport  à  n  de  ces  variables,  satisfont  à  la  relation 

(0  -^ (  cly^  Sx,.  —  oy,  clx,.)  =  o  (/•  =  i,  2,  ...,/?  ), 

ces  équations  pourront  toujours  se  réduire  à  la  forme 

^'^  -^'^^.IF.  ^''dï +■•-"'. 7Ï/ 

9,  ({>,,  ...,  i{/j.  étant  des  fonctions  des  x,  et  les  "k  déterminées  de  manière  que 
les  (2)  satisfassent  aux  équations 

4',  =  o,      4^2=0,       ...,      ■;i.=  o. 

Par  ce  théorème  l'équation  des  moments  virtuels  se  transforme  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  en  une  autre  ayant  la  même  forme  et  à  variables  indé- 
pendantes. De  cette  équation  l'auteur  déduit   les  équations  canoniques  les  plus 
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géaérales.  Il  claliliL  aussi  des  formules  desquelles  il  liéduit  la  transformation 
la  plus  générale  d'un  système  d'équations  canoniques  en  un  autre,  les  équations 
du  mouvement  troublé,  et  le  théorème  de  la  fonction  caractéristique.  Enfin  il 
trouve  les  relations  entre  les  divers  systèmes  de  variables  canoniques,  et  des 
théorèmes  généraux  dont  un  comprend  comme  cas  particulier  un  théorème  de 
Jacobi. 

Capelli  (A.).  —  Fondements  d'une  théorie  générale  des  formes 
algébriques  (5'i(j-viÇ)H). 

Théorie  des  opérations  invariantives.  Eléments  linéaires  et  leur  interpréta- 
tion symbolique.  Les  opérations  H  et  £2.  Fonctions  que  l'on  peut  déduire 
d'autres  fonctions  renfermant  un  nombre  moindre  de  séries  de  variables.  Déve- 
loppement d'une  fonction  à  plusieurs  séries  de  variables  par  les  dérivées  de 
fonctions  à  nombre  moindre  de  variables.  Définition  des  covariants  d'un  sys- 
tème lie  formes  à  plusieurs  séries  de  variables,  leurs  propriétés  fondamentales 
et  équations  diflërentielles.  Forme  symbolique  des  covariants  d'un  système  de 
fonctions  fondamentales  à  plusieurs  séries  de  variables.  Réduction  des  équations 
difrérenliellcs  au  nombre  minimum.  Indépendance  des  conditions  linéaires 
flonnécs  par  chacune  de  ces  équations. 

La  méthode  de  l'auteur  se  base  sur  les  opérations  A  (avec  un  nombre  quel- 
conque de  séries  de  variables)  qu'il  montre  être  les  seules  essentiellement  né- 
cessaires dans  la  théorie  des  formes,  et  dont  il  commence  par  établir  rigoureu- 
sement la  théorie.  L'auteur  appelle  opérations  élémentaires  celles  comme  la 
suivante 

f.     d        ^    0  0 

Il  est  évident  qu'entre  k  séries  de  variables  on  a  k'  opérations  élémentaires. 
Or  on  appelle  opération  A  un  polynôme  (symbolique)  rationnel  et  entier  à  coef- 
ficients constants  formé  avec  les  /.'  opérations  élémentaires.  Nous  citerons  le 
théorème  suivant  qui  est  fondamental  dans  la  théorie  des  opérations  A  et  par 
conséquent  dans  tout  le  travail. 

Si  A  est  une  opération  quelconque  entre  k  séries  de  variables  x,  y,  ~,  ...  cl 
qu'on  indique  par  D,,  D^,  ...,  Djj  les  k'  opérations  élémentaires,  on  peut 
toujours  déterminer  des  constantes  a  .  (combinaisons  linéaires  à  coef- 

ficients entiers  des  constantes  de  A),  telles  que  l'on  ait  identiquement 

•^=     ^    "".WM ,^.Dïr,D'îi!ri,...,D^SD^., 

où  l'on  ne  doit  donner  aux  exposants  que  les  systèmes  de  valeurs  pour  lesquels 
la  somme  [Ji,-t-  ia, +  ...-1-  [i.j,2  est  5  du  degré  maximum  des  termes  en  A. 


Tome  XIll;  i88'^. 
Respighi  {L.).  —  Observations  du  diamètre  horizontal  du  Soleil, 
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faites  à  l'Observatoire  royal  du  Capitole  en   1880  et  1881.  (5i- 
80). 

Cerrati  i^V.).  —  Recherches  sur  l'équilibre  des  corps  élastiques 
isotropes.  (8i-i23). 

L'auteur  apporte  avec  ce  Mémoire  des  simplifications  très  remarquables  à  la 
méthode  de  M.  Betti  pour  l'intégration  des  équations  d'équilibre.  Au  lieu  des 
douze  fonctions  auxiliaires  que  l'on  doit  déterminer  dans  cette  dernière  mé- 
thode, M.  Cerruti  trouve  que,  lorsqu'on  donne  les  déplacements  à  la  surface,  il 
suffit  de  connaître  une  seule  fonction  auxiliaire  (à  déterminer  avec  des  ar- 
tifices particuliei's);  lorsqu'on  donne  les  forces  extérieures  appliquées  à  la  sur- 
face, ou  bien  ces  forces  sur  une  portion  de  la  surface  et  sur  l'autre  les  déplace- 
ments, il  suffit  encore  d'une  seule  fonction  auxiliaire  et  de  trois  en  quelques  cas. 
Puis  il  applique  sa  méthode  à  l'étude  de  la  déformation  d'un  corps  élastique 
indéfini  terminé  par  un  plan,  en  supposant  que  des  forces  quelconques  agissent 
à  l'intérieur,  et  que  les  forces  ou  les  déplacements  soient  donnés  à  la  surface, 
en  donnant  de  ce  problème  une  solution  complète  et  rigoureuse. 

Suit  une  liste  de  corrections  relative  au  Mémoire  du  même  auteur  :  Sur  les 
vibrations  des  corps  élastiques  isotropes  {Mémoires  des  Lincei,  t.  VIII,  361-389). 

Gebbia  {M.).  —  Sur  les  efforts  intérieurs  des  systèmes  articulés. 

(259-273). 

TomeXlV;  i883. 

Besso  {D-)-  —  Sur  le  produit  de  plusieurs  solutions  particulières 
d'une  équation  différentielle  linéaire  homogène  et  spécialement 
sur  le  produit  de  deux  solutions  particulières  de  l'équation  dif- 
férentielle linéaire  homogène  du  troisième  ordre.  (3-i3). 

Dans  la  partie  générale  l'auteur  ajoute  quelques  observations  sur  des  théo- 
rèmes démontrés  par  lui-même  dans  le  Mémoire  :  Quelques  propositions  sui- 
tes équations  différentielles  linéaires  {Mémoires  des  Lincei^  t.  X).  Pour  les 
équations  du  troisième  ordre,  après  avoir  donné  quelques  propriétés  relatives 
au  produit  de  deux  solutions  particulières,  il  considère  le  cas  où  ce  produit 
est  constant  pour  une  équation  de  la  forme 

y'"  -I-  ry  =  o, 
et  il  trouve  que  l'équation 

y'"  -hp'y  =0, 
où  p  est  donné  par  l'équation 

/, 
p"  =  c  4-  6p  -t-  ap=  -h  -  p', 

a,  b,  c  étant  des  constantes  liées  entre  elles  par  la  relation 

a^  —  6a6  +  ■?.!\c  —  0, 
est  satisfaite  par  deux  fonctions  dont  le  produit  est  constant. 
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Besso  {D.).  —  Sur  quelques  propriétés  de  l'équalion  difTérenlielle 
linéaire  homogène  du  deuxième  ordre  et  sur  quelques  équations 
algébriques.  (14-29). 

Propriétés  relatives  au  produit  de  plusieurs  solutions  particulières  et  à  la 
somme  des  puissances  de  même  exposant  constant,  de  plusieurs  solutions  par- 
ticulières. Un  des  résultats  obtenus  par  l'application  de  ces  propriétés  est  le 
suivant. 

Soit  l'équation 

T"'  +  S,  T"'-^  —  S3  T"'-^  4-  S,„_ .  T"-*  —  ...—  S,„^  „,._,  T  rp  S„,_  „,  =  0, 
où  les  coefficients  S^  et  Sj  sont  arbitraires  et  les  autres  donnés  par 


'"'"       V  n  j       ^^       ym{m  —  \)  \    \ni  —  1  j  \      h  —  \      I    ^ 

h  =  \ 

les  racines  de  cette  équation  sont  données  par 


1  m  —  .t 

[m  {ni  —  i)]'"  (2  SJ    '« 


\  m  —  .>     /         \  m  —  2    V 


S^+-^^ Sil, 


[m  —  2)^  >n{>n  —  1  j 

et  les  £  sont  les  valeurs  de  "^ —  1. 

Besso  {D.).  —  Sur  une  classe  d'équations  du  sixième  degré  réso- 
lubles par  séries  hypergéomélriques.  (^0-39). 

Besso  {D.).  —  Sur  quelques  propriétés  de  l'équation  différentielle 
linéaire  non  homogène  du  second  ordre.  (40-/1')  V 

Maisano  (G.).  —  Sur  la  forme  l)inaire  du  cinquième  ordre.  (97- 
i35).  • 

Après  avoir  exposé  les  résultats  de  Clcbscli  et  de  Gordan,  l'auteur  calcule 
quelques  résultants  et  discriminants,  puis  il  étudie  \c  liossien  II  de  la  forme 
fondamentale  y,  et  enfin  il  donne  les  significations  géométri(|ucs  des  formes  du 
système  complet,  et  les  caractères  particuliers  des  deux  é(iuations  /  —  o,  II  =  o 
lorsque  quciquo'invariant  est  égal  à  o,  ou  que  quelque  covariant  s'annule  iden- 
tiquement. 
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Frattini  (G.).  —  Les  groupes  transilifs  de  substitutions  d'ordre 
et  de  degré  égaux.  (143-172). 

Dans  la  première  Partie  du  Mémoire  l'auteur  donne  deux  constructions  du 
groupe  transitif  en  question.  La  seconde  et  la  troisième  Partie  sont  consacrées 
à  établir  une  base  nouvelle  pour  l'isomorpliisme  mériédrique,  et  à  des  théo- 
rèmes remarquables  sur  les  groupes  transitifs  d'ordre  et  de  degré  égaux. 

BombiccL  (L.).  —  Sur  l'aérolitlie  tombé  près  d'Alfianello  et  Vero- 
lanuova  (province  de  Brescia);  sur  la  cause  des  détonations  qui 
accompagnent  la  chute  des  bolides  et  sur  la  présence  con- 
stante du  fer  dans  les  météorites.  (670-683). 

Tome  XV;  i883. 

Gremigni  {M.).  —  La  théorie  des  développoïdes  et  les  surfaces 
ayant  un  système  de  lignes  de  courbure  circulaires.  (3-43). 

M.  Beltrami  a  donné  le  nom  de  développoïdes  aux  courbes  dont  la  tangente 
fait  avec  une  courbe  donnée  un  angle  qui  est  une  fonction  (quelconque)  des 
coordonnées  du  point  d'intersection. 

Le  travail  de  M.  Gremigni  se  compose  de  trois  Parties.  La  première  com- 
prend les  propriétés  générales  des  développoïdes  et  montre  leur  liaison  avec 
les  surfaces  qui  ont  un  système  de  lignes  de  courbure  circulaires. 

La  seconde  Partie  contient  des  recherches  particulières  sur  les  développées 
d'une  courbe  gauche,  et  sur  les  surfaces  canaux,  l'étude  des  développoïdes 
d'une  courbe  plane,  les  équations  en  termes  finis  des  surfaces  ayant  un  système 
de  lignes  de  courbure  circulaires  avec  les  centres  sur  une  courbe  plane;  la  re- 
cherche des  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure  du  système  non  cir- 
culaire sont  aussi  à  courbure  géodésique  constante;  la  recherche  des  dévelop- 
poïdes d'une  courbe  gauche  avec  des  conditions  particulières  pour  l'angle  des 
tangentes  avec  la  courbe,  et  comme  cas  particulier  les  développoïdes  d'une 
hélice.  L'auteur  démontre  que  la  surface  formée  par  les  développoïdes  ordinaires 
d'une  hélice  circulaire  est  toujours  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 
Après  il  donne  l'intégrale  générale,  en  fonction  d'une  intégrale  particulière, 
de  l'équation  dont  dépend  la  recherche  des  développoïdes  d'une  courbure  quel- 
conque, et  des  surfaces  ayant  un  système  de  lignes  de  courbure  circulaires. 
Dans  la  dernière  Partie  l'auteur  résout  le  problème  inverse  des  développoïdes, 
c'est-à-dire  il  détermine  les  courbes  qui  coupent  les  tangentes  d'une  courbe 
donnée  sous  un  angle  variable  avec  une  loi  donnée,  et  donne  quelques  pro- 
priétés de  ces  courbes. 

Maisano  (G.).  —  Sur  deux  classes  de  formes  binaires.  (/\/\-'j6). 

La  première  de  ces  classes  est  celle  des  binaires  d'ordre  impair  2«+i   et 

pour  lesquelles  on  a 

(aA)^«2."~'HH0, 
étant  • 

A.c  =  {au)-"  (1^0,. 
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Les  formes  de  celte  classe  ont  les  inèines  propriétés  analytiques  et  géomé- 
triques que  la  binaire  cubique  généi'alc. 

La  seconde  classe  est  celle  des  binaires  d'ordre  pair  i/i  pour  lesquelles 
on  a 

(aM)'al."-*II,  so, 

(aH)'al."-*r^o, 
étant 

H  =  {aby"-'alùi. 

A  cette  classe  appartient  la  binaire  quadratique  harmonique. 

Pisati  (G.)  et   Pucci  (E-)-    —  Sur  la   longueur  du   pendule  à 
seconde.  (57-231,  4  p'-)- 

Capelli  {A.).   —  Extension  de   la  formule  pour  le  nombre  des 
covariants  au  cas  des  transformations  linéaires  indépendantes. 

(233-241). 

Tome  XVI;  i883. 

Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles  cl  multiples  laites  dans  les  années 
1852-1873  par  le  baron  Hercule  Dembowski.  Tome  I  contenant  les  observations 
faites  à  Naples  cl  les  séries  mineures  observées  à  Gallaratc.  (Avec  portrait  de 
Dembowski.) 

La  préface  des  éditeurs  MM.  Otto  Struve  et  G.-V.  Schiaparelli  contient  des 
Notices  biographiques  sur  IL  Dembowski. 


TomeXYlI;  1884. 

Mesures  micromctriques  d'étoiles  doubles  et  multiples  faites  dans  les  années 
1852-1878  par  le  baron  Hercule  Dembowski.  Tome  H  contenant  les  observations 
faites  à  Gallarate  sur  les  étoiles  du  Catalogue  de  Dorpal  cl  des  appendices  de 
W.  Struve. 

Tome  XVIII;  1 883- 1884. 

Goi'i  {G.).    —   Sur  une   défortnation   de  pcrspcclive  des  images 
dans  les  limettes.  (4o3-4i(),  i  pi.)- 

FralLiiii  (G.).    —   Sur  quelques  propositions  de  la   théorie  des 
substitutions.  (48^-513). 

I^'auleur  s'occupe  de  riiii|iririiilivilé  des  groupes.  Dans  un  Appendice  il 
donne  une  généralisation  d'un  théorème  démontré  dans  son  Mémoire  :  Les 
groupes  transitifs  de  substitutions  d'ordre  et  de  degré  égaux  {Mémoire  des 
Lincei,  l.  \IV,  i883). 
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Ascoli  {G.).  —  Les  courbes  li miles  d'une  variété  donnée  de 
courbes.  (521-586). 

Les  recherches  de  l'auleur  sont,  comme  il  le  dit,  des  préliminaires  pour  une 
théorie  des  fonctions  de  deux  variables.  Les  deux  Parties  du  travail  sont  prin- 
cipalement dédiées  aux  recherches  suivantes  : 

L  Une  définition   précise  du  concept  de  courbe  plane  et  une  étude   de  ses 
propriétés  ; 
IL  La  recherche  des  courbes  limites  d'un  groupe  donné  de  courbes. 

La  dernière  Partie  est  spécialement  remarquable. 
Tome  XIX;  1884. 

Maisaiio  (G.).  —  La  sextique  binaire.  (9-60). 

L  Théorèmes  sur  les  formes  binaires  d'ordre  quelconque.  —  IL  Théorèmes 
relatifs  à  la  sextique  binaire  et  à  ses  principaux  covariants.  —  Formes  particu- 
lières de  la  sextique  binaii'e  pour  l'annulation  identique  de  quelques  covariants. 
—  IV.  Discriminants  et  résultants  de  la  binaire  sextique  et  de  quelques-uns  de 
ses  covariants.  —  V.  Les  cas  les  plus  remarquables  de  l'équation  /  =  o  {/  étant 
la  sextique  binaire).  —  VI.  Le  même  pour  l'équation  j  =  0.  —  VIL  Racines 
multiples  du  hessien. 

Millosevich  {E.).  —  Le  diamètre  d'Uranus.  (67-82). 

Segre  (C).  —  Sur  la  théorie  et  sur  la  classification  des  homogra- 
phies dans  un  espace  linéaire  d'un  nombre  quelconque  de  di- 
mensions. (127-148). 

Dans  la  première  Partie  du  travail,  l'auteur  étudie  les  homographies  entre 
deux  espaces  distincts.  Dans  la  seconde,  il  suppose  les  espaces  superposés  et, 
pour  faire  la  classification  des  homographies,  il  se  base  sur  un  théorème  de 
M.  Weierstrass  relatif  aux  couples  des  formes  bilinéaires,  et  dont  l'auteur  donne 
l'interprétation  géométrique.  La  troisième  Partie  contient  l'application  des  ré- 
sultats précédents  aux  homographies  non  dégénérées  entre  deux  espaces  ordi- 
naires superposés  et  entre  deux  plans  superposés. 

Besso  {D.).  —  Sur  le  produit  de  deux  solutions  de  deux  équations 
ditïérentielles  linéaires  homogènes  du  second  ordre.  (219-231). 

Les  produits  des  couples  de  solutions  de  deux  équations  difTérentielles  li- 
néaires homogènes  du  second  ordre  satisfont  à  une  équation  dilTérenticlle  li- 
néaire homogène  du  quatrième  ordre,  dont  l'auteur  donne  les  propriétés. 

Besso  {D.).  —  Sur  l'équation  du  cinquième  degré.  {•i?)-i-if\l\). 
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L'auteur  commence  par  démonlrer  un  ihéorème  sur  l'équalion  difFérenticIlc 
liocairc  satisfaite  par  les  racines  d'une  équation  algébrique.  Puis  il  résout  par 
séries  hypergéométriques  la  réduite  de  Jerrard 

y'+y  —  x  =  o 

et  par  séries  hypergéométriques  du  second  ordre  la  résolvante 

y'^  -h  loy^  —  12 xy  +  b  —  o. 

Besso  {D.).  —  Sur  une  classe  d'équations  difFérentielles  linéaires 
du  quatrième  ordre  inlégrable  par   séries  hypergéométriques. 

Besso  {D.).  —  Sur  une  classe  d'équations  dilTérenliclles  linéaires 
du  troisième  ordre   intégrable  par  séries  hypergéométriques. 

(aDi-^.ya). 

Capelli  (A.).  —  Sur  la  composition  des  groupes  de  substitutions 

(36:^-2^2). 

Chizzojii  {F.).  —  Sur  les  involutions  dans  le  plan.  (3oi-343). 

I.  Involution  engendrée  par  deux  faisceaux  de  courbes.  —  H.  Hepréscnlation 
des  groupes  de  l'involution  par  les  points  d'un  liypcrboioïdc.  —  III.  Involution 
engendrée  par  un  réseau  de  courbes.  —  IV'.  Lieux  renfermant  un  nombre  infini 
de  sous-groupes  d'une  involution.  —  \.  Relation  entre  deux  ou  plusieurs  invo- 
lutions. —  VI.  Transformations  des  involutions  rationnelles. 

Veronese  (G.).  —  La  surface  homaloïdique  normale  à  deux  di- 
mensions et  du  quatrième  ordre  de  l'espace  à  cinq  dimensions, 
et   ses  projections  sur  le  plan  et  sur  l'espace  ordinaire.  (344- 

'7 


•>^"0. 


La  projection  dans  Icspace  ordinaire  est  la  surface  de  Steincr. 

Besso  {^•)-  —  Sur  une  classe  d'équations  à  trois  termes.  (63  1- 

642). 

L'auteur  résout  ré(|uali()n 

y  -h  y  —  a  =  o 
par  séries  livpcrgéonictriqucs  de  l'ordre  /;  —  2. 

S.  l\. 
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Forsyth  {^A.).  —  Sur  le  théorème  d'Abel  et  sur  les  fonctions  abé- 
liennes. 

La  première  Partie  du  Mémoire  de  1\L  Forsyth  se  rapporte  à  la  généralisation 
suivante  du  théorème  d'Abel. 
Soient 

deux  équations  entières  à  trois  variables  de  degrés  respectifs  m  et  n,  qui  défi- 
nissent jk  et  z  comme  des  fonctions  de  x  et  U  une  fonction  entière  des  trois 
variables  x,  y,  z;  on  peut  obtenir  une  expression  algébrico-logarithmique  pour 
la  somme 


où  A  est  le  jacobien 


"^    r  \J  dx 

()F„.      r)F,„ 
dy       ôz 

âv       dz 


OÙ  les  limites  supérieures  des  intégrales  sont  les  diverses  racines  de  l'équation 
obtenue  en  éliminant  y  cl  z  entre  les  deux  équations  proposées  et  l'équation 
entière,  d'ailleurs  arbitraire, 

Vp{x,  y,  z)  =  0. 

Cette  proposition  s'étend  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  L'au- 
teur débute  par  quelques  indications  sur  la  démonstration  de  ce  fait  que  le 
premier  membre  X  de  l'équation  obtenue  en  éliminant  y  ti  z  entre  les  trois 
équations 

F„,  =  0,        F„  =  o,         F    =  o 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  =  AF,„+BIi'„-f-CFj,, 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  entières  en  .r,  y,  z.  U  établit  ensuite  la  propo- 
sition énoncée  et  l'applique  à  l'exemple  suivant  : 

^'m  =  y"  —   ('  —  -ï^")' 

F„  =  ^^  —  {i~fr-x'), 
1'",,  =  \x  -\-  V>y  H-  C^  —  I, 
f{x)  =  i,        U  =  i        et        Vi=i  —  k'x'; 


(')  Voir  nullctin,  1\^,  p.  i65. 
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il  examine  aussi  le  cas  où,  les  deux  fonctions  F,„,  !■'„  élanl  définies  comme  ci- 
dessiis,  la  fonclion  F    est 

Fj,  =  jKxy  -h  {Bx  ^r  Or  -i-  {Ux  ^D)z  -  Gx'  —  Far  -  i. 

Dans  la  seconde  Partie,  M.  Forsyth  étudie  les  fonctions  abéliennes  et,  en 
particulier,  le  théorème  d'addition,  d'après  le  célèbre  Mémoire  de  M.  Weier- 
strass  {Journal  de  Crelle,  t.  52);  sur  divers  points,  toutefois,  les  méthodes 
du  géomètre  allemand  sont  modifiées;  le  travail  se  termine  par  l'examen  du 
cas  oii  p  =  1. 

Lamb  (//•)•  —  Sur  les  mouvements  électriques  dans  un  conduc- 
teur sphérique.  (019-549). 

Il  s'agit  du  mouvement  de  l'électricité  produit  par  une  opération  électrique 
ou  magnétique  quelconque.  Les  recherches  sont  faites  d'après  la  théorie  de 
Maxwell;  au  point  de  vue  mathématique,  le  problème  se  ramène  à  un  système 
d'équations  déjà  étudiées  par  l'auteur  dans  deux  Communications  à  la  Société 
mathématique  de  Londres  {On  the  oscillations  0/  a  viseous  spheroid,  1881; 
On  the  vibrations  of  an  elaslic  sphère,  1882). 

M.  Lamb  rappelle  d'abord  les  équations  fondamentales;  il  suppose,  dans  la 
première  Partie  de  son  travail,  que  la  susceptibilité  magnétique  du  conducteur 
soit  zéro.  Il  fait  ensuite  celte  hypothèse  que  les  rliverses  fonctions,  telles  que  les 
composantes  du  moment  électromagnétique,  varient  comme  e^',  X  étant  une 
constante  et  t  le  temps  ;  il  examine  jusqu'à  quel  point  on  peut  supposer,  comme 
l'ont  fait  tous  les  auteurs,  que  la  vitesse  v  de  propagation  du  phénomène  élec- 
tromagnétique dans  le  milieu  qui  entoure  le  conducteur  soit  pratiquement 
infinie.  Cette  hypothèse,  au  point  de  vue  expérimental,  donne  en  effet  des  résul- 
tats très  suffisamment  exacts;  M.  Lamb  l'adopte  donc;  il  reviendra  d'ailleurs, 
à  la  fin  de  son  Mémoire,  sur  les  corrections  qu'il  y  a  lieu  de  faire  subir  à  ses 
formules  dans  le  cas  où  l'on  supposerait  cette  vitesse  finie.  Les  équations  aux- 
quelles parvient  M.  Lamb  admettent  deux  types  distincts  de  solutions;  le  pre- 
mier type,  qui  est  de  beaucoup  le  plus  intéressant  au  point  de  vue  expérimental, 
a  été  aussi  étudié  par  M.  iNiven  {Phil.  Transactions,  1882)  ;  toutefois,  à  un  point 
de  vue  assez  différent,  M.  Lamb  étudie  successivement  le  cas  des  courants  élec- 
triques développés  d'une  façon  quelconque  sur  la  sphère  puis  abandonnés  à 
eux-mêmes,  et  le  cas  de  courants  induits. 

Il  examine  enfin,  dans  la  seconde  Partie  de  son  travail,  ([uellcs  modifications 
doivent  être  apportées  aux  méthodes  et  aux  résultats  de  la  première  quand  la 
substance  de  la  sphère  est  susceptible  de  magnétisation. 

J.  T. 
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Darboux.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution 
fixé  par  un  point  de  son  axe.  (i  1-17)- 

Dans  une  Note  précédente,  l'auteur  a  défini  un  certain  mouvement  qui  est 
produit  par  le  roulement  du  cône  (B)  ayant  pour  base  une  herpolhodie  (H') 
sur  un  cône  (A)  ayant  pour  base  une  autre  herpolhodie  (H).  Le  mouvement 
de  (B)  par  rapport  à  (A)  est  un  de  ceux  que  prendrait  naturellement  un  corps 
pesant  qui  admettrait  une  sphère  pour  ellipsoïde  d'inertie  d'un  de  ses  points  et 
serait  fixé  par  ce  point.  De  plus,  cette  représentation  permet  d'obtenir  tous  les 
mouvements  que  peut  prendre  le  corps  soumis  à  la  seule  action  de  son  poids, 
quand  les  circonstances  initiales  varient.  Un  cas  beaucoup  plus  étendu  est  celui 
où  l'ellipsoïde  d'inertie  du  point  fixe  est  de.  révolution  autour  de  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  centre  de  gravité.  M.  Darboux  le  ramène  au  cas  précédent. 
Étant  donné  un  corps  pesant  de  révolution  fixé  par  un  point  de  son  axe,  un 
corps  auxiliaire  animé  par  rapport  au  premier  d'une  vitesse  de  rotation  con- 
stante, déterminée  convenablement,  prendra  le  même  mouvement  qu'un  corps 
pesant  pour  lequel  l'ellipsoïde  du  point  fixe  serait  une  sphère,  le  centre  de  gra- 
vité se  trouvant  sur  l'axe.  De  là  résulte  cette  proposition  de  Jacobi  : 

Si  l'on  considère  le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  pesant  de  révolu- 
lion,  fixe  par  un  point  de  son  axe,  il  existe  un  système  auxiliaire  qui  est  animé, 
et  par  rapport  aux  axos  fixes  et  par  rapport  au  corps  mobile,  d'un  mouvement 
de  Poinsot;  les  constantes  relatives  à  ces  deux  mouvements  sont  difi'érentes;  les 
plans  invariables  sont  le  plan  horizontal  pour  le  premier  mouvement  et  le  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  pour  le  second. 

L'auteur  énonce  ensuite  deux  propositions  dont  l'une,  en  même  temps  qu'elle 
définit  la  route  du  pôle,  fait  connaître  une  construction  directe  et  purement 
géométrique  de  l'herpolhodie. 

En  terminant,  il  fait  remarquer  ([uc  la  méthode  de  Lagrangc  conduit  encore 
à  la  solution  du  problème  dans  le  cas  où  le  solide  de  révolution,  suspendu  par 
un  point  de  son  axe,  est  soumis  à  l'action  de  forces  extérieures  dont  le  poten- 
tiel dépend  exclusivement  de  l'angle  que  fait  l'axe  du  corps  avec  une  droite 
{\\c. 

Ilatoii  de  la  Goupillière.  —  Propriétés  nouvelles  du  paramètre 
différentiel  dn  second  ordre  des  fonctions  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes.  (i8-i()). 

.,,.,,,..       .        ()-         ()■         i)-         ,•      .  /        •        1 

Il  s  agit  rie  (opération  A  —  -r —  H H appliquée  aux  fonctions  de  trois 

ûx-        (>)-'        ()z- 


{•■)  Voir  liiillelln,  t.  \.,.  p.   l'^ç,. 
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variables  indépendantes  x,  y,  z.  L'auteur  généralise  cette  opération  en  la  répé- 
tant Il  fois  de  suite,  ou,  comme  il  le  dit,  en  prenant  le  li'""'  augrnent  de  la 
fonction. 

Il  simplifie  beaucoup  le  calcul  dos  augmenls  en  montrant  que  les  fonctions 
quelconques  considérées  ne  dépendent  des  variables  que  par  l'intermédiaire  de 
certaines  fonctions  typiques.  Ces  fonctions  typiques  sont  celles  qui,  égalées  à 
des  constantes,  représentent  des  systèmes  de  sphères  quelconques  ou  de  cy- 
lindres de  révolution  à  axes  parallèles.  L'extension  de  ces  résultats  à  un  nombre 
quelconque  de  variables  met  en  lumière  certaines  diflcrences  suivant  la  parité 
de  ce  nombre. 

Les  formules  générales  obtenues  par  M.  Haton  pour  le  calcul  des  augments 
lui  permettent  de  résoudre,  entre  autres,  ces  deux  problèmes  : 

1°  Trouver  un  potentiel  dont  le  n''""  augment  soit  constant; 

2°  Trouver  un  potentiel  qui  soit  reproduit  par  son  n''"'"=  augment. 

Sylvester.  —  Sur  l'homographie  de  deux  corps  solides.  (35-39). 

Deux  solides  homograpliiques  peuvent  être  disposes  l'un  par  rapport  à  l'autre 
de  telle  façon  que  la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants  coupe  deux 
axes  fixes,  et  cela  de  quatre  manières  différentes. 

Ce  théorème  est  l'extension  aux  figures  de  l'espace  de  celui  (]ui  permet  de 
rendre  homologiciues  deux  figures  planes  simplement  homograpliiques.  11  n'a 
lieu  d'ailleurs  que  dans  les  deux  cas  du  plan  et  du  solide.  Dans  l'iiyperespace, 
le  problème  qui  consiste  à  passer  de  l'homographie  à  l'involulion  est  ou  impos- 
sible (cas  général)  ou  indéterminé. 

Gilbert.  —    Sur  quelques   formules    de    la   théorie   des  courbes 
gauches.  (52). 

Rappel  de  formules  dues  à  divers  auteurs  pour  représenter  la  distance  s  d'un 
point  dune  courbe  gauche  ù  la  sphère  osculatrice  au  point  inliniment  voisin 


_  cls'  fWT 


ds'ds 


2^pHT 
R'rfs* 


/R'T'       R"         i\  ,,  . 

(  Ruchonncl), 


(Gilbert). 


ds  étant  l'élément  de  l'arc,  R,  T,  p  les  rayons  de  courbure,  de  torsion  et  de  la 
sphère  osculatrice,  ds,  rèlémcnl  de  l'arètc  de  rebroussenient  de  la  surface  po- 
laire. On  en   déduit   pour   la  dillércnce  enlre  ds  et   sa    projection  sur  le  plan 

1      ds^ 
osculateur  7-   .,  „,  • 
/|0   RM' 

Autonne.  —   Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini   conlcnus 
dans  le  groupe  cid)ique  (]remona.  (53-55). 

M.  Autonne  a  défini  antérieurement  le  groupe  cubique  Cremona.  Soit 
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une  subslilulion  cubique  d'un  pareil  groupe.  Les  diverses  cubiques  du  réseau 


\     M.tp.  =  O,  H- 


auront  un  point  double  commun  fixe  10  et  quatre  points  d'intersection  fixes. 

Dans  le  cas  où  w  est  le  même  pour  toutes  les  substitutions  cubiques  du 
groupe  (groupe  de  première  catégorie),  tout  groupe  cubique  G  d'ordre  fini  est 
isomorphe  à  un  groupe  linéaire  r  d'ordre  fini  à  deux  variables.  A  la  substitu- 
tion unité  de  T  correspond  dans  G  un  sous-groupe  g,  dit  normal,  susceptible 
de  sept  formes,  que  M.  Autonne  énumcre. 


N°  2;  i3  juillet. 

Hermite.  —  Note  au  sujet  de  la  Communication  de  M.  Stieltjes 
sur  une  fonction  uniforme,  (i  i  2-1  i5). 

Parlant  de  la  formule  de  Riemann 

dx 


1        /*"  X'-'  dx 


M.  Hermite  décompose  l'intégrale  définie  en  deux  parties,  V{s)  et  G  (s),  dont 

l'une 

'-'  dx 


G(.)=  r-fTli^ 

Ji       e-  - 1 


est  holomorphe,  et  dont  l'autre  V {s)  est  une  fonction  méromorphc  représentée 
par  le  développement 


5  —  I         2 s       .^^  i  .1. .  .2n{2n  -\-  s  — 


')■ 


où  B,,  désigne  un  nombre  de  Bernoulli. 
La  fonction 

se  trouve  ainsi  étendue  à  tout  le  plan. 

La  fonction  holomorphe— — -  s'annulant  pour  5  =  0,  — i,  — 2,  ...,   le  seul 
1  (  s) 

F(5) 

pôle  s  =  I  subsiste  dans  le  quotient  — - — ri  il  en  résulte  que  la  différence 
'  f  (*) 

est  holomorphe  (Riemann). 

De  la  forme  donnée  à  Ç(5)  par  M.  Hermite  résulte  encore  la  relation 

■?.n 
déjà  obtenue  par  M.  Stieltjes. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  -i"  série,  t.  XL  (Septembre  1887.)       R.iT) 
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Darboux.  —  Sur  le  mouvemenl  d"iin  corps  pesant  de  révolu  lion 
fixé  par  un  point  de  son  axe.  (i  v^-\  19). 

Voir  plus  liaiil. 

Sylvcslev.  —  Sur  rii()nio<^iaj)liie  de  deux  solides  infiniment  éten- 
dus, (i  39-142). 

Scliœnjlies.  —  Sur  une  loi  de  réciprocité  dans  la  théorie  du  dé- 
placement d'un  coips  solide.  (i5o-i53). 

Soit  s  un  syslcmc  invariable  qui  se  déplace  dans  l'espace  S'.  Pour  un  obser- 
vateur lié  à  S,  '^ù'  se  déplace  par  rapport  à  il  (mouvement  indirect).  L'auteur 
met  en  lumière  quelques  lois  de  réciprocité  pour  les  trajectoires  des  points  P 
de  £  et  Q  de  £'. 

Si  P'  est  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  de  la  trajectoire  de  P,  dans  le 
mouvement  indirect,  P  est  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  de  la  trajectoire  de 
P'.  Il  existe  une  liomogia|)liic  du  troisième  ordre  entre  les  points  I^  de  II  et  les 
points  1^'  de  il'. 

Soit  F^  la  surface  de  il  formée  par  les  points  dont  les  sphères  osculatrices 
passent  par  cinq  points  consécutifs  des  trajectoires,  la  surface  F4  formée  par 
les  centres  de  ces  sphères  est  du  quatrième  ordre  comme  il.  Pour  le  mouve- 
ment indirect,  il  faut  échanger  les  deux  surfaces.  Théorème  analogue  pour  lu 
courbe  du  dixième  ordre  formée  par  les  points  de  il  donl  la  sphère  osculatrice 
passe  par  six  points  consécutifs. 

Toutes  les  droites  g  Ac  "S,  dont  les  axes  de  courbure  forment  un  cône  G  sont 
les  droites  d'un  complexe  du  second  ordre  K',  complexe  des  axes  de  courbure 
pour  le  mouvement  indirect,  et  réciproquement.  Le  sommet  du  cône  C  est  le 
point  de  il'  qui,  dans  le  Mîouvcmenl  inflircct,  décrit  une  droite  telle  que  son 
axe  de  courbure  est  la  droite  g. 

Stieltjes.  —  Sur  une  fonction  unilbrme.  (i53-i54)- 

Étude    des    racines    imaginaires   de   rc(|ualion    ^(x;)i=o,    dont    le    premier 

membre  est  défini  pour  les  valeurs  de  z  dont  la  iKirlie  réelle  surpasse  l'unité 

par  la  série 

I  I  I 

M.  Stielljcs  démonlro  (|ue  la  série  d'Kulcr 

1  I  1  I  I  I  I 

^(-)  ~    ~  ■■'■''       "^^       '->'-      <>'       T   '    'o"- 

(lélinit   une  fonction    analytique  tant  i|uc   la  partie  réelle  de  z  surpasse  -•   Il 
déduit  immédialcnienl   de    là   que  toutes    les  racines  imaginaires  de  ^(-)  =  o 

sont,  conformémciil  .iu\   prt'visions  de  Kicinaïui,   de  la   forme h  «1.   ((  étant 

■1 

rée  I . 
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Tisserand.  —  Sur  le  mouvement  de  la  Terre  aulour  de  son  centre 
de  gravité.  (içp-iQg). 

Intégralion  par  les  fonctions  eiiipliqiies  des  dix  équations  sininltanocs  d'où 
dépend  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  en  supposant  deux  des  moments 
d'inertie  égaux  et  la  fonction  des  forces  U  réduite  aux  gros  termes  de  son 
développement 

U  =—  7m=(C  — A)II  sin^O. 

avec 

3    ,  .0/3   .,      :\ 

ni  étant  le  moyen  mouvement  de  la  'J'erre  dans  son  orbite,  c  l'excentricité  de 
cette  orbite,  e'  celle  de  l'orbite  lunaire,  c  l'inclinaison  de  celte  dernière  orbite 
de  l'écliplique. 

Darboux.   —  Sur  diverses  propositions  relatives  au  mouvement 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  (icjQ-aoS). 

La  courbe  d'intersection  (C)  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant  les 
mêmes  axes  principaux  est  normale  à  une  infinité  de  surfaces  homofocales  <iu 
second  degré  formant  une  des  trois  familles  d'un  système  orthogonal.  Toutes 
les  fois  qu'elle  n'est  pas  sphérique,  la  courbe  C  est  une  polhodie  tracée  sur 
deux  surfaces  différentes.  Cette  polhodie  est,  dans  une  correspondance  d'Ivory, 
le  lieu  des  points  correspondants  d'un  point  donné  d'un  hyperboioïdc  à  une 
nappe  sur  tous  les  hyperboloïdes  liomofocaux. 

De  ces  propriétés  résultent  le  théorème  de  M.  de  la  Gouiiicric  et  celui  de 
M.  Grcenhill,  avec  d'autres  conséquences.  Soit  M  un  point  quelconque  de  la 
courbe  (C),  (II)  l'hyperboloïde  normal  à  (C)  en  M,  et  (K)  l'hyperboloïde  lio- 

motliélique  de   (H)  par  rapport  au   pc^int  INI,   le  rappcn-t  d'honiotliéLie  étant  -• 

Si  Ton  déforme  (K)  de  telle  manière  qu'une  génératrice  {g)  reste  fixe,  tout 
point  de  la  génératrice  (§■,)  parallèle  à  {g)  décrira  un  plan  perpendiculaire  à 
{g).  Tous  les  autres  points  de  l'hyperboloïde  décriront  des  sphères  ayant  leur 
centre  sur  {g);  si  l'on  assujettit  un  point  de  (g',)  à  décrire  une  courbe  normale 
à  l'hyperboloïde  (K)  en  ce  point,  cette  courbe  sera  une  herpolhodie.  L'auteur 
donne  en  terminant  un  moyen  de  réaliser  mécaniquement,  grâce  à  la  déforma- 
tion des  hyperboloïdes,  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Gyldén.  —  Sur  l'orbite  intermédiaire  de  la  Lune.  ( •^23-■^26). 

L'auteur  signale,  relativement  à  cette  orbite,  quel(|urs  résultais  obtenus  en 
appliquant  la  solution  de  l'équation  de  Lamé  donnée  par  i\l.  Ilermite. 

Ilciiard.  —   Sur  les  seize  réseauK  des   plans  de   l'icosacdre  régu- 
lier convexe.  (202-235). 
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N°  4;  27  juillet. 

Barbier.  —  Observalion  à  propos  de  la  Note  récente  de  M.  Hé- 
nard  sur  les  seize  réseaux,  des  plans  de  l'icosaèdre  régulier  con- 
vexe. (3o4)- 

Bourguet.  —  Sur  la  fonction  "^{5)  de  Riemann.  (3o4-3o7). 
Calcul  des  cocfficieuls  c„  du  développement  de  la  fonction  holomorphc 

G   5    =   /      — =  c„ 


+  c,s  +. .  .-f-  c„s"  +. 


pour  les  grandes  valeurs  de  n.  Cette  fonction  G  (s)  apparaît  dans  la   formule 
de  décomposition  de  la  fonction  Ç(5)  donnée  par  M.  Ilermitc 


(-0"B„ 


(s 


En  appliquant  à  G  (a)  la  méthode  qu'il  a  employée  pour  la  fonction  Q(.r)  de 
iM.  Prym,  l'auteur  trouve 


lime..  =  lim 


\/^ 


^  («  +  .)]' 


Poiiicaré.    —    Sur  l'équilibre    d'une    masse    lluidc  animée  d'un 
mouvement  de  rotation.  (3o^-3o9). 

Parmi  les  formes  d'équilibre  que  peut  affecter  une  masse  fluide,  homogène, 
soumise  à  l'attraction  newtoniennc  et  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  il 
existe  des  ellipsoïdes  de  Jacohi  qui  appartiennent  en  même  temps  à  une  série 
linéaire  S„  de  figures  non  ellipsoïdales. 

Soit  R„  la  fonction  de  Lamé  d'ordre  n  qui  ne  contient  en  facteur  aucun  des 

axes  y/'p'  —  b',  y/p'  —  c^  et  qui  ne  s'annule  que  pour  les  valeurs  de  l'axe  p  com- 
prises entre  o  et  b;  soit  S„  la  conjuguée  de  R„  (notation  de  I^iouville).  Tout 

lî  S  H  S 

ellipsoïde  de  Jacohi  satisfait  à  la  condition  —i—^  =      '    ';  s'il  satisfait  en  outre 

à  la  condition 

H..  S,  H..  S,. 


3  î  n  H-  1 

il  appartiendra  à  une  série  S„  de  figures  non  ellipsoïdales. 

Ces  figures  S„  existent  toujours,  car  il  y  a,  ((uel  (lue  soil  /(.  un  ellipsoïde  de 
Jacohi  satisfaisant  à  la  condition  |irécédciilc.  I^llcs  sont  instables,  sauf  pour 
n  =  3. 
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Une  masse  fluide  homogène,  presque  sphérique,  se  contracLera  lentement  par 
refroidissement,  an"ectera  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'excen- 
tricité ira  sans  cesse  en  croissant  jusqu'à  la  valeur  o,8i.  La  masse  deviendra 
ensuite  un  ellipsoïde  de  Jacobi,  puis  une  figure  ^^;  à  partir  de  ce  moment,  une 
de  ses  moitiés  s'aplatira,  tandis  que  l'auti'e  s'allongera  de  plus  en  plus. 

Goursal.  —  Sur  les  difTérentielles  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes.  (3o9-3i2). 

Trouver  toutes  les  fonctions  d'un  nombre  quelconque  [x  de  variables  x^, 
x^,  ...,  x^^^  telles  que  les  différentielles  n'*""  et  {n-hif"^"  admettent  un  divi- 
seur commun,  fonction  entière  et  homogène  des  dx^. 

Trois  catégories  de  fonctions  répondent  à  la  question  : 

1°  Les  fonctions  de  la  forme 

/=     /      [;r,cp,(M)  -h57,cp_,(«)  -h... 

-h  x^'f^^{u)  -+-  ^^(^^ )];'-•  F{x^,  x.^,  . . .,  x^^)  du, 

la  limite  u  étant  définie  par  l'équation 

x/f^(u)  -h  x.^^.,{u)  -+-...-]-  x^,/.D,^{u)  -(-  4^ ( î< )  =  o, 

et  I^"  désignant  une  fonction  entière  des  x^  de  degré  {ii  — p),  dont  les  coeffi- 
cients dépendent  de  u,    le  facteur  commun  à  d"-/  el  à  rf"+'/  est  la  puissance 
jpième  (j'un  facteur  linéaire; 
2°  Les  fonctions  de  la  forme 

/=  q{x^,x^,  ...,X^,)^l\{X,,X.^,  •••,  J^p,), 

Q  étant  un  polynôme  arbitraire  de  degré  n  —  2  et  R  un  polynôme  quelconque 
du  second  degré;  le  facteur  commun  à  d"/  et  à  d"+^/  est  une  puissance  d'un 
facteur  quadratique; 

3°  Les  fonctions  rationnelles  de  la  forme 


fR\v  .       /'R\i"'  .  /R\ 


/=?.^^-^. 


où  tf>;  est  une  fonction  entière  de  degré  n  +  p  — i  —  q{p  —  i)  —  i,  où  R  est  une 
fonction  entière  de  degré  q  el  u  une  fonction  linéaire. 

Ces  trois  catégories  de  solutions  sont  tout  à  fait  analogues  à  celles  que 
M.  Darboux  a  trouvées  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
telles  que  la  différentielle  (  n -t- 1 )■''""=  est  divisible  par  la  différentielle  «'*■"=. 


N°  ri;  3  août. 

Krctz.   —  Kéflcxion  sans  frottement,  sur  un  plan,   des  déplace- 
ments élastiques    dans   un  corps    de   forme    cl    de    conlexturc 


quelconques.  (366). 
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Un  corps  isotrope-  ou  hélcrolropc  est  sollicité  par  des  forces  extérieures  en 
équilibre;  les  points  situés  primitivement  clans  une  face  plane  sont  assujettis  à 
demeurer  dans  ce  plan  sous  l'action  de  forces  normales. 

Si  l'on  envisage  le  corps  double  du  corps  considéré,  c'est-à-dire  le  corps 
obtenu  en  ajoutant  au  premier  son  symétrique,  par  rapport  à  la  face  plane,  le 
déplacement  en  un  point  du  corps  donné  est  la  résultante  du  déplacement 
subi,  sous  l'action  des  mêmes  forces,  par  le  point  correspondant  du  corps 
double  et  du  déplacement  symétrique  de  celui  qu'éprouve  le  point  symétrique 
du  corps  double. 

Stieltjes.  —  Sur  une  loi  asyinplotlque  c]an.s  la  théorie  des  nombres. 

(368-370). 

Dans  une  Communication  précédente,  l'auteur  a  montré  que  la  série 


est  convergente  pour  -v  >  -  •  Ce  théorème  conduit  à  une  conséquence  impor- 
tante relative  à  la  fonction  <r){x)  de  iM.  Tcliebyclicll  (somme  des  nombres  pre- 
miers qui  ne  surpassent  pas  x).  En  posant 

e  (  „  )  -H  O  (  „:2  )  _^  e  (  «^)  +. . .  =  n  -t-  A„  S, 

3 
on  trouve  lim  A„  =  o,  pour  n  infini,  dès  (|uc  .f  >  y  On  a  aussi,  pour  les  mêmes 

valeurs  de  s, 

B(/?)  —  « -I- H,, //',         limi;„=o. 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  nombres  premiers  compris  entre  n  et 
{\-\-h)n,  Il  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  finit  toujours  par 
dépasser  toute  limite,  lorsque  ;/  croit  indéfiniment. 

De  Sparre.  —  Sur  l'hcrpoUiodie  dans  le  cas  d'une  surface  du  se- 
cond degré  (|uelconque.  (370-373). 

En  se  servant  des  équations  dont  est  parti  M.  llermitc  dans  son  Mémoire  sur 
la  rotation  des  corps,  I  auteur  retrouve  le.î  résultats  déjà  obtenus  par  .M.  Dar- 
boux. 

l'our  que  riierpoUiodic  présente  des  points  d'inllcxiou  : 

i"  Dans  le  (-as  de  l'ellipsoïde 

x'         y''        :z' 
n'        b'        c- 

il  faut  que  l'on  ait 

1^1  1 

~~,  '^  T-.  ~^  — ;  ' 
c       o'       a' 
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el  (le  plus  que  l'axe  inslanlanc  soit  compris  tlaus  l'angle  dièdre  des  plans 
a-  —  h^  b-  —  c- 


cjui  comprend  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde; 

2°  Dans  le  cas  de  l'hypcrboloïde  à  deux  nappes 

X-        y-       z-  , ,         X 

—,  —  TT -,  =^  '•        (6<  c), 

a-        0-        c' 

il  l'aut  seulement  que  l'on  ait 

I  I  I 

r.  >  -.  -^  -.  • 
o'        a'        c' 


N"  6;  10  août. 

Tisserand.  —  Sur  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  Terre. 

(4o9-4i5). 

Soient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  Terre  rangés  par  ordre 

J3 j^ 

de  grandeur  croissante.  Les  observations  du  pendule  montrent  que  -:; t-  est 

petit. 

Suivant  M.  E.  Mathieu,  en  admettant  que  la  latitude  d'un  lieu  de  la  Teri-e 

1,/  ro-  .  B  —  A  ..^,.  ,  I 

ne  peut  varier  de  2    en  i53  jours,  le  rapport  — -p^ —  serait  inférieur  a 

C  3  000  000 

M.  Tisserand  est  conduit  à  des  conclusions  différentes;  il  trouve  que  le  rap- 

f  I^— ^         .         •  1  II  ui     -       11      .    C  — A. 

port  ■ — - — ■  peut  avoir  une  valeur  sensible,  comparable  a  celle  de  — -:; — ,  sans 
Cl  G 

que  pour  cela  la  latitude  d'un  lieu  varie  d'une  façon  appréciable. 

De  Jonquières.  —  Sur  une  relation  de  récurrence  qui  se  présente 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (4 1 5-4 17). 

Étude  des  propriétés  des  nombres  P„  définis  par  la  loi  de  récurrence 

(l)  /i'P„  —  2<'(3«=  —  3/i-f-l)P„_,  +  2^«+'(/l  — l)^P„  =  O, 

où  X  est  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif,  M.  Catalan  a 
rencontré  un  cas  particulier  de  la  relation  (i)  (correspondant  à  a  =  3)  dans  le 
développement  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce.  P„  étant  supposé 
égal  à  I,  les  autres  nombres  P„  sont  donnés  par  la  formule 

I>„    =   2P,.H„, 

où  H„  est  un  nombre  impair  et 

Si  a  est  entier  el  i  2,  P,,  est  entier.  Si  a  est  entier  cl  <  2  ou   fractionnaire 
ou  bien  s'il  est  négatif,  P„  n'est  plus  entier. 
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Les  nombres  H„  sont  fournis  par  la  relation 

(  3  «^  -  3  «  +  I  )  R„_,  -  3ï,./)'  R„ ., 

n      =:    • ) 

g' 

dans  laquelle  y^  et  rj  désignent  les  produits  de   tous  les  facteurs  premiers  im- 
pairs contenus  dans  n  —  i  et  «  respectivement,  et  y„  est  de  la  forme 

si  l'on  écrit  n  —  a'^i-f-i,  i  étant  un  entier  impair. 

N"  10  ;  7  septembre. 

Barbier.  —  Tableau  des  principaux  éléments  des  dix  figures  po- 
Ijfédriques  régulières.  (562-564). 

N°  15;  12  octobre. 

Halphen.   —  Sur  les  formes   quadratiques  dans    la  théorie  des 
équations  différentielles  linéaires.  (664-666). 

L'auteur  a  montré  précédemment  que  si,  entre  diverses  solutions  inconnues 
d'une  équation  didërentielle  linéaire,  il  existe  une  relation  connue,  on  peut  en 
général  intégrer  complètement  celte  équation.  La  théorie  tombe  en  défaut  dans 
le  cas  où  l'on  connaît  en  fonction  de  la  variable  indépendante  l'expression 
d'une  forme  quadratique  à  coefficients  constants,  où  les  indéterminées  soni 
remplacées  par  les  solutions  inconnues. 

C'est  ce  cas  remarquable  que  M.  Halphen  traite  actuellement  pour  les  équa- 
tions qui  ne  dépassent  pas  le  sixième  ordre;  une  équation  linéaire  du  troisième 
ordre  se  ramène  alors  à  une  du  second,  une  du  (luatrième  à  deux  du  second, 
une  du  cinquième  à  une  du  quatrième,  et  une  du  sixième  à  deux,  l'une  du 
second,  l'autre  du  quatrième. 

N°  IG;  19  octobre. 

De  Jonquières.   —  Sur  les   transformations  géométriques  bira- 
lionnelles  d'ordre  n.  (720-724). 

M.  de  Jonquières  fait  connaître  une  nouvelle  solution  générale  des  équations 
de  la  transformation  Cremona  d'ordre  n 

i  =  n  —  \  i  —  n  —  \ 

\     la,.  =     \     ia.'i  =3(/)— i), 

/ '  =  n  —  I  i=n  —  l 


2    i^a,=    2    Pa.)=n^ 
(  =  1  1  =  1 

=  H  —  1  /  =  n  —  1 

2    ^'      -     2    ^'" 


^■^  \ 
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où  les  a  et  les  a'  expriment  les  nombres  de  points  communs  à  toutes  les  courbes 
des  deux  réseaux  primitifs,  et  où  les  i  désignent  les  ordres  respectifs  de  multi- 
plicité ordinaire  de  ces  points  fondamentaux. 
Cette  solution  est  la  suivante,  si  l'on  écrit  m  sous  la  forme  n  =  A/, 

«j  =  2  (  /  —  I  ) ,         a'i  =  2  (  /.-  —  I  ) , 

«/_,  =  !,  «/.-!  =  i> 

a/=2(A:  — i),         a'y.=  2(^  —  1), 

elle  satisfait  aux  conditions  géométriques  tirées  de  la  considération  de  la  jaco- 
bienne. 

Picard.  —  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  de  seconde 


■o 


espèce.  (734-736). 


L'auteur  poursuit  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  totales  susceptibles 
de  devenir  infinies,  ou  intégrales  de  seconde  espèce. 

De  môme  que  la  surface  la  plus  générale  d'un  degré  donné  ne  possède  pas 
d'intégrales  de  première  espèce,  pour  une  telle  surface  toutes  les  intégrales  de 
seconde  espèce  se  réduisent  à  des  fonctions  rationnelles. 

Le  cas  de  deux  variables  indépendantes  conduit  à  une  conclusion  bien  diffé- 
rente de  celle  à  laquelle  est  arrivé  M.  Poincaré  dans  ses  recherches  sur  les 
fonctions  algébriques  d'une  seule  variable  et  sur  les  groupes  fuchsiens.  On  ne 
peut  pas  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  la  plus 
générale  d'un  degré  donné  par  des  fonctions  hyperfuchsiennes  ou  hyperabéliennes 
correspondant  à  un  groupe  G  pour  lequel  le  polyèdre  fondamental  n'a  aucun 
point  commun  avec  la  limite  du  domaine  où  doivent  rester  les  deux  variables 
indépendantes. 

Schoute.  —  Questions  qui   se  rapportent  à  un  faisceau  de  cu- 
biques planes.  (736-739). 

Brillouin.  —  Sur  la  torsion  des  prisines.  (739-742). 

Le  coefficient  de  torsion  d'un  prisme  isotrope  est  toujours  plus  petit  que  le 
moment  d'inertie  de  la  base  par  rapport  à  son  centre  de  gravité. 

N°  17;  -iO)  octobre. 

Hugoiiiot.  —  Sur  la  propagation  du  mouvement  dans  les  corps 
et  spécialement  dans  les  gaz  [>arfalts.  (794-79()). 

Le  mouvement  continu,  par  tranches  parallèles,  d'un  fluide  parfait  primiii- 
vemcnt  homogène,  est  représenté  par  l'équation 

â-  a  _      /  du  \  (P  il 
lïf  "    '  \(ïv)  rÂr^' 

a  étant  le  déplacement  subi  par  la  tranche  x  à  l'instant  t. 

Bull,  des  Sciences  inalhéin.,  ■?.'  série,  t.  \I.  (Octobre  1S87.)  K.i() 
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La  vilesse  de  propagation  csl  égale  à  ±1 /F(  -—  )• 

Si  l'cxlrémilc  de  la  colonne  fluide  csl  soumise  à  une  condition  arbitraire,  le 
mouvement  est  représenté  géométriquement,  tant  qu'il  ne  s'est  pas  produit  de 
réflexions,  par  une  surface  déveioppable  dont   l'équation  du    i)n'micr  ordre  est 

du  /(^"\ 

en  pr)sant 


-)=K^^)1- 


Schoute.  —  Questions  qui   se  rapportent  à  un  Caisceau  de  cu- 
biques planes.  (8or)-8o8). 

Une  courbe  Cj,  de  l'ordre  k  qui  a,  en  un  point  A  d'une  cubique  donnée,  un 
contact  d'ordre  3A  —  a  avec  cette  courbe  la  coupe  encore  en  un  point  Aj',  pre- 
mier point  tangentiel  de  puissance  A-  du  point  A  par  rapport  à  la  cubique. 
M.  Scboute  étudie  le  lieu  t'J  du  point  A?j,  li''"^'  point  tangentiel  de  puissance  A' 
du  point  A. 

Ce  lieu  est  une  courbe  unicursalc  d'ordre  -  [(i — .'5 A)'"  —  i]  ([ui  passe 

l[2(,-3A)«-5][-.(i-3A)''  +  i] 
fois  par  A  et 

-[',(>-3A)''  +  3][(i-3A)''-iJ 

fois  par  cbacun  des  huit  autres  points  de  base   H.    Klle  n'a  pas  d'autres  points 
inulti|)lcs  que  les  neuf  points  (A,  8B)  qui  la  déterminent  complètement. 

5 
Le  lieu  'V'L„  est  une  courbe  d'ordre  -  [(i  —  3A)'" — i]    qui    passe  autant   de 

fois  par  les  points  (A,  8IJ)  que  t'î,  et  qui  a  au   point  A  les  mêmes  tangentes 
que  T'i. 

Giiccia.  —   Sur  les  Iransformalions  géométriques  planes.  (8o8- 
809). 

L'auteur  démontre  une  loi  de  composition  des  transformations  composantes 
Tj,  Tj  d'une  transformation  Crcmona  Tj,  dont  il  a  trouvé  le  principe  dans  la 
solution  récemment  communiquée  par  >!.  de  Jonquicrcs. 

Si  (T„  T/)  et  (Tj,  T/f)  sont  respectivement  deux  solutions  conjuguées  quel- 
conques pour  les  transformations  d'ordre  /  et  A",  l'une  des  transformations  de 
l'ordre  kl  s'exprimera  par  le  symbole  T^  s  [T, -t- Ty,.'^  '],  ayant  pour  conju- 
guéT',./=[n-  +  T^'-'''']. 

Le  symbole  Tjr.'~'"  signifie  qu'après  avoir  écrit  les  éléments  de  la  transfor- 
mation Tj  avec  leurs  valeurs  numériques,  on  y  change  tous  les  indices  respec- 
tifs en  les  multipliant  par  /,  et  qu'après  les  avoir  hicrnrcliisés,  on  les  adjoint 
à  ceux  de  T,  auxquels  on  conserve  leurs  valeurs  numériques  et  leurs  indices 
respectifs. 
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MaxiinovUcli.  —  Equations  difTérentielles  générales  qui    se   ra- 
mènenl  aux  quadratures.  (810-812). 

L'équution  générale  du  premier  orrlre,  pour  être  intégrable  par  un  nombre 
fini  de  quadratures,  doil  être  une  transformée  de  l'équaLion  linéaire.  En  termes 
plus  précis,  l'équation 

dx  -jy'^'i''  dx  ■■■'  dx'-'  '^'  Tx  '"'  rf^''  ■ 

où  yj,  q,  ...   sont  des  fonctions  arbitraires  de  .r,  doit  provenir  d'une  équation 
linéaire 


,    M  =  11  (  a;,  /?,   . . . ,    ,    -  7  ./ 1  •  •  •  1  -; 

du        ^,  ^,  1  \  dx'"-     ■'  dx" 

dx  XI       ,  /  d"^P  d"q 


au  moyen  d'une  substitution  de  la  forme 

/  dp  d'"^-' n  dq  d'^-^q 

^V  dx  dx"'-'     ^    dx  dx"-^ 

où  les  ordres  des  dérivées   de  p,  q,  . . .  sont  inférieurs  d'une  unité  à  ceux  qui 
figurent  dans  l'équation  proposée. 

De  l'étude  complète  qu'il  fait  du  cas  le  plus  important,  celui  où  la  proposée 
ne  contient  pas  les  dérivées  de  /?,  q, ...,  l'auteur  conclut  que  l'équation  linéaire 
du  second  ordre  ne  peut  en  général  s"intégrer  au  moyen  d'un  nombre  fini  de 
quadratures. 

N°  18;  2  novembre. 

DeJonqidères.  —  Solution  d'une  question  d'analyse  indéterminée 
qui  est  fondanieutale  dans  la  théorie  des  transformations  Cre- 
mona    (85--8Gi). 

Il  s'agit  de  la  solution  en  nombres  entiers  des  équations 

i=:«  —  1  z  =  n  —  1 

N     î'a..  =  3(«— i),  7     J=a.  =  n'  — I. 

i  =  1  (  =  1 

Soit  T„  =  (a,,  a^,  a,,  . . .,  a,,  . . .,  a„_,  )  une  solution   supposée  donnée.  Comme 
on  connaît   la    solution    unique   relative  à  n  =  2,   TjFH(a,  =  3),    le  problème 
sera  résolu  si  l'on  sait  de  T,^  déduire  toutes  les  solutions  T^^j  auxquelles  T 
peut  donner  lieu. 

Pour  ce  but,  on  écrira  les  n — i  premiers  nombres  et  on  les  réunira  par 
groupe  de  un,  deux,  trois,  etc.,  en  affectant  cliacun  du  signe  -h  ou  du  signe  —, 
de  façon  que,  dans  chaque  groupe  ou  type  de  trans/ormalion,  la  somme  des 
nombres  positifs  surpasse  de  deux  unités  celle  des  nombres  négatifs.  On  feia 
la  somme  a  des  membres  (jui  sont  alfeclés  du  signe  +  dans  le  type  choisi  et  la 

somme  j'   des   fiDiiibrcs    alTectés  du   signe   — ,    el    l'on   posera  X  ^=  n — 
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Le  noml)rc  x  étant  ainsi  dcfini,  de  la  solution  T„  on  déduira  T„  ^,  par  la  règle 
suivante  : 

«  On  écrira,  en  y  conservant  leurs  rangs  respectifs  et  leurs  valeurs  numé- 
riques, tous  ceux  des  nombres  a,,  a^,  ...,  a^,,  ...  dont  les  indices  ne  figurent 
pas  parmi  ceux,  du  type  dont  on  fait  usage,  sauf  celui  dont  l'indice  est  égal  à 
X,  s'il  s'y  rencontre.  On  y  adjoindra,  avec  leurs  indices  respectifs  i,  l,  ...,  r, 
tous  les  nombres  <x.,a„a^,  ...,  après  avoir  accru  chacun  d'eux  d'une  unité;  on 
diminuera  au  contraire  d'une  unité  chacun  des  nombres  a^,  a„  ...  dont  les 
indices  k,  t,  . . .  figurent  dans  le  type  avec  le  signe  — .  Quant  au  terme  a^ 
de  rang  x,  on  l'écrira  dans  T„+,  après  l'avoir  diminué  d'une  unité,  sans 
préjudice  de  l'accroissement  ou  de  la  diminution  que  son  signe  (si  le 
nombre  x  figure  dans  le  type)  commande;  on  accroîtra  au  contraire  d'une 
unité  le  nombre  a,,^,  du  rang  « -f- 1  immédiatement  supérieur,  sans  préjudice 
aussi  de  la  variation  (|u'il  doit  subir,  d'après  le  signe  dont  le  nombre  a; -f-i  est 
affecté  dans  le  type,  s'il  y  figure.  La  solution  T„^,,  dérivée  de  T„  pour  le  type 
choisi,  étant  ainsi  obtenue,  on  ehangei'a  de  type  pour  en  trouver  une  autre,  et 
ainsi  de  suite.  » 

Guccia.  —  Stir  les  Iransforinations  Crcniona  clans  le  plan.  (866- 
869). 

Étude,  dans  une  correspondance  birationnclle,  des  courbes  isologiques  d'un 
point  p  (centre  d'isologie),  c'est-à-dire  des  lieux  des  points  de  l'une  des  figures 
qui,  joints  à  leurs  correspondants  de  l'autre,  donnent  des  droites  passant 
par  p. 

Benoit.  —  Sur  la  décomposition  des  formes  quadratiques.  (869- 

872). 

Pour  ([u'une  forme  quadratique  <i  m  variables  puisse  se  décomposer  en  une 
somme  de  m  —  n  carrés,  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  sait,  que  tous  les 
mineurs  d'ordre  n  —  i  de  son  discriuiinant  soient  nuls,  l'un  au  moins  des 
mineurs  de  l'ordre  n  étant  diflérent  de  zéro.  Lorsqu'on  égale  à  zéro  tous  les 
mineurs  de  l'ordre  n  —  i  du  discriminant,  on  obtient  des  équations  qui  ne  sont 
pas  toutes  distinctes.  ."NL  Benoit  recherche  celles  de  ces  équations  dont  les  autres 
sont  des  conséquences. 

Gilbert.  —  Sur  la  théorie  de  M.  llclmholtz  relative  à  la  conser- 
vation de  la  chaleur  solaire.  (879,-87/i). 

La  concentration  de  la  masse  M  du  Soleil  par  la  gravité  est  une  source  de 
chaleur;  de  i)lus  elle  accroît  la  vitesse  de  rotation  w.  De  là  résulte  un  accrois- 
sement de  force  vive,  dont  ]\L  Hclmholtz  n'a  pas  tenu  compte  dans  ses  calculs, 
et  par  suite  une  partie  du  travail  intérieur  n'est  pas  converti  en  chaleur.  La 
(|iianlilé  de  chaleur  ([u'il  convient  de  retrancher  de  celle  (jui  a  été  calculée  par 
M.  Hclmholtz  pour  une  diminution  SR  du  rayon  est 


iM  5U     /3/iM 
5  X  l\TJ  \    U' 


w,), 
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/  étant  le  coefficient  d'attraclion.  La  correction  est  d'ailleurs  insignifiante  au 
point  de  vue  numérique. 

N°  19  ;  9  novembre. 

De   Jonquières.    —    Sur    la    dérivation    des    solutions    dans    la 
théorie  des  transformations  Gremona.  (921-922). 

Règle  pour  déduire  d'une  solution  connue  d'ordre  n  une  solution  T„^j 
d'ordre  /i -f-  A.  Cette  règle,  qui  complète  celle  que  M.  de  Jonquières  a  fait  con- 
naître dans  sa  précédente  Communication  pour  le  cas  de  11  =  1,  conduit  à 
l'énoncé  suivant  : 

Deux  solutions  (géométriques  ou  non),  d'ordres  quelconques,  peuvent  tou- 
jours être  dérivées  directement  l'une  de  l'autre. 

Poilicaré.    —    Sur  les   intégrales  irrégulières    des    équations    li- 
néaires. (939-941). 

Pour  étudier  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  dans  le  voisinage  d'un 
point  singulier,  on  peut  toujours  le  supposer  rejeté  à  l'infini;  on  est  alors  ra- 
mené à  l'étude  des  intégrales  de  la  forme 

(0  P„^+P,.  .^+...+  P,4^+Por  =  o 

^  '  "^  dx"  dx"  '  '  dx  ° 

(où  l'on  suppose  que  les  P  sont  des  polynômes  en  x),  pour  les  valeurs  très 
grandes  de  x. 
Il  peut  se  faire  que  l'équation  (i)  admette  une  intégrale  normale  d'ordre  p 

Q,  étant  un  polynôme  en  x^  X  une  constante,  <^{x)  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x. 

Si  aucun  des  polynômes  P  n'est  de  degré  plus  élevé  que  P„,  l'équation  est 
satisfaite  formellement  par  n  séries  normales  du  premier  ordre  généralement 
divergentes.  On  peut  alors  par  la  transformation  de  Laplace  mettre  l'intégrale 

de  (i)  sous  la  forme 

y  =  Je'"^  dz, 

V  étant  une  fonction  de  z  qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  (2)  de  même 
forme  que  (1). 

Pour  que  l'une  des  séries  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation 
(3)  admette  une  intégrale  égale  à  une  puissance  de  ;:  —  a  multipliée  par  une 
fonction  holomorphe. 

Si  S  est  une  des  séries  normales  divergentes,  X,,  étant  le  n''""  terme  et  S„  la 
somme  des  n  premiers  termes,  lé((uation  (i)  admettra  uiuî  intégrale  J,  telle  que 

lim—  (J  —  S„)  r^  o, 

quand  X  tend  vers  l'infini  avec  un  argumenl  donne-. 
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Les  séries  normales  divergentes  présenlent  donc  les  mêmes  parlicularilcs  que 
la  série  de  Stirling. 

M.  Poincaré  montre  par  quelle  transformation  on  peut  ramener  le  cas  où  les 
n  séries  normales  sont  toutes  d'ordre  p  au  cas  où  elles  sont  toutes  du  premier 
ordre. 

N"  20;  i(i  novembre. 

Poincaré.    —    Sur   les   intégrales   irréguliùrcs  des   équations    li- 
néaires. (990-991). 

Voir  l'analyse  précédente. 

N"  21  ;  23  novembre. 

Sylvcster.  —  Sur  une  nouvelle  théorie  des  formes  algébriques. 
(lo/j'^^-io/îO). 

L'auteur  développe  une  théorie  analogue  à  celle  des  invariants  différentiels 
de  .M.  Halphen  {réciproquants  purs  de  ÎSI.  Sylvester).  Sous  le  nom  de 
réciproquants  mixtes  ortkogonaux,  il  introduit  des  formes,  non  comprises 
dans  la  définition  des  invariants  différentiels,  et  (|ui  sont  essentielles  pour 
expliquer  les  singularités  quasi-métriques  des  courbes. 

Beiidixson.  —  Sur  la  formule  d'interpolation  dcLagrange.  (io5o- 
io5.'î). 

Soient  A,,  A,,  ...  les  valeurs  d'une  fonction /(.r)  aux  points  «,,  o,,  ....  Si 
f(x)  est  régulière  au  point  a  =   lim  «,^,  on  peut  poseï- dans  le  voisinage  du  point  a 

V=a> 

/(.r)  =  A,-(-  A2"(j;  — a)  -H  A's^'Cj;  — rt,)(j;-  oj  -f-..., 
où  les  constantes  \\"lx  se  calculent  au  moyen  des  quantités  A„  par  les  formules 

A«  =  A„,        A,:'^'  =  ^^^ ^^iii,       («  =  o,  I,...). 

Gilbert.  —  Sur  le  théorème   de    Kœnig,  rclalil   à   la   force  vive 
d'un  système.  (io54-io55). 

Le  centre  de  gravité  n'est  pas  le  seul  point  qui  jouisse  de  la  propriété  énoncée 
par  le  théorème  de  Kœnig  relatif  à  la  décomposition  de  la  force  vive  en  deux 
parties.  Dans  le  cas  d'un  corps  solide,  cette  pro|)riété  appartient  encore  à  tous 
les  points  de  la  surface  d'un  cylindre  circulaire  droit  dont  la  génératrice  est 
parallèle  à  l'axe  de  Mozzi  (axe  de  rotation  et  de  glissement)  et  dont  la  section 
flroite  a  pour  diamètre  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  grdvité  sur 
l'axe  de  l\Io/./.i. 

Cotte  proposition  était  déjà  connue  <ie  (".aucliy  cl  de  M.  O.  Bunuel. 
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N°  23  ;  7  décembre. 

De  Saint-Venant.  —  Mouvement  des  molécules  de  l'onde  dite 
solitaire  propagée  à  la  surface  d'un  canal,  (i  roi-i  io5). 

Démonstration  directe  des  résultats  obtenus  par  M.  Boussinesq  rclativennent 
à  l'onde  solitaire  de  Russel  dans  son  iMénioire  sur  la  théorie  des  eaux  courantes. 
Coupes  représentatives  des  surfaces  liquides  et  des  trajectoires  moléculaires. 

Sylvester.  —  Sur  une  nouvelle   théorie  des  formes  algébriques. 

(l  1  lO-I  I  1  i). 

flugoniot.   —  Sur  la  propagation  du  mouvement  dans  un  fluide 
indéfini,  (i  i  i8-i  i  20). 

La  vitesse  de  propagation  peut  s'obtenir  de  la  manière  la  plus  générale  par 
la  simple  considération  des  équations  difTérenticlles  de  l'Hydrodynamique,  sans 
connaître  la  forme  des  intégrales. 

Soit  S  une  surface  arbitrairement  tracée  dans  le  fluide  à  l'instant  t;  d'un 
coté  de  cette  surface  existe  un  mouvement  représenté  par  un  certain  système 
d'intégrales  if,,  v^,  w^,  p^,  p,  (composantes  de  la  vitesse,  pression,  densité);  de 
l'autre  côté  existe  un  autre  mouvement  représenté  par  un  autre  système  d'in- 
tégrales it^,  i>,^,  (v^,  p.,,  p^.  11  y  a  propagation  quand,  à  l'instant  t  +  dt,  le  mou- 
vement du  fluide  est  encore  représenté  par  le  même  système  d'intégrales,  la 
surface  S  s'étant  déplacée  et  déformée  infiniment  peu  de  manière  à  occuper 
une  position  S,.  Menant  au  point  (x,  y,  z)  de  S  la  normale  à  cette  surface 
(cosinus  directeurs  'k,  |J.,  v)  et  désignant  par  d/i  la  longueur  de  cette  normale 

.-•Cl-  I  •        dn  ,         ,  , 

comprise    entre    h    et    S,,    la    vitesse    île    propagation  -j-  sera   donnée    par   la 

formule 

dt 

Picard.    —    Sur    certaines    fonctions    hyperfuclisieiines.    (112^- 

1128). 

Les  intégrales  hypergéométriques  à  deux  variables  x  el  y 

.h 


/ 


u''i^'  (u  —  i)''2-'  {a  —  x)''^"''  {u  —  y)''~'  du 


(où  g  et  h  désignent  deux  des  «luantités  o,  i,  x,  y,  oc)  salisfont  à  un  système 
S  de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  Le  système  S  adm(!t 
trois  solutions  linéairement  indépendantes  ii)^,  i>>^,  o>^,  et  i\L  Picard  indique 
des  cas  où  l'inversion  du  rapport  des  deux  intégrales 


miifluil  pour  x  et  _)•  à  des  fonctions  unifiuincs  (  liyporfuclisirnncs)  de  it  cl  v. 
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D'abord,  si  l'on  considère  deux  quelconques  des  quatre  quanlilés  X,  jx,  6,,  b^, 
6,,  les  expressions  telles  que  >.  +  6,  —  i  devront  être  égales  à  l'inverse  d'un  entier 
positif.  Si  l'on  envisage  ensuite  trois  quelconques  de  ces  mêmes  quantités,  les 
expressions  telles  que  2  —  X  —  ;x  —  6  devront  encore  être  égales  à  l'inverse 
d'un  nombre  entier  positif. 

Dans  CCS  conditions  x  ely  sont  des  fonctions  hyperfuchsienncs  de  u  et  v  dé- 
finies seulement  dans  l'hypersplière  de  rayon  un. 

Bendixson.    —    Sur    la    formule    d'inlerpolalion    de    Lagrangc. 
(ii29-ii3i). 

Dans  sa  précédente  Communication,  M.  Bendixson,  en  étudiant  la  série 


^  k\;'li{x  —  a,)...{x  —  a.,). 


a  supposé  la  fonction  régulière  au  point  a  =   lim  a.^. 

V  =  oo 

Si  le  point  a  est  singulier,  la  fonction  n'est  pas  déterminée  lorsqu'on  donne 

ses  valeurs  aux  points  «,,...,«,,, La  série  est  alors  divergente  en  général; 

néanmoins,  dans  des  cas  spéciaux,  la  convergence  subsiste  cl  donne   des  ré- 
sultats assez  intéressants. 

Poiiicaré.  —  Sur  les  séries  Irigonométriques.  (ii3i-ïi34). 

Une  fonction  F(f)  définie  par  une  série  de  la  forme  SAsina^,  convergente 
mais  non  uniformément,  peut  devenir,  pour  les  valeurs  suffisamment  grandes 
de  t,  plus  grande  que  toute  quantité  donnée. 

Mais  on  peut  se  demander  si  elle  tend  vers  l'infini,  c'est-à-dire  si,  après  être 
devenue  plus  grande  qu'une  quantité  donnée,  elle  reste  plus  grande  que  cette 
([uanlité,  ou  bien  si  elle  subit  des  oscillations  de  grandeur  infiniment  crois- 
sante. Dans  ce  dernier  cas,  on  peut  toujours  assigner  une  valeur  <  >  <„  (si 
grande  que  soit  t^)  telle  que  V{t)  ait  une  valeur  donnée.  Telle  est  la  fonction 

F(f  )  =  sinf  —  A  sin-  H-  .V  sin—  -l-. . .-)-  (—  A  )"  sin—  -}-..., 
(jui,  pour  I  ■<  \  <  •->,  prend  une  infinité  de  fois  toutes  les  valeurs  possibles. 

lÀoiiville.  —  Sur  les  solutions  communes  à  plusieurs  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles,  (i  i34-i  i^-). 

Hcclicrclie  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  (|ii('  deux  écjualions 
linéaires  du  second  ordre  aient  en  commun  trois  intégrales  indépendantes. 
Dans  ce  cas,  on  peut  aisément  des  deux  équations  données  en  déduire  une 
troisième  admettant  les  mêmes  solutions.  Soit 

/    /+  Vp  +  qq  -^  Zz  =n^  \{z), 

(i)  j   s-hV'p  +Q'7  +Z'z  =0  =  A'(^), 

f  /•  -h  P"p  -h  O' ,j  -I-  Z"z  =  n  =  A"(z), 
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le  groupe  ainsi  formé.  Si  l'on  écrit  les  équations 


(2) 


(3) 


,^       d\ogP\ 


-(--^)/> 


I   -Q'^4f-'-S-^'^>  =  ^-^^^^' 


et  que  l'on  désigne  par  A,A'(^)  l'expression  trouvée  en  introduisant  dans  le 
premier  membre  de  (2)  le  résultat  obtenu  par  la  substitution  d'une  fonction 
quelconque  z  dans  le  premier  membre  de  A' (s)  =  0,  les  conditions  cherchées 
se  résument  dans  l'identité 

A.A'(^)-A'iA(i:)=o. 

Résultats  analogues  dans  le  cas  où  les  deux  équations  ont  quatre  intégi'ales 
communes. 

Kœnigs.    —   Sur   les  conditions  d'holomorphisme  des  intégrales 
de  l'équation  itérative,  (i  i3--i  iSg). 

Soit  t?(^)  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  d'un  point  limite  a:.  La 
fonction 

B{z)  =  lim      f    ,,     ^■, 

est  une  fonction  holomorphe  en  x,  dont  M.  Kcenigs  s'est  déjà  servi  pour  in- 
tégrer les  é({uations  d'jVbel  et  de  M.  Schrœder.  Il  étend  actuellement  le  rôle 
de  la  fonction  B{z)  à  l'intégration  des  équations  fonctionnelles 

(i)  S.[-^{z)]  =  o[^{z)], 

(2)  3p(z)  =  cp(^), 

(3)  S['f(x:)]=.^[S(z)]. 

Les  solutions  holomorphcs  de  (i)  dans  le  domaine  de  ce  se  déduisent  toutes 

de  l'éciuatioa 

B[Z{z,k)]=kB{z), 

qui,  dans  le  même  domaine,  définit  une  fonction  holomorphe,  prenant  en  a:  la 
valeur  X. 

Les  substitutions  S  (A)  =  |  ^,  '/.{z,k)  \  sont  échangeal)les  et  elles  forment  un 
groupe.  Une  courbe  d'égal  module  ou  d'égal  argument  de  la  fonction  B(c)  est 
transformée  par  la  substitution  S(/<:)  eu  une  autre  de  même  nature. 

L'étude  de  l'équation  (2)  se  ramène  aussi  à  celle  des  fonctions  Z(^,  />). 

L'équation  (3)  n'est  qu'une  extension  de  l'équation  (i). 
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N°  24;  14  décembre. 

De  Saint-Vciutnt.   —  ^louvement  des  inoicciiles  de  l'onde  dite 
solitaire  propagée  à  la  surface  d'un  canal.  (i2i5-i2i8). 

Sylvester.  —  Sur  une  nouvelle  théorie  des  formes  algébriques. 
(1235-1-^.29). 

Huf^oniot.  —  Sur  la  propagation  du  mouvement  dans  un  fluide 
indéfini.  (1229-1232). 

Halphen.    —  Sur  une  nouvelle  classe  d'écpiations  différentielles 
linéaires  intégrables.  (1  238-1  240). 

Pour  qu'une  équation  linéaire 

ail  son  intégrale  générale  de  la  forme 

y  =  e"'"/( X )  +  e'"'  » ( X )  +  e"  'K .r )  + . . . , 
où  /,  »,  "l,  ■ . .  sont  des  fonctions  rationnelles,  il  faut  cl  il  siiffil  : 

1°  Que  ses  eocflieienls  P  soient  des  polynômes  entiers  dont  le  degré  ne  sur- 
passe pas  celui  du  premier  P^,;  2°  (jue  son  intégrale  générale  soit  uniforme  (ce 
que  l'on  saura  reconnaître  par  la  méthode  de  M.  l-uchs). 

Si  l'on  impose  à  l'équation  (i)  la  condition  d'avoir  le  point  singulier  unique 
a;  =  o,  où  les  intégrales  particulières  doivent  appartenir  aux  exposants  o,  i, 
?.,...,(« —  2)  et  n,  sa  forme  générale  sera 


d"v       /i  .    \d"-'v  \         .  .   \  f/'—'r 

dx'*        \x  '/  dx"-'        \x  J  dx"-' 

\      X  '  /   dx  \      X  n     X       j. 


Klle  a  pour  solutions  les  exponentielles  c"^ ,  oi'i  a  est  racine  de  ré<|ualion 
f{a)  —  a"-'  +  A, a"-"  +  A^n"-'  +.  ..-h  .\„_,  =  0, 
et  aussi  celle  solution  eom|iléincnlairc 


'-"[-m 


Fourrt.  —  Sur  un  nouveau  mode  de  général  ton  tlo  couibcs  aigé 
i)riqiics  unictirsali's.   (t  2^  i-i  '•  i^). 
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Elaiit  donnés  dans  l'espace  «-hi  points  alTectés  de  masses  difi'crenU's,  le 
centre  harmonique  de  ces  n  +  i  points  par  rapport  à  un  plan  variable  passant 
par  une  droite  fixe  A  décrit  une  courbe  unicursale  du  rv''"^°  ordre  passant  par 
les  re+i  points.  Cette  courbe  est  gauche,  à  moins  que  les  points  donnés  ne 
soient  dans  un  même  plan. 

M.  Fouret  développe  la  réciproque  de  cette  proposition,  qui  présente  beau- 
coup plus  d'intérêt  que  le  théorème  direct. 

Lecornu.  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  dans  un  plan  et  sur  le 
temps  imaginaire,  (i  244-1  246). 

Trouver  le  mouvement  d'un  point  dans  un  plan,  sachant,  que  les  composantes 
\,  Y  de  la  force  suivant  deux  axes  rectangulaires  satisfont  aux  relations 

ôx        dy  Oy  ùx 

c'est-à-dire  que  X  -+-  t'Y  est  une  fonction  analytique  -  F' (,3)  de  x  -h  iy  =  z. 
Les  é([uations  du  mouvement  donnent 

cl^z        I  ,., ,    s  ,  dz 

La  constante  C  caractérise  le  régime.  On  suppose  F{z)  uniforme. 

Lorsqu'une  infinité  de  mobiles  se  meuvent  suivant  un  régime  donné,  le  lieu 
de  leurs  positions  simultanées  coupe  sous  un  angle  constant  la  trajectoire  de 
chacun  d'eux.  Les  circuits  réels  (fermés)  renferment  un  nombre  pair  de  points 
où  la  vitesse  est  nulle  ou  de  points  où  la  vitesse  est  infinie.  Les  circuits  réels 
s'enveloppent  sans  se  rencontrer;  ils  sont  décrits  d'un  mouvement  périodique, 
et  pour  un  même  régime  la  période  conserve  la  même  valeur  tant  que  le  mobile 
ne  passe  pas  par  un  point  singulier.  Si  un  point  d'équilibre  est  entouré  de  cir- 
cuits réels,  l'équilibre  est  stable  et  réciproquement. 

Si  l'on  pose  ^  =:  t -\- it\  à  chaque  valeur  constante  du  temps  i  correspond 
une  courbe  orthogonale  aux  trajectoires  réelles.  Appelant  v  la  vitesse,  p  le 
rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  réelle,  p'  celui  de  la  courbe  orthogonale, 
on  aura,  grâce  à  l'introduction  du  temps  imaginaire,  deux  expressions  entière- 
ment analogues  pour  les  composantes  de  l'accélération 

v^  _  dv  ^"  _  ^^ 

p         àt'  p'        dt 

De  Saint-Germain.  —  Sur  certaines  surfaces  du  troisième  ordre 
qui  ont  une  infinité  d'ombliics.  (_i:i/\6- i'i'\?>). 

Une  surface  du  troisième  ordre  peut  admettre  comme  ombilics  tous  les 
points  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface;  cette  ligne  est  ou  une  droite  ou  une 
parabole. 

Dans  le  premier  cas,  la  sphère  osciilatricc  se  confond  avec  le  plan  tangent; 
l'équation  de  la  surface  peut  se  ramener  à  la  forme 

y'-hxV{x,y,z)  =  o, 

F  étant  un  polymimc  du  second  degré   quelconque. 
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Dans  le  second  cas,  l'équalion  de  la  surface  ne  conlicnt  qu'un  paramètre  ar- 

l)ilraire  )> 

(2S  +  m) {y"  —  -imz)  -h  nix'  -{-"kx"  =  o. 

Par  un  des  ombilics  passent  trois  lignes  de  courbure  proprement  dites,   la 

parabole  donnée 

X  =  o,        y'  =  2mz, 

et  deux  autres  paraboles  ap[)arlenant  aux  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure 
qui  divisent  la  surface  en  rectangles  élémentaires. 


N"  2G;  28  décembre. 

De  Saint-Venant.  —  Mouvenicnl  des  molécules  de  l'onde  dlle 
solitaire  propagée  à  la  surface  d'un  canal,  (i^io-i/]^^). 

Sylvester.  —  Sur  une  nouvelle   théorie  des  formes  algébriques. 
(i46i-i464). 

CaUandrcau.    —    Energie   potentielle   de    deux   ellipsoïdes   qui 
s'attirent.  (1476-147B). 

L'auteur  donne  pour  celle  énergie  potenlielle  un  dévolo|)|)cment  en  série  qui 
met  en  évidence  l'ordre  de  petitesse  des  termes  successifs  ;  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  est  comparable  au  produit  du  carré  d'une  parallaxe  par 
une  quantité  de  l'ordre  des  aplatissetnenls  des  deux  ellipsoïdes. 

AppelL  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième 
espèce.  (1478- i48o). 

Ij'auteur  revient  sur  la  décomposition  en  éléments  simples  des  fonctions  de 
troisième  espèce  dont  il  a  développé  la  théorie  dans  les  Annales  de  l'École 
Normale,  i88'|  et  i885. 

Soient  <!>(-)  une  fonrlion  (K;  troisième  espèce  contenant  m  fonctions  6  de 
plus  au  numérateur  qu'au  dénominateur;  a,  b,  ...,/  les  pôles  supposés  simples 
que  cette  fonction  possède  dans  le  parallélogramme  des  périodes  aux  sommets 
z„,  ^^-|-2K,  5„-H  2lv  +  2iK',  z^  +  2iK':  A,  B,  ...,  Z  les  résidus  correspon- 
dants. Si  l'on  pose 

Il  —  +»        _ 

mil  Tzy  i  _ 

Z«i('^> y)  =  tV     /       <^     **      (y'''^"-')  cot-^.  ( j; — y  —  2«u'K'), 

n  =  — 00 

on  aura,  pour  formule  de  décomposition, 

«^(^)  .-  -  A  /„,.(«,  z)-  15  /.„.(/>.  z)  -...-  L  /„.(r.  /)  +  G{z), 

oii    \,  FJ,  ...,  I,  ne  soûl   assujettis  à  aucune  relation,  et  où  G  {  z)  est  une  fonc- 
tion  linéaire   liomogèuc   à   coeflicienls  constants  de    m  fonctions  enlièrcs  par- 
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ticulicres 


>•(""(  z  )  =  e~kr    2^    e     n.     ^"•"C"-')+"»v,  (  V  =  o,  1 ,  2, . . . ,  m  —  I ), 


\=  ^"'^  A..,  ^  •X_=A„         X,  =  A„ 


BULLETIN  DE  l'Acadéjiie  rovale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  de  Belgique;  53"  année,  3"  série,  t.  VII  (janvier  à  juin  1884). 
Bruxelles,  Hayez,  1884  (i)- 

Folie  {F.),  De  Til.ly  et  Catalan  [E.).  —  Rapports  sur  un  Mé- 
moire de  M.  Neuberg  intitulé  :  Sur  le  tétraèdre.  (284-287). 

Ce  Mémoire  de  M.    Neuberg  a  été  publié  dans  les  Mémoires  in-8°  de  l'Aca- 
démie. 

Catalan  (F.).  —  Quelques  théorèmes  d'Arithmétique.  (448-449)' 
Extrait  d'un  Mémoire  étendu  publié  dans  les  Mémoires  in-4°  de  l'Académie. 

Tome  VIII,  juillet  à  décembre  1884. 

Catalan  {F.).  —  Application  d'un  nouveau  principe  de  probabi- 
lités. (72-74). 

Ce  principe  est  le  suivant  :  «  La  probabilité  d'un  événement  futur  ne  change 
pas  lorsque  les  causes  dont  il  dépend  subissent  des  modifications  inconnues.  » 

Ronkar  {F .).  —  Sur  un  théorème  de  Mécanique  applicable  aux 
systèmes  dont  le  mouvement  est  périodique.  (i2i-i34). 

Van  der  Mensbruggke.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire,  (i  1-12). 

Sur  les  variations  simultanées  de  l'énergie  potentielle  moyenne  et  de  l'énergie 
actuelle  moyenne  dans  un  système  où  l'énergie  totale  est  constante. 


(')  Voir  Jiiillclin    \,,,   1  1' 
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Mansion  (P-)-  —  ^'H"  lii  llic'orio  des  fondions  cilipliqucs.  (180- 

182). 

Dcinonslralion  alg(:i)riqiie  diicclc  du  tlicorème  de  Riclielol  :  «  Toulc  expres- 
sion imaginaire  peut  se  nicUrc  sons  la  forme  sn(a-i-  '^i). 

Mansion  (P.).  —   Sur  le  resle  de  la  formule   de  Taylor.    (i83- 

i85). 

La  forme  du  reste  de  Taylor,  donnée  par  la  théorie  générale  des  fonctions 
d'une  variable  imaginaire,  peut  se  transformer  en  une  intégrale  rectiligne, 
comme  dans  le  cas  où  la  variable  est  réelle,  de  manière  que  l'on  puisse  en 
déduire  le  développement  de  (n-z)",  même  si  le  module  de  i;  est  égal  à 
l'unité,  chaque  fois  que  ce  développement  existe. 

Jlonkar  {E.).  —  Sur  la  conductibilité  des  corps  gazeux  pour  la 
chaleur.  (204-210). 

V^tn  der  .^fensbruggke  et  Melsens.  —  Uapporls  sur  ce  Mémoii-e. 
(1  59-i()i). 

Moyennant  diverses  hypothèses,  l'auteur  prouve  (|ue  la  conductibilité  sous 
pression  constante  varie  moins  avec  la  température  que  ne  l'indique  la  loi  de 
Clausius,  pourvu  que  le  gaz  soit  fortement  raréfié. 

De  Heen  (P-)-  —  Relations  théoriques  entre  le  coefficient  de 
dilatation,  la  chaleur  interne  de  vaporisation  et  les  chaleurs 
spécifiques  des  corps  pris  à  l'étal  liquide  et  à  l'étal  de  vapeur. 
(210*218). 

Le  Paige  (C).  —  Sur  la  génération  de  certaines  surfaces  par 
des  faisceaux  quadrilinéaires.  (;^38-255). 

Polie  (P-)-  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (i58). 

C.os  surfaces  sont  toutes  celles  du  troisième  ordre,  ])nis  des  surfaces  particu- 
lières du  <|uatrième  ordre. 

Mansion  (P-).  —  Rapport  sur  un  INIémoire  de  I\I.  C.  Lagranj^e 
intitulé  :  Démonslration  élémentaire  de  la.  loi  suprême  de 
Wronski.  (i()5-i-2). 

Hésumé  et  simi)li(icali()n  de  la  démonstration  qui  sera  publiée  dans  les  Mé- 
moires couronnés  de  l'Académie. 

Mansion  (P-)-  —  Raj)[)ort  sur  un  Méuioire  de  M.  C.  Lagrange 
inlilidé   :    Développement  des  fondions  d'un  nombre  quel- 
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conque  de  variables  indépendantes  à  l'aide  d\iutres  fonc- 
tions de  CCS  mômes  variables.  (Si'j-Say). 

Résumé  d'un  travail  faisant  suite  à  celui  qui  est  indiqué  plus   haut.  Il  sera 
])ul)lic  avec  le  précédent. 

Le  Paige  {C).  —  Sur  la  forme  quadrilinéaire  et  les  surfaces  du 
troisième  ordre.  (555-5G3). 

Folie  {F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (024). 
Complément  rectificatif  d'un  précédent  travail. 


MÉMOIRES  couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  l'Académie  royale  des 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  Collection  in-S". 
t.  XXXVI.  Bruxelles,  F.  Hayez,  1884  (i). 

De  Heen  (P.)-  —  Physique  comparée.  (1-168). 

Recherches  sur  les  relations  qui  existent  entre  les  propriétés  physiques  de 
corps  analogues  sous  quelque  rapport  au  point  de  vue  chimique. 

Sautreaux  (F.).  —  Essai  d'application  de  la  Géométrie  à  coor- 
données polygonales  et  polyédriques  à  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré  et  à  la  démonstration 
d'un  certain  nombre  de  théorèmes  d'Algèbre  supérieure.  (i-i4). 

Résoudre  u^ -{-pu^-h  qu -h  r  =  o  revient  à  trouver  l'intersection  des  lignes 
xyz  -H  /•  =  o,  xy  -t-  yz  -h  zx  =  g,  x,  y,  z  étant  des  coordonnées  irilinéaires 
telles  que  .r  H-j' -4- ^ +/?  =  o, 


MÉMOIRES  DE  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez.  In-4°  (2). 

Tome  XLV;  188^. 

Folie  (F.)  et  Le  Paige  (C).  —  Mémoire  sur  les  courbes  du  troi- 
sième ordre.  Seconde  Partie.  (i-45). 


C)  Yoir  Bulletin,  2'  série,  t.  X^,  p.  i3i-i3a 
(")  \oiv  Bulletin,  2"  série,  X^,  112. 
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Ce  Rlémoire  est  la  suite  de  celui  ([ui  a  été  analysé  antérieurement.  La  divi- 
sion est  la  même  que  dans  le  précédent  Mémoire  :  Homographie,  involution, 
rapport  anliarmonique;  mais  il  y  a  déplus  un  Chapitre  consacré  aux  construc- 
tions, lesquelles  sont  effecluées  par  le  secours  de  propriétés  relatives  à  l'invo- 
lution.  D'après  les  auteurs,  leur  méthode  contient,  comme  cas  particulier  ou 
comme  conséquences,  les  méthodes  de  Chasics,  de  Grassmann  et  de  Schroter. 
Voici  les  derniers  problèmes  traités  dans  le  Chapitre  IV.  Etant  donnés  neuf 
points  d'une  cubique,  déterminer  les  intersections  de  cette  courbe  :  i"  avec  une 
droite  A  quelconque;  2°  passant  par  un  des  neuf  points;  3°  passant  par 
deux  des  neuf  points.  Étant  donnés  neuf  points  d'une  cubique,  construire  un 
système  de  trilatères  conjugués  à  la  courbe.  Construire  une  cubique  dont  on 
connaît  neuf  points. 

Catalan  {E.).  —  Sur  l'addition  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce.  (1-20). 

Complément  de  deux  Notes  antérieures  publiées  dans  ]es  Bulletins  de  l'Aca- 
démie et  dans  les  Comptes  rendus.  I.  Équation  d'Euler.  II.  Sur  l'équation 
M  dx  -h  N  dy  =  o.  Nouvelles  formes  du  théorème  de  l'addition.  III.  Sur  le  triangle 
sphérique  de  Lagrange.  IV^.  Interprétation  géométrique  nouvelle  de  la  transfor- 
mation de  Laiulcn.  V.  Sur  un  quadrilatère  sphérique. 

Mansion  (P-)-  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  séries  de  Fou- 
rier.  (i-ao). 

Catalan  {E .).  —  Rapport.  {Bulletins  de  l'Académie,  i883,  pre- 
mier semestre,  468-475). 

I.  On  a 

+  00 

^/(a;  4-  ni:)  =  -Oo  +  (a,  cos:r  -h  6,  %\nx)  -4-  (a^  cosaj;  -t-  b^  sinsa:)  -)-..., 

—  CD 

a„=-    /      ftcosntdt,        ^„  =  -   /        /tsiuntdt, 
'  «/  — 00  "■  »/  _  00 

moyennant  les  conditions  suivantes  :  i"  les  coefficients  a„,  6„  sont  finis;  2°  la 
fonction 

~  ^('l)  =  /{^  -t-  an:  H-  2/-t,)  -^/{x  -¥■  2 r t.  -^  ■> r.  —  2t,) 

est  positive  et  décroissante  quand  r^  varie  de  o  à  - -,  pour  toute  valeur  de  x 

et  de/-,  /•  étant  un  nombre  entier,  sauf  si  x+^rgix  une  valeur  comprise  entre 
deux  limites  finies  g  et  c.  Dans  l'intervalle  de  g  k  c,  \\  suffit  que  fx  vérifie 
les  conditions  de  Dirichlet.  3°  Les  séries 

/•  =  »  /■ = ff 

S  M.).     S  ^(^■) 

/■  =  c  r  —  —  x 

sont  continues  aux  environs  de  t,  =  o. 


I 
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II.  Les  condiliuns  précédentes  sont  vérifiées  pour  la  fonction  e~'^-^-.  Par  suite, 
on  a 

/  'j      L^  , 

-'■?  cosar^, 


/is-" 


formule  importante  dans  la  théorie  des  fonctions  thêta. 

Catalan  {E.).  —  Notes  sur  la  théorie  des  fractions  continues  et 
sur  certaines  séries.  (1-82). 

\.  Théorème  de  Kramp.  IL  Fractions  périodiques.  III.  Série  de  Lamé.  IV. 
Série  des  inverses  des  réduites  d'une  fraction  continue  illimitée.  V.  Générali- 
sation de  la  série  de  Lamé.  VI.  Fractions  tournantes  (la  suite  des  quotients 
incomplets  forme  une  permutation  circulaire  les  uns  des  autres  dans  deux 
fractions  périodiques  tournantes).  VII-XI.  et  addition  (à  la  fin  du  Mémoire). 
Sur  le  développement  de  ^X.  XII.  Quelques  séries  elliptiques.  Complément 
d'un  Mémoire  de  1873.  L'auteur  fait  remarquer  que  rien  n'est  plus  facile  que 
d'obtenir  les  nouvelles  séries  clli|)ti([ues  de  M.  Faà  de  Bruno  ou  des  séries 
plus  convergentes  encore. 


AIATIIESIS,  RECUEIL  MATHÉMATIQUE  A  l'uSAGE  DES  ÉCOLES  SPÉCIALES  ET  DES 
ÉTABLISSEMENTS  D' INSTRUCTION  AIOYENNE,  publIc  par  P.  Monsloil,  profOSSClir 

à  rUniversilé  de  Gand,  eL  /.  Ncuhcrg-,  professeur  à  rUnivcrsité  de  Liège. 
Gand,  Hoste;  Paris,  Gaulliier-Villars  (i). 

Tome  IV;   1884. 

Mansioii  (P-)-  — ■  Précis  de  la  théorie  des  fonctions  hyperbo- 
liques. (5-12,  28-3-,  8o-83,  ioi-io5);  publié  aussi  en  une 
brochure  de  32  pages.  Paris,  Gauthier-Villars. 

Introduction.  Définition  du  nombres.  Historique.  I.  Propriétés  fondamen- 
tales. Définitions  : 

2Cla  =  e'-i-e-',        2Sh^  =  c'  — e-',        Th<Ch^  =  Sh/',         

Relations  Ch^^  =:  Sli'f  =  t  et  conséquences,  'i'héoréme  d'addition  et  consé- 
quences. Relations  avec  les  fonctions  Irigonométricjucs  et,  en  |)arti(Milier,  théo- 
rème de   Laisant  :  Th  -  t  —  tang  -  0.  I^'onctions  inverses.  IL  Interprétation  géo- 


(')  \'oir  Bulletin,  t.  X„,  p.  .'jq.  Ce  recueil  parait  en  livraisons  mensuelles  d(^ 
•>'(  pages,  parfois  avec  su])pléinenls;  prix  :  '-/'', 'ik  pour  la  li^'lgiqiu-:  i)''  [)()ur 
l'Union  postale. 

Ihill.  des  Sciences  malliéni.,  2"  série.  I.  \L  (()rU)bre  1887.)  R.17 
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métrique,  sans  le  secours  du  Calcul  inlûgral,  dans  l'hyperbole  a;'  — :k=  —  i.  III. 
Dérivées,  intégrales,  séries.  W.  Applications.  Equations  cubiques;  théorèmes 
d'Apollonius  dans  l'hyperbole;  chaînette;  tractnce;  pseudosphcrc;  parabole  et 
paraboloïde  de  révolution. 

Barhaiin.  —  Théorèmes  sur  l'ellipse.  (i3-i()). 

Catalan  {E.).  —  Sur  un  théorème  d'Abel.  (20-28). 

Sur  la  continuité  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable. 

Genocchi{A.).  —  Résumé  de  différentes  recherches  sur  les  ovales 
de  Descartes  et  quelques  autres  courbes.  (49-02). 

Notice  historique  contenant  le  résumé  d'une  foule  de  résultats  obtenus  par 
Genocchi  et  d'autres  géomètres. 

De  Rocquigny.  —  Questions  d'arithmologie.  (57-60). 

Gelin  {E.).  —  Questions  d'Algèbre.  (60-62,  160). 

Mansion  (/*.)•  —  Esquisse  biographique  :  W.  Snell.  (C4). 

D'Ocagnc  {M.).  —  Sur  les  transformations  centrales  des  courbes 
planes.  (73-79,  97-100). 

Etude  des  transformations  où  il  existe  entre  les  rayons  vecteurs  de  (n-M) 
courbes  une  relation  de  la  forme 

•''(f.  P,.  P..   •••.  P„)  =  O) 

P>  Pi>  •••»?„  étant  comptés  sur  une  même  direction,  ù  partir  d'un  même  point. 
Cas  particuliers 

P"  =  P,  P.  •  •  •  P,.  ; 

(7,        a,  n„        a 

rt  p  -1-  a,  p,  -<- . . .  +  a  1^'    4-  rt  p  =  o  ;        —  -\ -"  -f-  • .  •  -1 — -  -\ —  =0. 

P.         Pa  P»         P 

Mister  {J.).  —  Centre  de  gravite  d'un  tronc  de  pyramide   trian- 
gulaire. (84-85). 

Le  centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  quelconque  est  situé  sur  la 
droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des  bases,  en  un  point  (pii  divise  cette 
droite  en  deux  segments  proportionnels  à  2M  +  f>,  aM  +  H;  /;,  H,  M  sont  res- 
pectivement l'aire  do  la  petite  base,  de  la  grande  base,  et  d'une  section  paral- 
lèle é{[uidistante. 

Cesàrn  (E.).  —  Etudes  de  transversales.  (85-86). 

Genocchi  (A.).  —  Sur  un  manuscril  de  Eermat,  récemment  pu- 
blié. (106-108). 
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Sur  la  descente  infinie  ou  indéfinie  de  Fermât  et  sur  divers  théorèmes  d'Arith- 
métique supérieure. 

Mister  {J-)-  —  Centre  de  gravité  du  tronc  de  prisme  triangulaire 
et  du  parallélépipède  tronqué.  (lai-iaS). 

I.  Le  centre  de  gravité  du  tronc  de  prisme  triangulaire  est  situé  sur  la  droite 
qui  joint  le  centre  des  moyennes  distances  des  milieux  des  arêtes  parallèles  au 
centre  de  gravité  de  ces  arêtes  et  au  quart  de  cette  droite,  à  partir  du  premier 
point. 

IL  Le  centre  de  gravité  du  tronc  de  parallélépipède  est  situé  sur  la  droite 
qui  joint  le  centre  des  moyennes  distances  des  arêtes  latérales  au  centre  de 
gravité  de  ces  arêtes  et  au  tiers  de  cette  droite  à  partir  du  premier  point. 

Drocai^d  {II-)'  —  Questions  de  licence.  (124-127). 

Intégration  de  diverses  équations  dilTérentielles  ou  aux  dérivées  partielles. 

Schoentyes  (//■)•  —  Sur  un  mode  de  génération  des  conchoïdes. 
(145-149,  287). 

La  conchoïde  est  regardée  comme  l'image,  vue  sur  un  cône  de  révolution, 
d'une  courbe  plane  tracée  dans  son  plan  de  base,  par  un  observateur  placé  à 
l'infini  sur  l'axe  du  cône. 

Cesùro  {E.).  — Probabilités  de  certains  faits  arithmétiques.  (i5o- 
i5i). 

Radicke  {A.).  —  Sur  les  sommes  des  puissances  semblables  d'une 
suite  de  cosinus.  (i6i-i63). 

Détermination  des  quantités  P,  Q,  si 

_  "  211  (n  —  i)T. 

P  r::  I  +  COS"' h  COS"' h  •  •  •  +  COS""  > 

n  n  n 

~  ''T  (n  — 1)~ 

0  =  1  —  COS'" h  COS"' —•••+{ —  l)"~'  COS"' 

^  n  n  II 

Mansioii  (P-).  —  Le  deux-centième  anniversaire  de  l'invention 
du  Calcul  différentiel.  (i63). 

Maiision  {P.).  —  Courbes  avec  points  de  dédoublement.  (164)^ 

Leibiiitz  et  Newton.  —  Invention  du   Calcul   diflerentiel.  (177- 
,89). 

Traduction  annotée  du  célèbre  article  publié  par  Leibnitz,  le  3o  septembre 
ifi8^,  et  du  lemme  II,  du  second  Livre  des  Principes.  Dans  les  Notes,  le  tra- 
ducteur, M.  I'.    Mansion,   fait  les  remarques  suivantes  :    1°    Leibnitz  définit  la 


27.8  SECONDE   PARTIE. 

différcnliclle  dey,  absolument  comme  Cauchy,  c'csl-à-dire  que  si  x  est  la  va- 
riable indépendante  c/j' =jK'f^^,  cte  étant  quelconque.  2°  Leibnitz  se  trompe  en 
laissant  des  signes  ambigus  dans  certaines  différentielles.  3°  Cela  provient  de 
ce  qu'il  n'a  pas  vu  l'importance  d'une  remarque  de  Newton,  savoir,  que  l'on 
peut  désigner  par  une  lettre  une  quantité  positive  ou  négative  indiiïéremment. 
4°  Leibnitz  et  Newton  manient  les  infiniment  petits  d'une  manière  rigoureuse. 
:>"  Dans  les  Pi-incipes,  î^cwlon  trouve  la  dilTérentielIc  d'un  produit  par  un  pro- 
cédé qui  peut  paraître  peu  rigoureux. 

Leitloine  {L\).   —  Tlicorèmes  divers  sur    les  anliparallèles   des 
côtés  d'un  triangle,  (wi-'f.o^,  '^■■^~)' 

Théorèmes  reiaLiCs  à  la  nouvelle  géométrie  du  Iriauglc. 

lidibaiin.  —  Problèmes  sur  les  sphères.  (21^-218). 

Weill.  —  Sur  un  biangle  et   un  triangle  formés  par  des  arcs  de 
cercle.  (219)- 

Brocard  (^11.).  —  Propriété  géométrique  d'un  certain  groupe  de 
dcu\  systèmes  de  circonférences  concentriques,  (aiy-'^ao). 

Cesàro  {^■)-  —  Sur  l'équation   intrinsèque   des   courbes.   (233- 
235). 

La  considération  de  l'éciualion  p  =/{s),  d'une  courbe,  entre  le  rayon  de 
courbure  p  cl  l'arc  s,  prouve  immédiatement  que  si  cette  courbe  roule  sur  une 
droite,  le  centre  de  courbure  décrit  la  courbe  ayant  |)()ur  éciuation,  en  coor- 
données rectangulaires,  y  =f{x). 

Jioije  af  Gcnnds.  —  l'robièuie  d'Analyse  indéterminée.  (236). 

Soluliiiii  (lu  |U'oblémc  suivant  : 

«  Trouver  qualre  nombres  tels  <|uc  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre 
eux,  augmenté  de  l'unité,  fasse  un  carré.  » 

NOTKS    MATHÉM.VTIQUES.     (37-38,      r)3-5'-,      lOG-lG",     221-222,     236- 

237). 

BiiiLioGitAiMiii:.  (63,  ioG-i()8,  i5i-i53,  i()8-i'j2,  206,  224-225). 
(^iiKsïioAs  uÉsoLUKs.  (iG-24,  39-48,  65-70,  86-93,  109-119,  128- 

l4''-,     1 54-1  58,    173-175,     189-199,    204-2l5,    225-23  I,    238-246). 

QlIKSTlOAS  l'UOPOSÉES.  (24,   48,    71,94-90,    II9-I2O,    l42-l43,    I  59, 
175-176,    199-200,   2l5-2i6,    :>s3,    23l-232,    24'l-2i'^). 
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Questions  d'examejv.  (72,95-96,  i44)   iGo,   1-6,  200,  282,   248- 
249). 

Rectifications.  (90,  119,  109,  2i5,  281,  286,  287). 
Table  des  matières.  (200-255);  des  ailleurs.  (256). 

Suppléments. 

Brocard  [IL).  —  Nouvelles  propriétés  du  triangle.  (11  pages  et 
I  planche). 

Extrait   du    Recueil   de   l'Association   française   pour   l'avancement   des 
Sciences,  congrès  de  llouen,  i883. 

Jamet  (  V.).  —  Généralisation  d'une   propriété  des  surfaces  du 
second  ordre.  (1-12). 

Extrait   des   Bulletins  de   l'Académie  royale   de  Belgique,    i883,   i^  série, 
t.  VI. 

Neuberg  (J-)-  —  Sur  une  suite  de  moyennes.  (1-12). 

Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège,  2"  série, 
t.  XI. 

Mansion  (P.).  —  Sur  l'approximation  des  intégrales  définies  et, 
en  particulier,  du  périmètre  de  l'ellipse.  (1-18). 

Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  \'III,  et  des 
Comptes  rendus  de  Paris,  t.  LXWV. 

Gilbert  (Ph.).  —  Démonstration  simplifiée  des  formules  de  Fou- 
rier.  (i-i5). 

Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  VIII. 
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ANNALES  DE  L\  Société  Scientifique  de  Bruxelles.  —  Bruxelles,  F.  liHycz. 

In-8°  (•). 

Tome  Vm,  1883-1884. 

Gilbert  [Pli.).  —  Sur  les  accélérations  de  différents  ordres.  (A, 
53-5G). 

Extension  aux  mouvements  d'un  solide  libre  des  théorèmes  concernant  un 
solide  fixe  par  un  point.  Démonstration  d'une  formule  sur  la  composition  des 
accélérations  d'ordre  quelconque  dans  les  mouvements  relatifs,  équivalente  à 
celle  de  Somoff  cl  RI.  Lévy,  mais  jjIus  simple. 

Gilbert  [Pli.).  —  Démonstration  simplifiée  des  formules  de  Fou- 
rier.  (B,  i-io). 

Mansion  [P.).  —  Rapport.  (A,  49-5i). 

Les  théorèmes  fondamentaux,  dans  le  mode  d'exposition  de  M.  Gilbert,  sont 
les  suivants  : 

«  I.  Si  la  fonction  f{t)  ne  peut  croître  au-dessus  d'une  valeur  donnée  dans 
un  intervalle  donné  (a,  b)  et  si  clic  est  intégrabic  dans  cet  intervalle,  on  aura, 
pour  des  valeurs  iudéfiniinciit  croissantes  de  A', 

(i)  lim    /     /(/)  sinktdtz=o. 


f  /(Osin. 
'-'il 


»  II.  Si  ¥{t)  vérifie  les  mêmes  conditions  et  de  plus  ne  s'annule  pas  entre  a 
et  b, 

(2)  lim  f  P^s\nktdt  =  Q. 

»  Le  mode  de  démonstration  du  théorème  I  est  tel  que  l'on  peut  remplacer 
dans  (i)  sin/.f  par  une  fonction  périodiciuc  de  kt,  par  sinamA^,  par  exemple. 
Pour  déduire  des  théorèmes  (i),  (2)  les  limites  fondamentales  relatives  aux 
séries  de  Fourier,  l'auteur  les  ap()liquc  à  une  fonction /(^  vérifiant  les  condi- 
tions (le  Dirichict  et  alors  il  n'a  plus  qu'à  étudier  des  intégrales  de  la  forme  (1) 

ou  (  i  ),  où  l'on  a 

a— —  e,        6  =  +  e,        Aj'  — 1. 

£  étant  aussi  petit  (|u'ou  le  veut. 

Mansion  [P.).  —  Sur  l'approximation  des  intégrales  définies  el, 
en  particulier,  du  périmètre  de  Tellipsc.  (lî,   ii-24)' 


(')  Voir  nufle/i'ii,  IX^,  p.  2o'|.   A  signifie  première  Partie:  15.  scconclfi  Partie. 
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Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (A,  5i-52). 

I.  Historique.  —  Théorème  spécial  de  Jean  Rcrnoulli  sur  la  valeur  approchée 
de  l'arc  d'ellipse.  Théorème  de  Prouhet  sur  l'approximation  des  longueurs  des 
lignes  courbes. 

II.  Soit  donné  un  trapèze  mixtiligne  ABGD,  limité  par  la  base  BC,  les  or- 
données perpendiculaires  AB,  CD,  et  la  courbe  AMD  dont  le  point  M  se  pro- 
jette au  milieu  ni  de  BC.  Replions  le  demi-trapèze  curviligne  MmCD,  autour 
de  Mm,  de  manière  à  le  faire  tomber  sur  l'autre  demi-trapèze  curviligne 
MmBA,  en  M/hBo.  L'aire  ABCD  sera  égale  au  double  de  l'aire  d'un  trapèze 
en  M/«Ba,  obtenu  en  construisant  la  courbe  aM  ayant  pour  ordonnée  la  demi- 
somme  des  ordonnées  de  la  courbe  AM  et  de  la  courbe  aM. 

En  appliquant  /•  fois  la  transformation  précédente,  on  parvient  à  prouver  que 
l'aire  considérée  est  comprise  entre  les  expressions 

b(^  i        \       h, 


6  étant   la   base  BC  du  trapèze   primitive,  2  ;i  étant  égal  à  2'',  y^.,  y„  ■■■,y 
étant  (2/1  +1)  ordonnées  équidistantes.  On  suppose  que  la  r'*'"''  transformée  de 
AD  a  toutes  ses  ordonnées  comprises  entre  la  première  et  la  dernière. 

III.  Application  à  la  seconde  intégrale  elliptique  (théorème  de  Bernoulli)  et 
à  la  première  (théorème  nouveau  analogue). 

Delsaux  (J.).  —   Sur  la  théorie  des  sons-résultants.  (B,  25-44)' 
Gilbert  (P/i.).  —  Rapport.  (A,  52-53). 

Hclmholtz  a  donné  une  théorie  analytique  de  la  théorie  des  sons-résultants 
où  quelques  faits  accessoires  ne  sont  pas  suffisamment  expliqués.  L'auteur,  en 
se  servant  d'un  principe  dû  à  Verdct,  parvient  à  modifier  la  théorie  de  Hclm- 
holtz de  manière  à  retrouver  dans  les  formules  les  faits  négligés  par  le  savant 
physicien  allemand. 

De  Salvert.  —  Note  sur  la  théorie  de  la  surface  indicatrice  des 
courbures.  (B,  67-86). 

Pour  étudier  la  courbure  d'une  surface  donnée  <f{x,  y,  z)  =  0,  en  un  quel- 
conque de  ses  points  M(.r,  y,  z),  construisons  avec  des  axes  X,  Y,  Z,  parallèles 
aux  x.,y,  z,  et  ayant  ce  point  M  pour  origine  la  surface  du  second  ordre 
F(X,  Y,  Z)  =  G.  F(X,  Y,  Z)  étant  lu  forme  quadratique 

F(X,Y,Z)  =  AX^  -1- A'Y=  -1- A'Z'  -f-  îBYZ  -t-  îB'ZX  -t-  aB'XY, 
où 

_   I     ci"  9  i  f  _    '    ^^  ?  \  "  _    '    ^^'  '^ 

"~  2  dx^  ~  2  dy  ~  2  dz' 

,j=.fl_,         B'=-i^-,         B"-^-^ 


dy  dz  dz  dx  dx  dy 


23'2 

et 
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G  = 


A'" 


A'  = 


A.  = 


A       B"       B'      -u 

2 

B"      A'        B       '-v 
B'       B        A"     -(V 


A  B  W 
B"  \  B 
B'      B      A" 


dx 


d^ 
dy' 


Considérons  les  deux  points  M',  M",  exliémilés  du  diamètre  de  la  surface  F, 
conjugue  au  pian  langent  à  la  surface  »  en  M,  et,  en  particulier,  celui  de  ces 
points  M',  par  exemple,  où  V  a  sa  convexité  tournée  comme  celle  de  a  en  M. 
Les  rayons  de  courbure  des  deux  surfaces  9  et  F  relatifs  aux  points  M  et  M' 
sont  égaux,  parallèles  et  de  même  sens,  pour  une  direction  de  sections  nor- 
males quelconques.  Par  conséquent,  la  surface  F  offrira  en  M'  exactement  la 
même  disposition  au  point  de  vue  de  la  courbure  que  la  surface  proposée  9  au 
point  considéré  I\I.  Ce  mode  de  représentation  ne  sera  en  défaut  que  pour  les 
points  où  l'on  aura  A' =  o,  sans  que  A„  =  o.  L'ensemble  de  ces  points  excep- 
tionnels, pour  une  surface  réglée,  comprendra  la  ligne  de  striction  de  la  sur- 
face. 

L'auteur  arrive  aux  résultats  précédents,  en  prouvant  d'abord  la  proportion- 
nalité des  rayons  de  courbure  de  9  en  1S[  et  de  F  en  M',  quelle  que  soit  la  gran- 
deur de  G  ;  puis  il  montre  que,  si  G  A'-f-  A„  =  0,  la  proportionnalité  se  change  en 
égalité  ;  enfin  l'élude  de  la  forme  adjointe  A„  lui  permet  d'établir  que  la  surface  V 
est  réelle  et  ne  se  réduit  pas  à  un  point.  Des  propriétés  de  la  surface  F  on  déduit 
immédiatement  celle  de  la  courbure  en  Î\I  à  la  surface  9  et  réciproquement.  La 
courbe  indicatrice  de  Dupin  rsl  rinlerscclion  i\c  V  par  le  i)Ian  tangent  à  9 
en  M. 

Le  Paige  {€.).   —    Sur  quelques  questions  relalivcs  aux  quar- 
liques  planes.  (B,  87-96). 

Carnoy  (./.).  —  Rapport.  (A,  (\'A-(i?>). 

Développement  de  deux  Notes  publiées  dans  les  Comptes  rendus  de  Paris 
du  \  et  du  n  février  1884  (t.  XCVIII,  p.  2.S5-.55'|).  L'auteur  résout  successive- 
ment les  questions  suivantes  :  1°  Deux  quaternos  de  jwints  donnés  sur  une 
cubique  gauche  définissent  une  involution  quarli(|ue  de  jjremier  rang;  com- 
pléter un  troisième  (|uaternc  dont  on  donne  un  point.  1"  Trois  quaternes  de 
points  définissent  une  involution  (luartiquc  de  second  rang;  compléter  un  qua- 
trième (|uatcrnc  dont  on  donne  deux  points,  .i"  (Quatre  (|uaternes  définissent 
une  involution  quarti(|ue  de  troisième  rang;  compléter  un  <|uatcrne  dont  on 
donne  trois  points.  f^°  Construire  une  (juartique  passant  par  quatorze  points: 
trouver  la  polaire  d'un  point  (|uelc()n(|ue,  sans  construiie  la  courbe. 


^t  Yc 
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De  Sparre.  —  Sur  la  réduction  aux  fonctions  elliptiques  de  l'in- 
tégrale   / -,-  -^    =  •  (B,  97-120). 

J  V(^  —  <^)i^  — '^)i^'  —  c)(x  —  d) 

Gilbert  {Ph.).  —  Rapport.  (A,  64-65). 

Simplification  de  la  méthode  de  Riclielot.  Voici  la  remarque  sur  laquelle  est 
fondée  la  méthode  de  rédaction.  Considérons  l'inlégralc 

dz 


fw 


;)(-_P)(-_a) 


OÙ  a,  ji,  y  sont  réels.  De  plus,  y  >  x;  >  p  >■  at.  En  posant  z  =  y  cn-ii  -+■  p  snUi, 
la  réduction  à  la  forme  normale  est  immédiate.  On  ramène  aisément  à  ces  cas 
celui  où  le  radical  porte  sur  une  expression  du  quati'ième  degré,  pourvu  que 
la  variable  soit  comprise  entre  les  deux  racines  médianes  de  ce  l'adical  égalé  à 
zéro,  puis  dans  tous  les  cas  où  ces  racines  sont  réelles. 

Stoffaes.  —  Sur  la  tendance  au  |)arall('iisMie  des  axes  de  rotation. 
(B,  121-186). 

De  Salvert.  —  Rapport.  (A,  57-62). 

Foucault  énonce  ainsi  le  principe  qui  l'a  guidé  dans  ses  recherches  sur 
l'orientation  et  sur  l'inclinaison  des  cor|)s  tournants  :  Quand  un  corps  tourne 
autour  d'un  axe  principal  et  qu'une  force  ou  un  système  de  forces  tend  à  pro- 
duire une  rotation  nouvelle  non  parallèle  à  la  première,  l'effet  résultant  est  un 
,  déplacement  de  l'axe  de  rotation  primitive,  qui  se  dirige  vers  l'axe  nouveau 
par  le  chemin  favorable  au  parallélisme  des  deux  rotations.  Le  Mémoire  de 
M.  Stoffaes  est  consacré  à  la  démonstration  do  ce  principe.  Dans  le  premier 
Chapitre,  il  transforme  les  équations  d'Euler  relatives  à  la  rotation  des  corps,  en 
un  système  d'équations  linéaires  à  coefficients  constants  et  en  déduit  la  démons- 
tration du  principe  du  parallélisme  dans  le  cas  de  la  toupie.  Dans  le  second, 
il  ne  part  pas  des  équations  d'Euler,  mais  arrive  directement  au  principe  du 
parallélisme  dont  il  établit  l'exactitude  approximative,  c'est-à-dire,  en  supposant 
négligeables,  dans  les  calculs,  les  termes  qui  correspondent  à  la  notation. 

Turquan  (L.-V.).  —  Sur  l'intégration  de  quelques  classes 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  va- 
riables indépendantes.  (B,  3 1 4-3 18). 

Application  des  principes  exposés  t.  VI,  H"  Partie,  p.  4^9  des  Annales  de  la 
Société  scientifique  (i883).  Les  cas  considérés  sont  les  suivants  : 

1"  /■(/■,  .V,   I  )  ■=-■  o\ 

y  ri  -  .s-'  : 

/\.r,  /•,  s,  t)  —.  (), 
/(.r,  /•,  .S-)  H-  cf(.r.  .1,  ()  ^-  o, 
/■■s,jc  -h  S'ifijc  -i-  ty  y  —  nip  -^'  Pf/, 


r-i.r  -I-  !i'}^y  -h  1/ y  —  mp  -1-  «7, 

m  et  n  étant  des  constantes; 

liull.  des  Sciences  malhem.,  ■>.'  série,  t.  XL  (Novembre  i^^S;.)         ll.iS 
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4°  /(/7,  r,  .9,  O  =  o, 

/  élanl  une  fonction  algébrique  homof;ènc  en  ;•,  s,  t: 

/,  Cf.  étant  des  polynômes  algébriques  homogènes  de  même  degré,  le  premier  en 
/•  cl  s,  le  second  en  s  (,'t  /. 

Baule  {A.).  —  Noie  sur  un  théorème  de  Mécanique  dû  à  sir  W. 
Thomson.  Application  à  l'élude  de  la  houle.  (B,  3  19-344)- 

I.  L'énergie  actuelle  qu'acquiert,  à  partir  du  repos,  un  système  matériel 
quelconque,  sous  l'action  d'une  impulsion  donnée  en  grandeur  et  en  direction, 
est  plus  grande  que  celle  de  tout  autre  mouvement  auquel  on  pourrait 
astreindre  le  système,  en  l'assujettissant  à  de  nouvelles  liaisons  compatibles 
avec  ses  liaisons  naturelles. 

II.  Si  certains  points  dun  système  matériel  sont  astreints  à  prendre  impul- 
sivement et  à  partir  du  repos  des  vitesses  telles  qu'une  composante  spécifiée 
de  celles-ci  ait  une  valeur  déterminée  et  si  les  autres  points  ne  sont  mis  en 
mouvement  qu'en  vertu  de  leurs  liaisons  avec  les  premiers,  l'énergie  actuelle 
du  mouvement  naturel  sera  plus  petite  que  celle  de  tout  autre  mouvement 
possible,  dans  lequel  les  mêmes  points  auraient  les  mêmes  vitesses  composantes 
spécifiées. 

Application  de  ce  second  théorème  à  l'élude  de  la  houle. 


SITZUNGSBEIUCIITE  dkk   Kë.NiGLicn  pricussisciie.n  Akadeame  der  Wissen- 

SCHAFTEN   ZU    BeRMN   ('). 

T.  il,  i883.  i"  somcstre. 

Lipschi/z.  —  Recherches  sur  la  détermination  de  surfaces  jouis- 
sant de  cerlaincs  propriétés  concernant  leurs  courbures. 
Deuxième  Mémoire.  (ir)9-i88). 

Ce  travail  fait  suite  à  celui  qui  a  paru  dans  les  Sitzungsberichte  de  1882, 
p.  1077  (voir  Bulletin,  XI^,  112).  L'auteur  y  a|)pli(iue  au  cas  de  l'espace  or- 
dinaire les  formules  aux(|ui-llcs  il  était  parvenu  pour  un  espace  à  n  dimen- 
sions. 

Considérons  une  surface  (luclconquc    :    soient  x,  y,   z   les  coordonnées   d'un 


(•)  \oir  llulirlin.  l.   I\^,  J.'^i. 
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point  quelconque  !\I  de  cette  surface;  désignons  par 

?  =  cos9, 

■r\  =  sin6  costp, 

î^  =  sinÔ  sin  o 

les  coordonnées  du  point  correspondant  de  la  sphère  de  Gauss,  par  A,,  B,,  G,; 
Aj,  Bj,  C^  les  cosinus  directeurs  des  tangentes  aux  lignes  de  courbure  qui 
passent  par  le  point  M.  par  a  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  premièi^e  ligne 
de  courbure  avec  la  projection  de  l'axe  des  x  sur  le  plan  tangent  en  x,y,  z, 
par  p,,  p,  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  en  ce  point;  les  quantités 
X,  y^  z,  A,,  B,,  G,,  Aj,  B^,  G^,  a  peuvent  être  regardées  comme  des  fonctions 
de  0,  cp  et  l'on  obtient  alors  le  groupe  de  formules 

A,H-  i  A,^  =  —  e-''^  cos8, 

Bj  +  «B_,  =      e"^(cosO  C0S9  —  t  sin'j), 

C^  +  iC^=      ^(cosO  sincp  +  j  cos»), 
dx  =  p,A,  (A.f/ï  +  B,  df\-hC,  rfÇ)  +p,A,(AjC/ï  +  B^dr,  +  C^dt,), 
dy  =  p,  B,  (  A,  d\  +  B,  dt,  +  G,  rfÇ)  +  p^B,(  A,  c?|  +  B3  rf-r,  -h  G,  dt,), 
dz  =  p.  G,  (  A,  c/ï  +  B,  dtx  +  G,  dî; )  +  p, C^  (A,  d\  +  B,  dt\  +  G,  dK, ), 

qui,  en  vertu  des  relations  précédentes,  peuvent  s'écrire 

dx  —  p,  A,  (cosff  rfO  —  siuff  sinO  dv)  -f-  p,A,  (sina  c?9  +  cosu  sinO  f/'f), 

sur  lesquelles  apparaissent  immédiatement  les  équations  différentielles  des 
lignes  de  courbure,  et  tout  ce  qui  concerne  le  mouvement  du  trièdre  trirec- 
laugle  formé  par  la  normale  et  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure.  Ces  der- 
nières équations  peuvent  être  regardées  comme  un  système  d'équations  aux 
différentielles  totales;  pour  qu'il  existe  une  surface  telle  que  p,,  p^,  a  soient  des 
fonctions  données  de  6,  9,  il  faut  que  les  conditions  d'intégrabilité  soient  vé- 
rifiées; ces  conditions,  d'après  la  théorie  générale,  doivent  se  réduire  à  deux, 
et  l'on  peut  les  condenser  dans  la  formule  unique 

^(AF—  P/)-)-/(M  —  POcosO  =  ij  [(N-t-P/)  sinO], 

ou  l'on  a  posé 

M  =  pj  +  p„  +  (  p,  —  p  J  cos  2  ff , 

N  =  p,  +  p.  —  (  p,  —  p.  )  cos  2  <3, 
P  =  (  p,  —  p„)  sin  ■>  ff, 

et  l'on  peut  alors  écrire  les  équations  dillércnliellcs  sous  la  forme 

■2  dx  =  —  MsinO  dO  +  Psin=0  d<f, 

2  dy  =  {M  cosO  cos»  -h  P  sin?)  rfO  -4-  (—  N  sinç  —  P  cosO  cos»)  sinO  do, 
■?.  dz  —  (M  cosO  sin»  —  P  cos 9)  f/0  -i-  (      N  cos»  —  PcosOsin»)  sinO  (/». 

Les  conditions  d'intégrabilité  sont  linéaires  en  M,  N,  P;  cette  remarque 
essentielle  conduit  M.  Lipschitz  ù  la  définition  d'un  mode  Je  composition  de 
surfaces. 


u3(j  S  ECO  M)  K    l'AirriE. 

Considérons  des  surfaces  non  développables  F'v)  en  nombre  quelconque,  ei 
sur  ces  surfaces  les  points  xW,yC!\  ziV  qui  correspondent  à  un  même  point  6, 
9  de  la  sphère  de  Gauss;  affectons  chacun  de  ces  points  d'un  coefficient  numé- 
rique m'-'O,  et  conservons  toutes  les  notations  précédentes  en  donnant  aux 
diverses  quantités  qui  y  figurent  l'indice  supérieur  y;  soient  enfin 

S mCO  (  p'ï'  —  p'7'  )  cos  2  (j(ï)  =  (  P,  —  P,  )  cos  2  T, 
ÏLmW  (  p'ï'  —  p'T'  )  sin  2  a'V  =  (  I>_  —  P  J  sin  a  T  ; 

les  conditions  d'inté;?ral)ililé,  en  vertu  de  la  remarque  précédente,  se  trouvent 
vérifiées  pour  la  surface  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  P,,  P^,  et 
langle  ï  ({ui  définit  (comme  plus  haut  j)  la  direction  de  la  tangente  à  l'une 
des  lignes  de  courbure,  seraient  des  fonctions  de  0,  s  définies  par  les  équations 
précédentes;  les  coordonnées  X,  V,  '/.  du  point  de  cette  surface  qui  correspond 
au  système  de  valeurs  0,  .f  sont  données  par  les  formules 

\  -  2m(ï)j7'ï), 

Z  =^  ï:m'-Oz(V; 

et  la  normale  en  ce  point  à  la  surface  est,  comme  les  normales  aux  points 
correspondants  des  surfaces  VW,  parallèle  au  raVon  de  la  sphère  de  Gauss  qui 
aboutit  au  point  0,  o.  Les  surfaces  parallèles  à  une  surface  donnée  peuvent  être 
obtenues  par  ce  mode  de  composition  qui  s'applique  d'ailleurs  aux  lignes 
comme  aux  surfaces,  pourvu  toutefois  que  ces  lignes  ne  contiennent  pas  de 
portion  rectiligne  :  il  suffit  de  supposer,  dans  les  formules  précédentes,  que  les 
rayons  de  courbure  p'J'  soient  nuls. 

Le  dernier  j)aragraphc  est  consacré  à  quelques  applications.  Lauteur 
s'occupe  d'abord  des  surfaces  minima  et  retrouve  la  proposition  qui  a  servi  de 
point  de  départ  à  M.  NN'cicrslrass  dans  son  Mémoire  sur  cos  surfaces  {Monats- 
berichte,  i8()(i).  11  Icrniinc  eu  montrant  comment  on  peut  chercher  à  déter- 
miner une  surface  en  connaissant  p,,  p^  en  fonction  de  0,  ».  Si  l'on  élimine  t 
entre  les  conditions  d'intégrabilité,  on  obtient  une  équation  qui  doit  être  vé- 
rifiée par  les  valeuis  données  de  p,,  p^;  on  retrouve  ainsi,  par  exemple,  cette 
proposition,  démontrée  gé()mélrif[uement  par  .M.  Bertrand  :  il  n'existe  pas  de 
surface  |)our  lac|iiflli'  les  rayons  de  courbure  principaux  soient  constants  et 
inégaux. 

]\  Cieisticiss.   —   Sur    la  théorie   des  foiiclioiis  (•lli[)li(|tie.s.    (ly)- 

9.o;5). 

!^e  dernier  Mémoire  du  premier  Volume  des  (HhuTes  complètes  de  Jacobi, 
dont  Horchardl  avait  commencé  la  publication,  contient  un  exposé  de  la 
théorie  des  fonctions  ellipti(|ues  déduite  des  propriétés  des  séries  ?:.  Il  a  été 
rédigé  par  Horchardl  (ra|)rès  un  Cours  professé  par  Jacobi. 

.M.  Weierstrass,  dans  une  Note  publiée  à  la  lin  du  N'olume,  fait  observer  que 
le  Cours  de  Jacobi  contient  une  lacune.  Borchardt  ne  se  croyait  pas  on  droit 
d(!  signaler  dans  son  travail  la  manière  dont  on  peut  la  combler.  M.  Weier- 
strass onlroprond  do  le  faii'o  dans  la  Note  (|ue  nous  analysons  ici. 
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Voici   tl'alinril    en    quoi   cunsisle  celle    lacune.   Ou    délinil,  clans   h;   Cmii's   de 
Jacobi,  les  fondions  sinani,  cosain,  Aam  parles  séries  &,  en  posant 


^'j-  -  tA^ill .       .vt-tt:  -  11"'  '7  ) 


puis 


^3(0.'?)  -,(",  7)  '  ^H^,'/) 


-'^ cosani  { II,  /.  )  =  — i- 


V/'i  — /.-■               ~                  ^{-^,7) 
Aam  (  //,  A-  )  =    -^- i-^. 

Pour  que  ces  égalilés  définissent  les  fonctions  sinain,  cosam,  Aam,  il  faut 
évidemment  pouvoir  trouver,  pour  toute  valeur  donnée  de  A,  une  valeur  de  g 
vérifiant  la  relation 

Jacobi  a  résolu  ce  prol)lème,  mais  seulement  pour  des  valeurs  réelles  de  A' 
comprises  entre  o  et  i.  De  là  une  lacune,  non  seulement  dans  la  théorie  gé- 
nérale des  fonctions  elliptiques  exposée  en  prenant  les  séries  Sr  comme  point  de 
départ,  mais  aussi  dans  certaines  applications  de  cette  théorie  où  l'on  ne  peut 
pas  ramener  le  problème  au  cas  où  le  module  A'  est  réel  et  compris  entre 
o  et  1. 

Voilà  maintenant  la  suite  des  propositions  établies  par  M.  Weierstrass  pour 
combler  cette  lacune.  Ces  propositions  sont  démontrées  en  s'appuyant  princi- 
palement sur  une  transformation  du  quatrième  ordre  donnée  par  Jacobi  dans 
son  Cours.  La  lacune  est  ainsi  comblée  sans  procédés  étrangers  à  l'esprit  même 
de  la  méthode  de  Jacobi. 

Soit  d'abord  q  réel  et  o%q  <,i. 

La  fonction  ^ — —^  est  une  foncliou  continue  de  a  qui  s'annule  pour  ci  =  o 

el  est  comprise  entre  o  cL  i  pour  toute  autre  valeur  de  q. 

Si  q  varie  d'une  façon  continue,  toujours  croissante,  depuis  o  cl  tend  vers  la 
limite  i,  la  fonction 

^.(o,  q) 

croit  également  et  Icnd  vers  la  mémo  limite  1. 

Nous  désignerons  par  le  syniboic  9.   une  série  ciiticrc.  Soil 

'r(7) --=.(i7-h... 

le  développement  de 

•■=?:!  (o,  </)' 

on  sait   (]uc  l'on    peut  toujours  déterminer   une  suite  de   nombres  rationnels 

a„—  — :,  a,,  ot tels  que,  pour  des  valeurs  suffisanimcnl   petites  de  7,  on 

I  h        '        • 
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déduise  de  I  ei<alilé 


celle  aulre  égaillé 


donc  aussi 


r'i'  r".' 


<:=(r(7)=i6ry+... 
lug(iGry)  =  logf+2]  ?'.'"' 


pelilc  que  l'unilé,  siluée  dans  le  domaine  de   convergence  de  ^J.^^)  cl  lelle 
que  la  somme 

^'^"b,(o,'7„)J 
n  =  l 

ail  une  valeur  finie.  En  limilanl  q  par  l'inégalilé 

cl  en  faisanl  usage  des  formules  de  Iransformalion  du  qualrièmc  ordre  données 
par  Jacobi,  on  déduit  de  la  dernière  égalité  la  relation 

2,  P»^"  =  log    7 r    +  4  1  ?"    -— T      • 

Cette  relation  a  lieu,  non  seulement  en  considérant  q  comme  une  variable 
indépendante  cl  t  comme  fonction  de  q,  mais  aussi  si  l'on  considère  t  comme 

variable  indépendante  cl  que  l'on  fasse  varier  i  de  o  à  t  =     ^z'-r-^ — H     • 

En  se  fondant  sur  les  développements  des  deux  termes  du  second  membre 
de  l'égalité  précédente,  suivant  les  puissances  de  t  considérée  comme  variable 
indépendante,  M.  Weicrstrass  démontre  que  tous  les  coefficients  fl,,  de  la  série 

2  K^" 


sont  des  nombres  rationnels  positifs,  que  l'on  peut  calculer  à  l'aide  de  déve- 
loppements en  séries  et  de  formules  récurrentes,  puis  (|uc  la  série  elle-même 

y    P„<"  converge   uniformément  pour   toute  valeur  de  t,  réelle  ou  ima- 
ginaire,  dont  le  module  n'est  pas  plus  grand  que  l'unité.  On  a,  en  particulier 


^  ?"--'«? 


iC. 


Posons  maintenant 


^(t)=L/-'      . 
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Il  vient  alors  immédiatement 


<1'(0=     ^^nf'\ 


OÙ  les  quantités  a,^  sont  les  mêmes  que  tout  à  l'heux-e;  et  le  module  de  la  série 
ainsi  définie  est  plus  petit  que  l'unité  pour  toute  valeur  de  t  dont  le  module 
n'est  pas  plus  grand  que  l'unité,  à  l'exception  de  la  valeur  t  =  i  pour  laquelle 
on  a 

4;(.)  =  i. 


Ainsi,  d'une  part,  lorsque  l'on  pose 
n  a 


pour  toute  valeur  réelle  de  q  comprise  entre  0  et  q^;  en  se  reportant  à  la  défi- 
nition des  séries  2r,  on  a  donc,  pour  ces  valeurs  de  q,  l'égalité 

f  [  I  +  2  4- (  o  +  2 1^  *  (  O  4- . . .  ]  ■' =  I G  4- (  0  [  I  + '^M  O  +  <]^ H  O  +  •  •  ■  ?  • 

D'autre   part,    si  l'on   considère    t  comme  une  variable  indépendante  quel- 
conque dont  le  module  n'est  pas  plus  grand  que  l'unité,  on  a  toujours 

modt^  [t)  <  I, 

à  l'exception  de  l'unique  valeur  t  =  i;  donc  les  deux  membres  de  la  dernière 
égalité  sont  des  fonctions  analytiques  univoques  et  continues  de  t  dans  le 
domaine  de  t  considéré.  Mais  alors,  d'après  un  théorème  connu,  cette  dernière 
égalité  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  t  considérées.  D'ailleurs  5^3(0,  q) 
ne  s'annule  pas  pour  une  valeur  imaginaire  de  q.  Donc  la  série 

or 

7  =  2  ""^"^' 
/(  =  0 
vérifie  l'égalité 


^  [Sr,(o,g)> 
1^3(0,  y  )J' 


si  l  est  une  quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  dont  le  module  est 
plus  petit  ou  égal  à  l'unité,  t  =  i  exceptée. 

Voici  d'ailleurs  comment  on  calculera  les  nombres  a„.  Soit 


(i-0"*  +  -('-0""*  =' 


le  développement  en  série  entière  de  l'expression  -  (i  —  /)    *  -1-  -  (1  —  t)    *;  ce 

développement  définit  et  permet  de  calculer  les  nombres  £,,  s^,  s, Soient 

ensuite  des  nombres  s,„  ,,  définis  pour  une  (|uantitè   m  quelconque  par   la  for- 
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mule  rccurrcnlc 

V 

On  a  alors 

\    p  =z  o,  I,  2,  3  / 

Cl.  les  nombres  a„  sont  ensuite  faciles  à  calculer. 

En  subsliluant,  dans  le  théorème  précédent,  k'  à  /,  on  peut  énoncer  le  ré- 
sultat suivant  : 

(i  Si  le  module  k  des  fonctions  elliptiques  a  un  module  plus  petit  que  l'unité 
ou  égal  à  l'unité,  les  deux  valeurs  A=ifci  exceptées,  on  peut  écrire  les  for- 
mules citées  qui  dans  le  Cours  de  Jacobi  définissent  les  fonctions  sinam, 
cosam,  Aam,  en  prenant  pour  q 


,  =  ;^  .,,,..«.„ 


n  —  O 

On  sait  d'ailleurs  (|ue  les  fonctions  elliptiques  à  module  k  quelconque  peuvent 
être  ramenées  à  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  vérifie  les  conditions 
précédentes.  La  lacune  du  Cours  de  Jacobi  est  ainsi  comblée. 

Weiei Strass.  —  Stir  la  lliéorie  des  fonctions  ellipliques.  (Second 
Mémoire).  (i93-2o3). 

Soit  t  une  quantité  imaginaire  quelconque  ou  une  quantité  réelle  qui  ne  soit 
pas  comprise  dans  l'intervalle  de  +i  à  +  oc.  Posons,  pour  abréger, 

H  = ^,  , 

les  racines  (|uatriènies  étant  extraites  de  manière  que  le  module  de  u  soit  plus 
petit  (|ue  l'unité,  ce  qui  est  toujoui's  possible. 
L'équation 

est  alors  vérifiée  si   l'on  prend  pour  i/  la  fonction  de   t,  ((ue   nous  désignerons 
par<;-(0, 


où  les  nombres  y,,  sont  délinis  par  la   rclalinn 

-  Jlosir, +J  ^    fi,,/" 
e  "  =1  —  V  Y  /" 

n    -  Il 
à  l'aide  des  nombres  |î„  du    Mcniunr   |ir<:rrdriil. 
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C'est  à  la  démonstration  de  ce  théorème  qu'est  consacrée  la  première  Partie 
du  second  Mémoire  de  M.  Weierstrass  sur  les  fonctions  elliptiques.  Dans  la 
seconde  Partie,  M.  Weiei-strass  aborde  le  problème  suivant  : 

Pour  une  valeur  donnée  de  f,  trouver  toutes  les  valeurs  de  q  vérifiant  l'é- 
quation 

Sr|(o,  7)  =  t7sl{o,q). 

Après  avoir  montré  comment  on  trouve  les  valeurs  de  l'argument  u  pour 
lesquelles  chacune  des  fonctions  2r  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  q 
s'annule,  il  parvient  au  résultat  suivant. 

Il  ne  saurait  y  avoir  d'autres  valeurs  de  q  répondant  à  la  question  que  celles 
qui  sont  comprises  dans  la  formule 

f.  ^  g( 2 a  +  i  )  11:1-1-2 |î  log 4/(0, 
où  a,  ft,  y,  ô  sont  des  nombres  entiers  liés  par  la  relation 

(2a-+-i)(25-M)  —  4?Y  =  i. 

Kronecker.   —    Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.    (497- 

5o6). 

Ce  sont  des  développements  de  formules  concernant  les  fonctions  Sf,  donnés 
par  M.  Kronecker  pour  préparer  à  une  suite  de  Communications  qu'il  se  pro- 
pose de  faire  successivement.  Ces  Communications  auront  pour  objet  des  ré- 
sultats auxquels  il  est  parvenu  d'une  part  dans  ses  recherches  sur  les  invariants 
envisagés  dans  toute  leur  généralité,  et  d'autre  part  dans  ses  recherches  sur  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  à  modules  singuliers. 

Nommons  équivalents  deux  systèmes 

(ff,  T,  a„,  b^,  c,)     et    (  t',  t',  a\,  b'^,  cj,), 
dont  les  éléments  sont  liés  par  les  relations 

a'  =^      as     -\'     a'r     -;-  a", 

"      -     i-''      -I-     i'  •■     '■-  f  ' 
<;„=:    a,^a-    H-   60 aa'   -h  c^, a'-. 
b\  —  2a„a|i  -1-  &,(«?'  -1-  a'|i)  -1-  ■.>c„a'|i', 

dans    lesquelles   a,    a',  a",    [3,    ji',    ji"  désignent  des  nombres  entiers,   tels  que 
aP'  —  a'  p  soit  égal  à  -f- 1 . 
Désignons,  d'autre  part,  par 

la  lonction 

[.r(o,n',)=?'(o,<v,)]3 
que  l'on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 

(t-    -T-H-  )'ir,    (   w.)-n.( 
C^  "  IIll  —  C^l a ''■•■•-/--'-'  1. 
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où  le  produit  est  étendu  aux  valeurs  de  a, 

a  =  1,  2; 
aux  valeurs  de  £, 

s  =  +  I ,  —  I  ; 
aux  valeurs  de  n, 


n  =  i,  : 

>.,  i, 

pour 

s  =-t-i; 

n  =  0, 

.,-^,  ••<,  . 

pour 

e  =  —  I, 

cl  où  la  quantité  ±  tz  est  -4-  es  pour  a  -  i  et  —  et  pour  <x  —  2. 

M.  Kroneckcr  démonlrc  que,  si  n\  et  —  fv,  sont  les  deux  racines  de  l'équation 

fl.,  -h  b^W  -r-  C„tV'  =  O, 

et  si  tv'j ,  —  (Vj  sont  les  deux  racines  de  l'équation 

«0  -t-  ^'0  ^'  +  c'o  w'^  =  o, 

où  les  coefficients  sont  liés  par  les  relations  l\a^c^  —  ^^  =  '>  4«'oc'o  —  ^0'  =  '> 
on  a 

A  (5,  T,  IV,,  \v^)  =  \{<j',  1',  w\,  w'2). 

A  l'équivalence  aiithmétique  des  deux  systèmes 

(a,  T,  a„,  b^,  c, )     et    (s',  t',  «o,  Z^Ô,  c'o), 


OM   'l'^oC;,  —  ^1  =  1,    4  «'(,  c'o  —  ^0' =  '  >    correspond  donc   un  invariant  analy 
lit/ue 

.    /  —  *0   +   ''        *n  -t-   t\ 

A    a,  T,  5 ,   , 

\  2C„  2C„     / 


c'est-à-dire  une  fonction  qui  ne  varie  pas  lorsqu'on  y  remplace  les  éléiDcnls  a, 
T,  6,„  c„  par  les  éléments  du  système  équivalent  a',  t',  b'o,  Cy. 

M.  Kronccker  se  propose  ensuite  de  transformer  l'expression  analytique  qui 
définit  la  fonction  A,  de  manière  que  sous  sa  nouvelle  forme  cette  propriété 
d'clrc  un  invariant  soit  bien  mise  en  évidence. 

P\iclis.  —  Sur  les  fonctions  d'un  nombre  arhilrairr  de  variables, 
(jui  s'ol)lienncnt  par  l'inversion  des  inléj^ralcs  d'un  nombre 
éyal  de  fonctions  données.  (5o--5i6). 

Dans  les  Mémoires  de  G()tlinj,'ue  (1881)  et  dans  le  Bulletin  des  Sciences  ma 
thématiques  (18H)),  .M.  Kuchs  a  cherché  sous  (|uelles  conditions  les  deux  éciua- 
tions 


étaient  résolubles  d'une  (ai'un  univ(M|ue.  Le  .Mémoiic  acliici  ccmlienl  une  {géné- 
ralisation de  (c  prnhirnu. 
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1.  Soient  /,(^),  /^(;),  ...,/,^(^)   des   fonctions   telles  que   toute   fonction 
symétrique  des  quantités  z^,  z-^,  ...,  z^  définies  par  les  équations  simultanées 


1  =  1     ^' 


(A- 


,n) 


soit  une  fonction  univoque  des  variables  indépendantes  m,,  u^,  ...,  m„.  Dans 
ces  équations  5,,  8^,  ...,  S„  désignent  des  constantes  arbitrairement  choisies  et 
toutes  les  intégrales  se  rapportant  à  la  même  variable  z-  sont  supposées  effec- 
tuées le  long  du  même  chemin  d'intégration. 

Soit  c^,c„,  ■■■,c,^  un  système  de  valeurs  données  de  z^,  z,^,  ...,^„  et  t',, 
v^,  ...,  f„  le  système  de  valeurs  correspondantes  de  a,,  «,,  ...,  u^^.  Désignons 
par  D  le  déterminant 

2±/,(c,)/,(c,).../„(c„), 

et  supposons  que  les  quantités  c,,  c^,  ...,  c„  ne  soient  point  choisies  parmi  les 
valeurs  singulières  des  fonctions /,(z),/j(^),  ...,/^(z). 

M.  Fuchs  démontre  d'abord  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  toute  fonction  symétrique  de  z^,  z^,  ...,^„  soit  univoque  dans  les  environs- 
de  u^  =  v^^  correspondant  aux  valeurs  z-  —  c,.,  pour  lesquelles  D  =  o  sans  que 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  soient  nuls,  est  que  les  intégrales,  prises  à 
partir  des  valeurs  z-  =  c^,  de  («  — i)  des  n  équations  difféi'entielles 


^/it(^i)^-.  =  "'         ik  =  i,2,  ...,n), 


vérifient  aussi  la  /i'*"". 

Si  D  est  différent  de  zéro,  les  quantités  .s,,  z^,  ...,^s„  sont  elles-mêmes  fonc- 
tions univoques  des  quantités  m,,  m^,  ...,  î<„  dans  les  environs  de  v,,  v.^,  ...,  v„. 

2.  Désignons  maintenant  par  A(  a,  [B,  . . .,  v)  le  déterminant 

et  par  Aj„,  A^g,  ...,  A^.,  les  coefficients  de  A.(-s„),  AC^p),  ...,A(s,)  dans  le 
développement  du  déterminant  A  (a,  p,  ...,v)  par  rapport  à  la  A'^""  ligne. 

M.   Fuchs  montre    que  si   z^,  z,^,  ...,  z.^   désignent  n   variables  quelconques 
liées  par  la  relation 

A(a,  p,   ...,  v)  =  o 
et  si  les  n  équations 

a,  \i, 


ir 


f^{z.)dz^  =  u^, 


.,11/ 


sont  résolubles  d'une  façon  univoque,  on  a  nécessairement 

c)A(a,;3,  ...,v)                          .)S{:^rp,...r')_^ 
^'"« ôT, Hr  •  •  •  -^  A,,., ^^ _  0, 

Di'i  ni  désigne  l'un  quelconque  des  nombres  i,  j n. 
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3.  Ceci  [)(>si;,  supposons  (|ue  les  équations 

II 
^    f^    '/,{-.)  ci-i  =  u^^         (A- =  .,2,  •••,«) 

soient  résolubles  d'une  façon  univoque  et  que  (2/^  — ■>)  (|uantités  -p  ^^i  ■•■. -j„-, 
vérifient  chacune  l'équation 

oùA,,  ...,A„    sont   des    quantités  arbitrairement   choisies.    M.    l'uclis    montre 
(|ualors  les  n  équations  difTérentielles 

2  H  — 2 
^  /*(-,)''-.>  (A-  =  1,2,    ...,„) 

sont  nécessairement  vérifiées. 

Un  cas  particulier  de  ce  théorème  est  celui  que  l'on  démontre  pour  les  inté- 
.     grales  abélienncs  dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  à  l'aide  du  théorénu' 
d'AbcI.  [Comparez  Kikmann,  Théorie  der Abelscheii  Funclioneii  [Journal  de 
Crelle,  t.  .Vi).] 

4.  i'our  que  les  é(|uati()ns 


^j:> 


il 

soient  résolubles  d'une  façon  univo(|ue,  il  l'aul  (|uc  les  funclions  /,  (  ;;  ),  ...,/„(;) 
ne  s'annulent  pas  simultanément  pour  une  même  valeur  finie  de  z. 

Ce    théorème  une  fois  démontré,  on  peut  déduire  des    théorèmes  |)récédents 
(lue  l'équation 

A,/,(^^)  + A,/,(-)+...+  A„/„(;)  -  .. 

ne  peut  être  vériliée  par  p'us  de  (  '.«  —  2)  systèmes  de  \akiir> 

où  Z-  soit  une  (|uanlilè  linic.  On  voit  aussi  que  la  mèiiic  équation  ne  peut  être 
vériliée  par  une  valeur  constante  (inie  de  z,  c'esl-à-dire  par  une  valeur  de  z, 
z  =  b,  indépendante  des  variables  z,,  z^,  ....  -„_,. 

5.  Soient  maintenant^,,,  -„,,,   •■•,  -3„_,  des   variables  indépendantes,  béler- 
minoiis  les  (|uantilés  A,,  A,,  ...,  A„  de  manière  que  les  s\stèmes  de  valeurs 

vérifient  1  équation 

■V./'. {- )  --  ^..A(  -)  +•  • .+  A„/„ (  c)  =  o. 
pour  i  —  /),  /(  -t-i.   ....    •  Il  —  ■>.  Les  systèmes  de  valeurs 

!-...Af-,)l 
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qui  vérifieiil  la  inciiin  ccjuation  pour  i=j,:>,  ...,  // — i  sont  alors  des  fonc- 
tions de  x;„,  s,,,,,  ...,  -j,,-^  et  les  quantités  z^,  ...,  -_,„_,  sont  liées  par  les 
éf| nations  diiïérentielles 


_^  /l  (-,)  f^-;  =  o-  (/■■  =  I,  2,  ...,  7i). 


En  particulier,  si    ^„+,,  -,,+j.   •••,  ^j„_,    sont  des  constantes,  les  quantités  z^, 
-Sj.  •••)  -s„_,  sont  des  fonctions  de   c,^  ([iii    vérifient  les  équations  diiïérentielles 


^/J-,)  <i:-i  ^  ".       (A-  =  1, 2,  ...,«; 


Donc  l'intégrale  générale  de  ces  dernières  équations  différcnliellcs  est  repré- 
sentée par  les  racines  de  l'équation 

A  (  o,  //,  /?  ^- 1,   ....  ■.>  n  —  ■'.  )  =  (), 

dans  la([uelle  ;,,  est  riiicouniie  et  -;„,_,,  -„i-,^  ■■■.  i-.,,^,  sont  des  constanles 
arliitraires. 

On  di'duit  d'ailleurs  du  llK'orèiiie  du  numéro  i)récédcnl  que  l'étiuation 

A  f  1),  /i,  /i  -h  t,   .  .    ,  ■'■Il  —  2)  =0 
ne  peni  être  \(''ri(i(''e  par  [)liis  de  (n  —  i)  svsléines  de  valeurs 

lonclions  de 

Kirchhojf.  —  Sur  les  courants  électriques  dans  un  cylindre  cir- 
culaire. (5  I  8-02  \). 

Cette  Communication  se  relie  à  une  autre  Comuinnication  du  même  auteur 
faite  en  juillet  1880  et  relative  à  un  barreau  rectangulaire.  Cette  fois,  l'auteur 
considère  un  conducteur  cylindri([ue  à  bases  circulaires.  I^es  électrodes  sont 
placées  aux  centres  des  bases;  les  extrémités  de  la  spirale  d'un  galvanomètre 
différentiel  sont  placées  en  deux  points  des  circonférences  de  base  :  on  peut 
ainsi  mesurer  par  l'expérience  la  résistance  p  du  conducteur;  M.  Kirchlioiï,  au 
moyen  d'une  analyse  où  interviennent  les  fonctions  de  liessel,  l'expression  due  à 
M.  Stokes  des  racines  de  l'écjuation 

.1 ,  (  .r  )  r^  O 

et  la  formule  soinmaloirc  de  jMaclaui'in,  par\ienl  à  la  relation  aj)pro\imaliv(^ 
suivante,  o\\  r  est  le  rayon  de  base,  /  la  liauteui-  du  cvlindrc",  supposi'C  grande 
|)ar  lapport  à  /■,  et  /,   la  Cdiiductibilité  sp(''iili(|U(', 

/   -  r  .et,  7')938 
'  /.-/•■' 

Ki'ouccicr .  — Sur  la  lliéf)rie  des  (oiicl  tous  clliplnpies.  (.rij-.VÎo). 
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Dans  son  premier  arliclc,  M.  Kroncckcr  avait  mis  la  fonction 

A  (s,  T,   «V,,  (V^) 

sous  la  forme 

y     (_  ,)(m_0(n_.)  g_T/(,n,„)-M(m.T+nT)r£ 
(I)  A(!T,  T,(V,,(Vj    =■ 


L(  m,  "  I  J 

{m,  n  =  o,  ±1,  ±2,  ...), 

qui  met    bien    en   évidence  la    propriété  de   celle  fonction  d'ctrc   un  invariant 
pour  tous  les  systèmes  équivalents 

(  CJ,   T,   H',,   tVj). 

Dans  cette    ormule/(/«,  n)  représente  la  forme  (juadratiquc 
«j,  m-  +  6,j  wi«  -t-  c,  «% 

où  ^\(ioCi>  —  *o  —I  et  où  la  partie  réelle  de  c,  est  positive. 
La  fonction 

l0gA(C7,   T,    tV„   (Vj, 

que  l'on  obtient  tout  d'abord  sous  la  forme 


lugAfT,  T,  (V,,  (vj  = lim    lim     > 


2-/,^»  A -00  ^    f(fn,n) 

IW,  H) 

oii  la  somme  est  étendue  à  tous  les  entiers  ni  de  — h.  h  -h  h  et  à  tous  les 
entiers  n  de  — k  à  +  A",  à  rexccplion  du  système  ni  =  «  =  o,  peut  cire  mise 
maintenant  sous  la  forme 

(II)  logA(a,.,.v.,,vJ=-^hm^  ^   /(jîï^' 

'^         (m,  «) 

(jui  met  en  évidence  l'invariance  dont  nous  venons  de  parler. 

La  somme  est  étendue  à  tous  les  systèmes  entiers  m,  n,  sauf  m  =  n  =  o. 

Dans  la  première  de  ces  deux  formules,  n',  et  «'.^  sont  des  quantités  complexes 
telles  que  la  partie  réelle  de  (%\i  et  celle  de  w.^i  soient  nég;ativcs;  les  quantités 
a„,  6(,,  Co  sont  déterminées  par  la  condition  que  tv,  et  — n'^  soient  les  deux 
racines  de  l'équation 

<7„  +  b^w  +  c„»v"  =  o 
cl  que  l'on  ail 


enfin  t  doit   être  réel    et  vérifier   l'inégalité   o5t<i,  cl  si  uO,  «v',",  tvV  dé- 
signent  les  parlics   pureniciit   imaginaires    de  s,  (v,,  n\,    les   (|uolicnls    — j-r-  cl 

—  (jt') 

— iTT  «loivenl    èlre  compiis  entif  —  t    cl   i  —  t  ;    lo  système   (s  —  o,  t=o)  est 

exclu. 

Dans  la  seconde    ((irmiilc.    a^^,  />,,  c    surit    des    <|iianl  iir>    lèi'lles    i|uelc()n(jues 
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prises  parmi  celles  pour  lesquelles  on  a 

«0  >  o,        c„  >  0,        /|  «„c^  —  bl  =  I  ; 

les  quantités  tv,,  —  iv^  sont  les  racines  de  l'équation 

a,  +  ^0  '^'  +  c,j  (v'  =  o  ; 

il  n'est  plus  nécessaire  de  restreindre  t  à  l'intervalle  (o  ...  i),  mais  le  système 
(œ  =  o,  t=:o)  reste  exclu. 

En  combinant  les  deux  formules  (I)  et  (II)  que  nous  venons  d'écrire,  l'une 
pour  la  fonction  A,  l'autre  pour  la  fonction  logA,  M.  Kronecker  parvient  à  une 
relation  extrêmement  remarquable  et  sur  laquelle  il  convient  d'attirer  tout  par- 
ticulièrement l'attention.  Voici  cette  relation 

Sf_)^m-.)(n-.le--/-("..»)+=(".'+"T)^.-  -  lim^S[2Tl/(m.n)l— Pcos2(m(T  +  «T)7r 

j  =-e    ^ 

[ 2 (—  I  ji— ')("-.) /( ,n,  n  )  e--^'("'.")]  » 

Chacune  des  sommes  est  à  étendre  à  tous  les  systèmes  d'entiers  (m,  /)),  à 
l'exception  du  système  (7?i  =  0,  n  =  o)  dans  la  somme  du  second  membre.  Les 
quantités  p,  a,  t,  o„,  b^,  c„  sont  des  quantités  réelles  soumises  uniquement  aux 
conditions 

p  >  0,       «g  >  o,         c„  >  o,         kci„Ct,  —  ^0='» 

et /(m,  n)  est  la  forme  quadratique 

a^m^  +  b^rnn  +  c^n'. 

Il  convient  d'observer  que  les  séries  du  second  membre  de  l'équation  (I) 
sont  des  séries  thêta  particulières  (de  Rosenhain)  de  deux  variables.  On  peut 
d'ailleurs,  comme  le  fait  observer  M.  Kronecker,  envisager  l'équation  (I) 
comme  une  formule  de  réduction  de  ces  fonctions  thêta  particulières  de  deux 
variables  à  des  fonctions  thêta  d'une  seule  variable. 

Si,  A  désignant  une  quantité  réelle  positive,  on  pose  dans  la  formule  (II) 

rt  =  a„v''A,        />  =  6„v^Â,        c  =  Cj,v/a, 

on   obtient   une  formule  communiquée  sans  démonstration   par  .M.   Kronecker 
dans  les  Monatsberichte.  {Comparez  i863,  p.  4'J,  et  1880,  p.  161.) 

Lipschitz.  —  Reclicrclics  sur  la  détermination  des  surfaces  pour 
lesquelles  on  donne  l'expression  de  l'élément  linéaire.  (S/ÎJ- 
56o). 

Dans  ce  Mémoire  M.  Lipschitz  établit  d'abord  les  X.yo\s  formules  fondamen- 
tales du  Mémoire  de  Bour  :  Théorie  de  la  déformation  des  surfaces  en  sui- 
vant la  marche  indiquée  dans  l'Analyse  de  ses  deux  Mémoires  précédents. 

En  supposant  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  d'une  surface 
non  dévcloppable  exprimées  en  fonction  de  deux  variables  indépendantes  p,  cj, 
il  obtient   aussi   des   expressions  des  différentielles  dx,  dy,  dz  en  fonction  de 
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'i,  0:  K,  !•',  (1;  s,  '^  i|ui  vcrifionl  rrune  manicre  générale  l'éciualion 

(Ix-  -■■.'  dy-  -i-  dz'  —  I-;  dj)-  -t-  >  1"  dp  drj  -f-  G  dq-  ; 

(»,  0  et  d  ont  même  signification  que  dans  les  Mémoires  précédents  ;  <^  est  l'angle 
formé  par  les  directions  de  la  section  principale  correspondant  à  p,  et  de  l'élé- 
ment y/l  dp  de  la  ligne  q  =  const.  considéré  à  partir  du  point  (/>,  q  ).  On  déduit 
facilement  de  ces  expressions  des  différentielles  dx,  dy,  dz  les  neuf  relations 
de  M.  Beltrami  [Zur  Théorie  des  Ariininiungsmaasses  {Math.  Ann.,  t.  1, 
p.  575)]. 

Dans  les  formules  précédentes,  on  est  amené  à  introduire  trois  quantités  II, 
H,,  T  définies  par  les  relations 

_  sin=  v}/        cos^tj/ 


H, 


cos^i^        sin^'^ 


P,  P. 

—  T   =  ( —  )  cos'v  siii'^. 

Vp,      p./ 

On  exprime  alors  farilomciit  la  coinixire  de  la  surface,  car  on  a 

P.P- 

M.  Lipscliitz  démontre  que  toutes  les  surfaces  correspondant  à  un  système 
déterminé  de  fonctions  II,  H,,  T  peuvent  être  déduites  d'une  seule  d'entre  elles 
par  une  suite  de  translations,  de  rotations  cl  d'images  prises  par  rajjport  à  un 
miroir  plan. 

M.  Lipschitz  fait  ensuite  remarquer  ciiic,  pour  former  deux  fonctions  x  et  1' 
de  p  cl  q  véi'ifiant  réi|ualiou 

dx'  -'■-  dy'  :-  IC  dp'  -\-  2  1'  d/t  dq       C>  dq', 

on  n'a  besoin  (|ue  d'intégrer  des  (lilVérenliellcs  totales.  Il  forme  ces  deu.x  fonc- 
tions a:  et  jK  de  /)  et  <7  à  l'aide  d'une  (|uantité  réelle  ja  qui  parait  lorsqu'on 
décompose  de  la  manière  la  plus  générale  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente dx'  -f-  dy^  et  E  dp'  -1-  2  1"  dp  dq  A-  G  dq'  en  leurs  facteurs  linéaires. 

Dans  un  dernier  paragraphe,  M.  Lipscliitz  dénaontre  que,  si  l'on  fait  corres- 
pondre les  éléments  d'une  sphère  de  rayon  i  à  ceux  d'une  autre  sphère  de 
rayon  1,  de  manière  qu'à  tout  élément  infiniment  petit  de  la  première  corres- 
ponde un  élément  infiniment  petit  égal  de  la  seconde,  on  peut  amener  la 
seconde  sphère  à  coïncider  avec  la  première  par  une  combinaison  d'une  trans- 
lation d'une  rotation  et  d'une  image  prise  par  rapport  à  un  miroir  plan.  Il 
obtient  aussi  un  théorème  analogue  pour  deux  espaces  dont  les  éléments  cor- 
respondent de  manière  qu'à  tout  élément  infiniment  petit  de  l'un  corresponde 
un  élément  infiniment  petit,  égal  ou  symètri([ue  de  l'autre.  La  démonstration 
analytique  est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  Ac.  dimensions.  M.  Lipschitz 
avait  d'ailleurs  déjà  fait  observer  plus  haut  le  théorème  analogue  pour  le  plan. 

M.  Lipschitz  estime  que  ces  théorèmes  sont  l'expression  de  caractères  fonda- 
nieiitiiux  rie  notre  eoiieeplion   du   plan  de  la  splirie  et   de   l'espare. 
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En  les  exprimant  anal3aic(uement,  on  voit  bien  qu'il  est  nécessaire  de  les 
démontrer. 

Si  l'on  cherche  à  faire  abstraction  de  ces  propriétés  dans  notre  conception 
du  plan,  de  la  sphère  et  de  l'espace,  on  rencontre  une  suite  de  difficultés  qui 
mettent  bien  en  évidence  le  caractère  fondamental  du  tliéorèine  démontré. 

J.  M. 


PUOCEEDINGS  OF  THE  ROYAL  SOCIETY  OF  LONDON. 
Tome  XXIV;  1870-1876  ('). 

Adams  (fV.-G.).   —  Stir  les  formes   des  lignes  cl    des  surfaces 
équipoLenlielles  cl  des  lignes  de  flux.  (i-S?.). 

Ilau^hton  (^Samuel).  —  Sur  quelques  principes  éléuientaires  de 
mécanique  animale.  [^■i-/\C:i). 

Glaishev  [J.-IV.-L^).  —   Sur  les  formules  de  vérification  dans  la 
partition  des  nombres,  (^jo-ajp). 

On  doit  à  M.  S3'lvester  l'élégante  formule 

2  (  I  —  :c  -I-  xy  —  xyz  +...)=  o, 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs, 
quelques-uns  pouvant  être  nuls,  de  l'équation  x  +  ■?.y  -{-'iz  +. . .—  n. 
M.  Glaisher  indique  quatorze  formules  plus  ou  moins  compliquées,  analogues 
à  celle  de  M.  Sylvester,  qu'il  déduit  d'identités  algébriques  dues  à  Euler  et  à 
Jacobi.  Voici  une  de  ces  formules  : 

S  (  1  -(-  a;  -H  xy  -4-  xyz  + . . .  )  =  il  2'', 

où  /•  désigne  le  nombre  des  éléments  distincts  contenus  dans  clia(|uc  |)artilion. 
L'auteur  donne  en  terminant  une  curieuse  démonstration,  basée  sur  la  numé- 
ration binaire,  de  ce  ihéorème  d'Euler  :  le  nombre  des  partitions  d'un  nombre 
en  nombres  impairs  est  égal  au  nombre  des  partitions  sans  répétition  de  ce 
nombre  en  nombres  entiers  quelconques. 

Tkomsoii  {James).  —  Sur  ime  machine  à  intégrer  basée  sur  un 
nouveau  principe  cinéinati(pie.  (2()2-2G()). 

Tlioinson  {Sir   //'.).  —   Sur  un  instrument  pour  calculer  l'inté- 
grale /'f  (.r)  •l{x)  dx.  (2G6-268). 

(')  Voir  Hulletin,  L,  p.  101. 

Ihill.  fies  Sciences  inathéin.,  ■.i'  série.  I.  XL  (Novembre  1887.)         IL'9 


25o  si'COiNDi-:  iwirniî. 

Thomson  (Sir  IF.).  —  Inlr-ralion  mrcaniqiio  des  («(lualions  dif- 
férentielles linéaires  à  cocflicicnls  variables.  (369-271). 

Thomson  (Sir  IF.).  —  Inléj^rallon  mécanique  de  l'équation  dif- 
férentielle linéaire  générale  d'ordre  quelconque  à  coefficients 
variables.  (271-2-5). 

Tous  les  articles  préccdcnls  conlicnncnt  la  descriplion  d'un  intégraleur  mé- 
canique et  un  aperçu  dos  diiïcrcnts  usages  auxquels  il  se  prête. 

Nanson  {E.-J.).  —  Sur  la  théorie  de  l'intégration  d'un  système 
d'équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  non  linéaires,  et 
(lu  premier  ordre.  (33--.*l'i4). 

litant  donné  un  système  de  n  équations  à  /(-+-/•  variables,  une  intégrale 
complète  devra  contenir  /•  constantes  arbitraires.  L'auteur  s'est  proposé  de 
reconnaître  dans  quels  cas  il  existe  une  pareille  intégrale;  il  étend  pour  cela 
les  méthodes  données  par  lioole  pour  les  équations  linéaires. 

Tome  X\V:  iSjG-iR;;. 

Alldn  Cunnini^ham.  —  Sur  li>s  fondions  el  les  é(|uali(>ns  de 
Clairaut.  (43-46). 

f/autcur  propose  d'appeler  fondions  de  Clairaut  les  o\i)rcssi()ns  de  la  forme 
suivante  : 

,.(«),    A-.rC-'  -  xy^"\     'iSJLjHl  _r("-"  -  ^  .rvC'-'  ^-  ^  y<"),     .... 

Une  fonction  de  Clairaut  dépend  ainsi  de  deux  nombres  entiers  positifs  n  el 
/•,  qui  en  seront  respectivement  l'ordre  et  le  rang,  et  d'une  (|uantité  quelconque 
/.,  qui  représentera  la  classe.  L'article  renferme  un  certain  nomitre  de  relations 
algébriques  et  dilïérentielles  entre  ces  fonctions. 

firodie  {B.-C).  —   Le  calcid  des  o|)érali()i)s  ebimiqucs.  (  8.)-85). 

llaughlon  (Saniiicl).  —  Sur  (piehpies  principes  élémentaires  de 
mécanifpic  animale.  (i3i-i3()). 

litissell  (If  .-//.-L.).  —  Sur  (pieitpies  intégrales.  (i7(),  .")07-5()9). 

Tableau  (Tintégrales  di-liiiics;  je  citerai  la  suivante,  pour  ilunner  une  idée  de 
la  nature  de  ces  iiitéi;rale>. 


gcosMj  r(i>3'J  cos(r(;s'0  sin.'iO)  r/0  -  -  \'e. 
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Casey  (John).  —   Sur  une  nouvelle  forme  de  l'équalion  langen- 
lielle.  (564-565). 

Cayley  (yî .).  —  Sur  les  quarliques  bicirculaires.  (565-566). 

Extraits  de  MJinoires  étendus  publiés  dans  le  t.  CLWII  des  Pliilosophical 
Transactions,  et  qui  ont  été  analysés  dans  le  Bulletin,  ■2"  série,  t.  Vif,  p.  106 
de  la  II"  Partie. 

Tome  XXVI;  1877- 1878. 

Ilaughlon  (Samuel).  —    Noies   de   géologie  physique.  (5i-63, 
534-546). 

Calcul  du  déplacement  de  l'axe  terrestre  dû  aux  élévations  et  aux  dépres- 
sions de  la  croûte  terrestre;  application  au  calcul  de  la  durée  de  certaines 
périodes  géologiques. 

Spottiswoode  {WiUlam).  —  Sur  les  courbes  et  surfaces  liyper- 
jacobiennes.  (226-:22y). 

Voir  Bulletin,  VII^,  IP  Partie,  p.  106. 

Niven  {D.).   —   Sur  le   calcul  de  la  trajectoire  d'un  projectile. 

(268-287). 

Russell  (IV.-II.-L.).  —    Sur  certaines  intégrales  définies.   (359- 
363). 

TomeXXVlI;  1878-1871}. 

Sflvester  (J.-J.).  —   Sur  les  limites  de  l'ordre  et  du  degré  des 
invariants  fondamentaux  des  formes  binaires.  (1  1-12). 

Enoncés  d'un  certain  nombre  de  théorèmes  relatifs  à  ces  limites. 

Adams  (,/.-C.).   —  Sur  l'expression  du  produit  de  deux   poly- 
nômes de  Lcgendre  au  moyen  d'une  série  de  pareils  polynômes. 

(63-7.). 

Si  l'on  pose 

un  a,  pour  l'expression  du  protluit  P,„  P„(»i  ^ 'î). 

/■  =  )n 
.-  'V   -^('»  — '■)  A(/-)  A(n  — /•)   / ->. n -\- ■?. ni  —  /j /•  -H \ 
"'    "  ^  ^^  A(«H- /«  —  /■)  \'.!/t -(- ani —>/■-!- I  '     '"^"-J'' 


9.r)f.  siîcoM)!-:  PAiniE. 

i  .2. .  .m 

A(-.)=A(-2)=...=  o. 

On   peut  se  servir   de  cetlc   formule  pour  calculer  la    valeur  de   l'intégrale 
définie 


/: 


P...P..P.,  d\x. 

Adains  (J.-C).  —  Note  sur  la  valeur  de  la  conslanlc  d'Euler, 
ainsi  que  sur  les  logarithmes  népériens  de  2,  3,  5,  7,  10  el  le 
module  des  logaritlimes  vulgaires,  avec  260  décimales. 

Brioschi  (F.).  —  Sur  une  équation  difTércnlielle  du  troisième 
ordre.  (126-129). 

Extrait  d'un  Mémoire  étendu  publié  dans  le  Volume  I\  des  Annali  di  Ma- 
tematica.  (Voir  Bulletin,  \\,  p.  58,  11°  Partie.) 

Russell  {IV.-fl.-L.).   —   Sur  quelques  intégrales  définies.   (129 

l32). 

Cayley  [A.).  —  Addition  au  Mémoire  sur  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques.  (177-179)- 

Calcul  de  l'équation  modulaire  et  des  coefficients  de  la  transformation  pour 
la  transformation  du  septième  ordre. 

Clifford  {TV.-K.).  — La  classification  des  lieux.  (370-371). 

Todhunter  (/.).  —  Noie  sur  les  polynômes  de  Lcgcndre.  (38i- 
383). 

Dans  une  Note  précédente  {voir  plus  haut),  iSI.  Adams  a  déduit  de  la  for- 
mule qui  donne  le  produit  de  deux  polynômes  de  Lcgcndre  la  valeur  de  l'inté- 
fjrale  définie 

f      P,„  f,,  P,.  d^^^ 
i      1 

où  Ts  =  m  -{-  n-h  p.  Inversement,  SI  l'on  suppose  connue  la  valeur  de  cette 
intégrale,  on  en  déduit  immédiatement  le  développement  du  produit  de  deux 
polynômes.  M.  Todlninlcr  indique  dans  celte  Note  la  marche  à  suivre  pour 
calculer  dirccicmont  ciMte  intét^ralc. 

Case)'  {John).    —    Sur   les   ('-(lualions   dos   circonférences.    (4 '7" 
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Cayley  {A.\  —  Dixième  Mémoire  sur  les  formes.  (4^2-453). 

Extrait  d'un  Mémoire  développé  sur  la   forme  binaire  du   cinquième  ordre, 
publié  dans  le  t.  CLXIX  des  Philosophical  Transactions. 

Tome  XXVIII;  1878-1879. 

Thomson  (Sir  IV.).  —  Sur  une  machine  pour  résoudre  les  équa- 
tions linéaires  simultanées.  (iii-ii3). 

Darwin  (G. -II.).  — •  Sur  la  précession  d'un  sphéroïde  visqueux, 
et  sur  l'histoire  du  globe  terrestre.  (184-194)- 

Darwin  [G. -H.).  —  Problèmes  relatifs  aux  marées  d'un  sphé- 
roïde visqueux.  (194-199)- 

Tome  XXIX;   1879. 

Niven  (D.).  —  Sur  une  certaine  intégrale  définie  qui  se  rencontre 
dans  l'analyse  sphérico-harmonique  et  sur  le  développement 
en  séries  des  potentiels  de  l'ellipsoïde  et  de  l'ellipse.  (2-G). 

Voir  Bulletin,  Vll^,  p.  no  de  la  II"  Partie. 

Niven  (C).  —  Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  ellip- 
soïde de  révolution.  (98-102). 

Ilicks  (W.-JII.).  —  Sur  le  mouvement  de  deux  sphères  dans  un 
fluide.  (162-164). 

Extraits  de  Mémoii'es  étendus  publics  dans  le  Volume  CLXXI  des  Philoso- 
phical Transactions. 

Darwin  (G. -H.).  —  Détermination  graphique  des  efi'ets  sécu- 
laires du  frottement  dû  aux  marées,  (i 68-1 81). 

Glaisker  (J.-W.-L.).  —  Énumérations  séparées  des  nombres 
premiers  de  la  forme  \n  -\-  i  et  de  la  forme  ^n  -\-  3.  (192-197). 

Les  énumérations  vont  jusqu'à  dix  millions. 

Glaisker  [J.-W.-L.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies  conte- 
nant des  fonctions  elliptiques.  (33i-35i). 

Evaluation  de  certaines  intégrales  définies  au  moyen  de  procédés  analogues 


a54  seconde  pautie. 

à  ceux  qu'on  emploie  pour  le  calcul   des  intégrales  définies  de  même  forme 
renfermant  les  fonctions  circulaires. 

Glaislier  (J.-IV.-L.).  —  Valeurs  des  fonctions  llièla  et  zêta  pour 
des  valeurs  particulières  de  l'argument.  (35i-36i). 

Tableau  des  valeurs  des  fonctions   «(«),  H(w),  Z(n)   pour  les  valeurs  de 
l'argument  de  la  forme  niK  -t-  niK',  m  et  n  ayant  les  valeurs  o,  -,  i,  -• 

Bussell  (H.-W.-L.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (36 1- 
363). 

Mealister  DondhI.  —  La  loi  de  la  movennc  géométrique.  (367- 
376). 

Ca)ley.    —    Mémoire  sur  les  fonctions  (-),    simples   et  doubles. 

-(397-3(j8). 

Voir  Bulletin,  VII^,  p.  m. 

Tome  XXX;  1880. 

Darwin.  —  Sur  les  perturbations  séculaires  des  éléments  de  l'or- 
bite d'un  satellite  tournant  autour  d'une  planète,  causées  par  le 
phénomène  des  marées,  (i-io). 

Bussell  (IV.-Il.-L.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (100- 
io4). 

Niven  (C).  —  Sur  l'induction  des  courants  dans  les  plaques 
indéfinies  et  les  surfaces  sphériques.  (i  i3-i  17). 

Voir  /htlletin,  I\^,  p.  77  de  la  II"  Partie. 

Howe.  —  Mémoire  sur  le  théorème  d'Abcl.  ( 5 1 5-5 19). 
Voir  liulletin,  IX^,  p.  78. 

Tome  XXXI;  1880-1 881. 

Spottiswoode.  —  Sur  les  (juarante-huil  coordonnées  d'une  cu- 
bique gauche.  (3oi-3o2). 

DdiKvin.  --   vSur   le   fiollcinenl  {\\\   aux  marées  pour  une  planète 
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altirée  par  divers  satelliles  et  sur  révoliillon  du  système  solaire. 

(322-325). 
Pour  les  deux  Mémoires  précccIcnLs,  voir  Bulletin,  IX^,  p.  7-. 

liassell  {H.-U  .-L.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (33o- 
336). 

Ellis  [Alexaiider).  —  Sur  l'emploi  de  la  méthode  du  bimodulc 
pour  le  calcul  des  logarillimes  et  anlilogarithmes  à  douze  et 
seize  décimales,  avec  quelques  tables.  (38i-4i3). 

Ilicks.  —  Sur  les  fonctions  toroïdales.  (5o4-5o5). 

Voir  Bulletin,  IX,,  p.  78. 

Tome  XXXII;  188 1. 

Eilis  [Alexander).  —  Addition  au  sommaire  chronologique  des 
différentes  métliodes  pour  le  calcul  des  logarithmes.  (377-3^9). 

Glaisher.  —  Sur  l'équation  de  Riccati  et  ses  transformations; 
sur  certaines  intégrales   définies  qui   vérifient  cette  équation. 

(444-44(3). 

Voir  Bulletin,  IX^,  p.  79. 

Mannkelm  (A.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde,  et  théorèmes  rela- 
tifs aux  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre.  (447" 
45o). 

«  Si  à  un  ellipsoïde  donné  on  circonscril  des  cônes  dont  une  section  princi- 
pale est  un  angle  droit,  les  sommets  de  ces  cônes  sont  sur  une  surface  de 
l'onde.  » 

De  ce  tliéorèmc,  l'auteur  déduit  un  certain  nombre  de  conséquences  intéres- 
santes relatives  aux  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre.  Je  citerai 
les  suivantes  : 

«  La  surface  de  l'onde  est  coupée  par  un  ellipsoïde  (E)  homofocal  à  celui 
((ui  entre  dans  la  définition  précédente  suivant  une  ligne  de  courbure  de  cet 
ellipsoïde  (E). 

»  Les  hyperboloïdes  homofocaux  à  l'ellipsoïde,  qui  entre  dans  la  définition 
de  la  surface  de  l'onde,  coupent  celle  surface  suivant  une  ligne  sphériquc  et 
une  de  leurs  lignes  de  courbure.  » 

litissell.  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  [/yôo-\ï).\). 
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Tome  XXXIII;    1S81-188.1. 

Merii/iidd.  —  Soiiinialion  dos  séries  formées  parles  inverses  des 
nombres  premiers  et  de  leurs  j)uissances.  (4~'o). 

Fors)  th.  —  Mémoires  sur  les   fonelions  (■),  en  parlieulier  sur  les 
fonelions  (■)  de  deux  variables.  (:ao()-'>.  10). 

Voie  BuUclin,  I\  ,  p.   l'i'i- 

Rassell.  —  Sur  (|uel(|ues  lliéorèmes  de  Géomélrie.  (21  i-aio). 

Dcinoiislruliun  de  (|iiel(|ues  lliéorùincs  donnes  par  Suliuoii  dans  les  Sections 
coniques  cl  les  Courbes  planes.  Hecherche  du  lieu  du  sommet  d'uu  angle  droit 
dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  cui)i(|ue. 

Malcl.  —  Sur  une  classe  d'invariants,  (aij). 

Voir  Ihdlclin,  W ,,  p.   i()3. 

lîiissell.  —  Sur  qucl(]ues  intégrales  définies.  (aSH-aGv/j. 

Mannhe'un    (A.).    —    Sur   les   surfaces    homofocales    dti   second 
ordre.  (322-33  1). 

Construction  géométrique  des  rayons  de  courbure  principaux  des  trois  sur- 
faces du  second  degré,  homofocales  à  un  ellipsoïde  donne,  qui  passent  par  un 
même  point  de  l'espace.  Cette  construction  repose  sur  un  théorème  déjà  énoncé 
par  l'auteur  dans  une  Note  précédente  (t.  XXXII,  p.  /|47)- 

Spolliswoode.    —   Noie    sur  la    Communicalion   de   ]\I.    Uusseli 
((  Sur  (pielques  intégrales  définies  ».  (34i-343). 

Dans  une  Note  antérieure,  M.  Russcll  a  obtenu  la  condition  pour  qu'un  po- 
lynôme du  quatrième  degré  puisse  être  envisagé  comme  un  polynôme  du 
second  ficgré  par  rapport  à  un  trinôme  pa;" -I- [xa; -f- v.  M.  Spoltiswoode  re- 
trouve cette  condition  et  montre  comment  on  peut  généraliser  le  problème. 

Miinnhcini  (yi.)-  —  Sur  les  centres  de  courbure  ])rincipaux  des 
surfaces  homofocales  du  second  ordre.  (4^  i-4'-'--^)- 

Nouveaux  théorèmes  de  Géométrie  sur  les  six  centres  de  courbure  principaux 
des  trois  surfaces  homofocales  du  second  ordre  (jui  passent  par  un  même 
]>()iiU. 

(ildisher  (lù-ncst).    —    Formules   poui-   sncS//,   cnSf/,   dn8«   en 
fonclioM  (le  sn  //.  (  ^*^o-  iHc)). 
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ïiii':  QUARTERLY  JOURNAL  of  plre  and  applied  Mathematics  ('). 

Tome  XXI;    i885. 

Lachlaii  [Robei-t).  —  Sur  les  propriétés  d'un  triangle  formé  par 
des  arcs  de  cercle  dans  un  même  plan.  (i-5g). 

Cet  article  a  pour  but  de  développer  les  analogies  d'un  triangle  forme  par 
des  arcs  de  cercle  avec  le  triangle  ordinaire.  Les  propriétés  relatives  aux 
cercles  tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle  ordinaire,  au  cercle  des  neuf 
points  et  au  cercle  circonscrit,  sont  étendues  à  ces  triangles  d'arcs  de  cercle. 
L'auteur  uionlre,  en  terminant,  comment  on  pourrait  déduire  ces  théorèmes 
de  la  considération  de  triangles  sphériques. 

Glaislier  [J.-W.-L.).  —  Sur  les  coefficients  des  développements 
de  —  et  —  suivant  les  puissances  de  q.  (60-^6). 

Suite  des  formules  données  clans  le  Volume  précédent. 

Cayley.  —  Une  vérification  relative  à  la  transformation  linéaire 
des  fonctions  0.  (^^-84). 

Jenkins.  —  Sur  quelques  démonstrations  géométriques  des  théo- 
rèmes relatifs  à  l'inscription  d'un  triangle  de  forme  constante 
dans  un  triangle  donné.  (84-89). 

Dallas  {John).  —  Note  sur  la  projection  appliquée  aux  problèmes 
et  à  la  géométrie  dans  l'espace.  (89-91). 

Cayley.  —  Sur  la  théorie  des  semi-invariants.  (92-107). 

Dans  un  Mémoire  antérieur  {Journal  de  Crelle,  t.  30),  l'auteur  a  étudié  les 
relations  linéaires  qui  existent  entre  les  invariants  du  quatrième  ordre  d'une 
forme  binaire  donnée;  les  mêmes  formules  s'appliquent  aux  covariants  cubiques 
d'une  forme  binaire  donnée  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  semi-invariants 
cubiques  d'un  poids  donné.  Considérant  les  formules  à  ce  dernier  point  de 
vue,  l'illustre  géomètre  s'est  proposé,  dans  ce  nouveau  travail,  de  développer 
la  théorie  relativement  aux  solutions  de  ce  système  d'équations  linéaires. 

Cliree  (C).  —  Deux  ou  [)lusieurs  milieux  solides  élastiques 
distincts  en  contact,  séparés  par  des  plans  parallèles,  exposés  à 


(')  Voir  flulleliii,  l.  \^,  p.   1^7. 
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des  forces  purement  superficielles,  en  particulier  à  des  forces 
normales.  Solution  complète  dans  le  cas  d'un  solide  dont  l'élas- 
ticité varie  d'une  manière  continue  avec  la  profondeur,  mais 
d'une  rigidité  constante.  (107-129). 

Jeffery  {Henry).  —    Sur  les  foyers  des  courbes   sphériques  du 
quatrième  ordre.  (i3o-i4i)- 

Cayley.  —   Sur  la  transformation  des  fonctions  0  de  deux  va- 
riables. (142-178). 

lîemanicmenl  du  INIcmoirc  de  M.  llcrmilc  :  Sur  la  théorie  de  la  transfor- 
mation des  fonctions  abéliennes  (Comptes  rendus,  t.  XL)  avrc  quelques 
cliani^ciiicnls  tic  notation  et  ([iicl((ucs  additions. 

fioiilli  {E.-J.).  —   Une  Noie   d'optique  géométrique.   (179-183). 

Coales  (C.-V.).  —  Les  fonctions  de  Bessel  du  second  ordre  (i83- 
192)- 

Chree  {€.).  —  Sphère  solide  d'élasticité  variable  soumise  à  des 
forces  normales  à  la  surface.  (193-208). 

Asuloh  Mukolwpadhyay .  —  Note  sur  les  fonctions  elliptiques. 

(212-217). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  d'Iùiler 


s'obtient  en  écrivant  que  les  deux  coniques 


ce' 

1          ■'^' 

.T' 

y 

H = ■   =  I 

IX'  —  c' 

se  coupent  sui'  une  lani;cnte  à  la  coni([uc 

œ'  y' 

— ;  +    .  — :,  =  '  ' 
d'        a'  —  c' 

qui  est  hoinofocalc  aux  deux  premières. 

William  JVoolsey  Jolinson.  —  Sur  une  rcprésonlation  géomé- 
lri(pu' des  ;dt(;rnants  du  troisième  oi'dic  ('t  des  ((uotients  obtenus 
en  les  divisant  piU'A(o,  i,  2).  (  2  1  7->.2,'|  )• 
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L'alternant  du  Iroisiùme  ordre  \{p,  cj,  r)  est  le  déterminant 


i5.j 


al' 

a'i 

a'' 

Oi' 

b'i 

b'- 

Cl' 

Cl 

c- 

p,  q,  r  désignant  trois  nombres  entiers  positifs.  Tous  ces  alternants  sont  divi- 
sibles par  A (o,  I,  2)  et  le  quotient  -.  ,.   pcut  se  mettre  sous  la  forme 


H.,   ,H. 


H,.  .H., 


où  les  H  sont  des  fonctions  symétriques  de  a,  b,  c.  L'auteur  développe  un  pro- 
cédé pour  calculer  rapidement  ces  fonctions,  procédé  qui  repose  sur  une  cer- 
taine représentation  géométrique  des  alternants. 

Walson  [fl.-lV.). —  Stir  un  lliéorème  de  Calcti]   intégral.  (325- 
338). 


Discussion  de  la  formule 


/// 


V'  -  dx  dy  dz  =  —  !^-!z. 


Gallop   [E.-G.).   —  Distribution  de   l'électrieité  sur  un  disque 
circulaire  et  sur  une  calotte  sphérique.  (229-256).  . 

Cayley.  —  Sur  les  invariants  d'une  équation  différentielle  linéaire. 

(257-261). 

Une  équation  linéaire  du  second  ordre  ne  possède  pas  d'invariant,  mais  seu- 
lement deux  semi-invariants  l'elatifs  au  changement  de  variable  a;  =  9(<)  et 
au  changement  d'inconnue  y  =  Y /{x).  Une  équation  du  troisième  ordre  pos- 
sède un  invariant  relatif  aux  deux  transformations.  M.  Cayley,  après  avoir 
vérifié  directement  ce  résultat,  montre  comment  on  peut  identifier  cet  invariant 
avec  l'invariant  différentiel  des  coniques. 

Forsyth    (A. -fi.).    —    Quelques    séries    converg-cntes    à    double 
entrée.  (261-280). 

Les  séries  dont  il  s'agit  sont  les  séries 


■=  1     I 


S,  = 


(rno>  +  /tw')' 


1     1 


/«  =  —  00    II  —  —  00 
(combinaison    m  ~  n  ^~  o  étant  cxcci)tée),  qui  jouent  un  rôle  si  important 
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dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  de  Weierstrass  et  les  séries  analogues 
S,,„..  Au  moyen  des  équations  aux  dérivées  partielles  que  vérifie  la  fonction  0, 
M.  Forsyth  établit  aisément  une  formule  de  récurrence  permettant  de  calculer 
ces  sommes  de  proche  en  proche;  ce  qui  lui  permet  aussi  de  démontrer  le 
théorème  suivant,  qui  est  fondamental  : 

«  Toutes  les  sommes  S^„  sont  des  fonctions  entières  des  deux  premières  de 
la  forme 

où  A^,  est  un  coefficient  numérique,  a;  et  y  des  nombres  entiers  positifs  véri- 
fiant ia  relation  ■2x  +  3y  =  ni.  » 

Roulk  (F.-J.).  —  Quelques  théorèmes  de  Calcul  intégral  et  leur 
ix'présentalion  par  la  méthode  des  points  équivalents.  (281- 
.87). 

L'auleur  envisage  des  intégrales  définies  de  la  forme 

fz"  ch, 

di  désignant  l'élément  d'aire  d'un  triangle  ou  d'un  quadrilatère,  ou  l'élément 
de  volume  d'un  tétraèdre  ou  du  solide  formé  par  deux  tétraèdres  ayant  une 
base  commune.  Ces  intégrales  s'expriment  simplement  au  moyen  de  l'aire  totale 
ou  du  volume  et  des  coordonnées  d'un  certain  nombre  de  points.  Par  un  chan- 
gement de  coordonnées,  on  en  déduit  l'expression  des  intégrales  de  la  forme 

fxt'y'iz''  rfî, 

ou  plus  généralement  des  intégrales  de  la  forme 

f'I'ix,  y,z)ch, 

4>{x,y,z)  désignant  une  fonction  entière.  Ces  formules  conduisent  M.  Roulh 
à  un  grand  nombre  de  résultats  intéressants,  qui  peuvent  s'énoncer  simplement 
[)ar  l'emploi  des  points  équivalents. 

Cliree  {€.).  —  Vibrations  longitudinales  d'un  barreau  circulaire. 

(287-398). 

Muir  [Thomas).  —  Liste  supplémentaire  de  travaux  sur  les  dé- 
terminants. (299-320). 

Une  première  liste  a  été  publiée  dans  le  N'oluinc  W  III,  p.  110-149  du  Quar- 
lerly  Journal. 

Cayley.  —  Sur  les  écjualions  dilTércntielles  linéaires.  (32i-33i). 

Cayley.  —  Sur  \a  décomposition  des  écpiations  dillércnlicllcs 
linéaires.  (33i-335). 
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Ces  deux  articles  forment  un  résumé  des  principaux  résultats  dus  à  MM.  Fuclis. 
Thomé,  Floquet,  etc.,  sur  cette  théorie. 

Basset.  —  Sur  le  mouvement,  clans  un  liquide  indéfini,  d'un  cy- 
lindre dont  la  section  droite  est  l'inverse  d'une  ellipse  par  rap- 
port à  son  centre.  (336-3.kj). 

L'auteur  a  déjà  traité  le  même  problème  dans  le  Volume  précédent.  Il  arrive 
aux  mêmes  formules  par  une  méthode  plus  courte  et  plus  directe. 

Lannor  i^Alexander).  —  Sur  la  théorie  géométrique  de  la  per- 
spective. (339-866). 

Mac-Mahon  {P. -A.).  —  Quelques  partitions  spéciales  des 
nombres.  (367-373). 

Russell  [Robert).  —  Sur  un  théorème  d'Algèbre  supérieure. 
(373-375). 

Démonstration  de  ce  théorème  donné  par  Salmon  dans  son  Ouvrage  : 

«  Si  M  et  V  sont  deux  formes  binaires  de  même  degré  et  si  l'on  considère  le 
discriminant  de  u -\- kv  comme  une  fonction  de  k,  son  discriminant  est  RSn'% 
où  R  est  l'éliminant  de  u  et  de  v,  S  =  o  la  condition  pour  que  u  +  'kv  puisse 
contenir  un  facteur  triple,  T  =  o  la  condition  pour  que  u-\-\v  puisse  contenir 
deux  facteurs  doubles.  » 

Forsyth  [A.-R.).  —  Note  sur  une  projection  quasi-stéi'éogra- 
phique  due  à  Gauss.  (376-384). 

Gauss  a  montré  comment  on  pouvait  appliquer  conformément  un  sphéroïde 
sur  un  plan,  de  façon  qu'aux  méridiens  et  aux  parallèles  correspondent  des 
cercles  concentriques  et  des  rayons.  M.  Forsyth  étudie  dans  cette  Note  la  dé- 
formation subie  par  la  surface  dans  ce  mode  de  représentation. 


MATIIEMATISCIIE  ANNALEN,  publiées  par  F.  Klkin  et  A.  Mayer.  Leipzig, 

Tome  XXV. 

Hess  (  W.).  —  Sur  la  flexion  et  la  torsion  d'un  barreau  infiniment 
mince  avant  deux  résistances  égales,  lorsque  agissent  à  l'extré- 
mité libre  une  force  et  un  couple  de  rotation  autour  de  l'axe 
principal  d'inégale  résistance.  (i-38). 

(  ■)  Voir  liulletin,  Xl^,  p.  5.  , 
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Les  conditions  flY'quilil)rc  d'un  barreau  infiniment  mince  ont,  comme  l'a  montre 
KircIdiofT,  la  mrmc  forme  que  les  équations  qui  définissent  le  mouvement  d'un 
corps  autour  d'un  point  fixe.  Si  un  couple  agit  sur  l'extrcmilé  libre,  les  con- 
ditions deviennent  les  mêmes  que  dans  la  rotation  du  corps  autour  de  son 
centre  de  gra.vité.  L'auteur  a  examiné  ce  cas  tout  au  long  dans  le  WIII"  Volume 
des  Malk.  Ann.  Si  en  outre  une  force  agit,  au  nouveau  problème  correspond  la 
lolation  d'un  corps  pesant  autour  d'un  point  fixe  situé  sur  l'un  des  trois  axes 
principaux  passant  par  le  centre  de  gravité.  Ce  dernier  problème  n'a  été  com- 
plètement traité  jusqu'ici  que  pour  le  gyroscope,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les 
moments  d'inertie  autour  des  deux  autres  axes  principaux  sont  égaux.  Comme 
correspondant  à  ce  cas,  on  suppose  que  le  barreau  piésente  entre  la  déforma- 
tion deux  résistances  égales  et,  pour  plus  de  simplification,  que  l'axe  du  couple 
coïncide  avec  l'axe  d'une  égale  résistance. 

L'auteur  détermine  alors  la  grandeur  de  la  fiexion  et  de  la  torsion  aux  dif- 
férents points  de  la  ligne  centrale  et  construit  les  surfaces  gauches  qui  répondent 
aux  cônes  de  Poinsot;  ces  surfaces  permettent  de  ramener  l'une  à  l'autre  les 
déformations  du  barreau  par  flexion.  Ensuite,  il  établit  les  équations  de  la  ligne 
centrale  élastique  et  applique  les  résultats  obtenus  à  quelques  cas  particuliers. 

Dans  ces  recherches,  il  y  a  lieu  de  distinguer  si  les  deux  résistances  égales  se 
raj)portcnt  toutes  deux  à  la  flexion,  ou  bien  si  l'une  d'elles  est  la  résistance 
contre  la  torsion.  Ce  second  cas  n'a  pas  été  pris  en  considération  jusqu'ici  et 
présente  des  résultats  nouveaux.  Alors  la  ligne  centrale  n'est  pas,  en  général, 
périodique  et  ne  possède  pas  de  points  d'inflexion.  L'examen  étendu  du  pre- 
mier cas  fournit  aussi  une  série  de  types  remarijuables  mis  en  évidence  par  des 
dessins. 

Voss  (A.).  —  Sur  les  polygones  circonscrits  à  un  lieu  du  second 
degré.  (39-70). 

Dans  son  Traité  des  propriétés  projectives,  t.  I,  p.  70,  l'oncclct  a  donné  un 
tliéorème  sur  les  polygones  dont  les  côtés  touchent  ou  bien  une  conique,  ou 
bien  une  surface  du  second  ordre;  dans  ce  Mémoire,  l'auteur  s'occupe  de  cette 
([uestion  générale  :  déterminer  les  conditions  sous  lesquelles  n  points  quel- 
conques donnés  sur  une  svirfaecdu  second  degré  peuvent  être  les  points  de  con- 
tact des  côtés  d'un  polygone  fermé.  La  même  question  est  de  plus  étendue  aux 
espaces  quadratiques  à  ni  —  i  dimensions  détachés  dans  un  espace  projectif  à 
m  —  I  dimensions.  On  voit  alors  que  la  détermination  de  polygones  de  cette 
nature  dont  les  côtés  ne  soient  pas  des  génératrices  se  ramène  toujours  à  la  so- 
lution d'équations  linéaires;  tandis  que  les  polygones  formés  avec  des  généra- 
trices dépendent  des  racines  d'une  équation  réciproque.  Dans  la  discussion  de 
cette  dernière  équation  se  présentent  deux  invariants  gauches  du  groupe  de 
points.  Los  premiers  polygones  (polygones  proprement  dits)  sont  de  deux  es- 
pèces, suivant  (|ue  le  produit  des  rapports  des  distances  est  égal  à  (—  1)"  ou  à 
(-1)'-. 

Les  résultats  généraux  sont  les  suivants  :  Si  n  est  impair,  il  existe  toujours 
deux  polygones  proprement  dits;  si  n  est  pair  et  m  impair,  il  y  a  un  polygone 
proprement  dit  de  première  espèce;  si  net  m  sont  tous  deux  pairs,  il  n'y  a  pas 
eu  général  de  polygone  proprement  dit.  Dans  ce  dernier  cas,  il  n'y  a  de  poly- 
gone que  si  l'un  des  invariants  s'annule,  et  il  y  en  a  alors  une  infinité  simple. 

Ces  théorèmes  doniu-nl   une  cvpliraliiin  manifeslc  dos  dillèrenccs  (|ui  parais- 
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sent  s'ofTrii-  entre  les  coniques  et  les  surfaces  du  second  ordre  (  m  =  3  et  /?i  =  /j  ). 
Pour  m  —  f),  on  arrive  à  des  théorèmes  sur  les  configurations  dans  l'espace 
réglé.  Pour  les  surfaces  du  second  degré,  les  recherches  se  complètent  de  la 
façon  la  plus  simple  par  l'application  des  coordonnées  lignes. 

Lie  (S.).  —  Recherches  gcnéi^ales  sur  les  équations  difTérentielles 
qui  admettent  un  groupe  fini  et  continu.  (yi-i5i). 

§  1.  Résumé  de  la  théorie  de  l'intégration  d'un  système  complet  à  transfor- 
mations infinitésimales  connues,  donnée  précédemment  par  l'auteur  {Math.  Ann., 
t.  \I).  §  2.  Discussion  de  cette  théorie.  §  3.  Tout  groupe  de  transformations  est 
semblablement  composé  avec  un  groupe  linéaire.  §  4.  Critérium  pour  la  simili- 
tude de  deux  groupes  de  transformations.  §5.  Groupes  simplement  transitifs  et 
réciproques.  §  G.  Équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  ayant 
un  groupe  fini  connu.  §  7.  Détermination  d'un  groupe  inconnu  continu  et  fini 
ayant  une  forme  canonique  connue.  §  8.  Application  de  la  théorie  développée 
à  une  classe  importante  et  étendue  d'équations  différentielles.  §  9.  Théorèmes 
généraux  sur  les  groupes  continus  de  transformations.  §  10.  Intégration  de  sys- 
tèmes complets  admettant  des  transformations  finies  connues  qui  forment  un 
groupe  continu.  §  11.  Emploi  d'un  groupe  connu  dont  les  transformations  finies 
sont  inconnues.  §  l'2.  lAIéthode  générale  pour  la  détermination  d'un  groupe  fini 
continu. 

Cavley  {A.).  —  Sur  la  courbe  quadriquadrique  et  sa  connexion 
avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (i52-i5G). 

Représentation  au  moyen  de  fonctions  elliptiques  de  la  courbe  gauche  du 
(juatrièmc  orilrc  et  application  du  théorème  d'Abcl. 

Ilurwitz  (A.).  —  Sur  les  relations  entre  les  nombres  de  classes 
des  formes  binaires  quadratiques  à  déterminant  négatif.  (1J7- 
.96). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  se  propose  de  déduire  de  la  théorie  des  fonctions 
modulaires  de  Klein  la  détermination  des  relations  entre  les  nombres  de  classes. 
La  première  Section  contient  une  déduction  considérablement  simplifiée  pour 
les  relations  du  premier  échelon.  Dans  la  seconde  Section,  l'auteur  considère  le 
cas  général  d'un  échelon  cj  et  plus  complètement  celui  de  ^  =  -. 

TickoniandriLzky  {i^L).  —  Sur  le  problème  de  l'inversion  des 
intégrales  elliptic|ucs.  (  [()7-ao'>. ). 

Morera  ( G.).  —  Sur  quclcpies  lois  de  formation  dans  la  théorie 
de  la  division  et  de  la  trausiorinalion  des  fonctions  elliplicpies. 

(  •ï.O.')-2  1  l). 

Papperilz  (  PJ .  ).  —  Sur  les  ftmctions  s  parentes  (fondions  con- 
liguës).  (  '.>.  I  :>.-'>.9. 1  ). 
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A  la  place  de  la  fonclion  hypcrgéomclriquc  traitée  par  Gaiiss,  F  (a,  p,  y,  x), 
Riemann,  dans  son  Mémoire  sur  celte  fonction,  en  a  inliodiiit  une  plus  géné- 
rale qui  est  aussi  définie  comme  intégrale  d'une  équation  diiïércntielle  linéaire 
du  second  ordre.  L'auleur  introduit  ici  le  quotient  de  deux  intégrales  particu- 
lières linéairement  indépendantes  comme  fonction  s  la  plus  générale  et  exa- 
mine ce  que  devient  pour  ces  fonctions  la  notation  de  parenté  entre  les  fonc- 
tions s  parentes. 

lîausenberiier  [O.).  —  Sur  les  f'onction.s  iinivoqiics  à  plusicur.s 
périodes  non  permutables.  IFI.  (222-235). 

Dans  cette  partie  de  ses  recherches  générales,  l'auteur  traite  le  groupe  de 
périodicité 

où  les  coefficients  sont  .'éels. 

Stunn  (li-).  —  Sur  les  surfaces  du  second  degré  qui  sont  leurs 
propres  polaires.  (236-240). 

Comme  suite  à  une  Note  de  M.  Tarry  {A'oiw.  Ann.,  lll,),  l'auteur  s'occupe  du 
système  des  surfaces  du  second  degré  relativement  auxquelles  une  surface 
donnée  est  sa  propre  polaire.  Le  système  est  triplement  infini. 

Harnack  [Ax.).  —  Sur  le  contenu  des  masses  ponclucllcs.  (2/{i- 

230  ). 

Une  masse  i)oncluclle  située  à  l'intérieur  d'un  intervalle  linéaire  de  longueur 
finie  est  appelée  discrète  de  {contenu  zéro)  lorsque  tous  les  points  peuvent  être 
enfermés  dans  un  nombre  fini  d'intervalles  dont  la  somme  s  peut  être  rendue 
aussi  petite  que  l'on  veut,  le  nombre  des  intervalles  pouvant  d'ailleufs  croître 
au  delà  de  toute  limite.  L'auteur  a  montré  dans  de  précédents  travaux  le  rôle 
(jue  joue  celte  notion  dans  la  définition  de  Riemann  de  l'intégrale  définie.  Ici, 
on  examine  tout  d'abord  les  relations  de  cette  notion  avec  les  notions  de  masses 
ponctuelles  dérivées  introduites  par  Canlor.  Puis  l'auteur  montre  comment  à 
chaque  masse  ponctuelle  située  ;\  l'intérieur  d'un  intcrvaile  ou  d'une  portion 
de  plan  correspond  un  contenu  fourni  par  un  nombre  déterminé.  Ensuite,  il 
arrive  ù  la  définition  et  ;\  la  détermination  du  contenu  d'une  région  quelconque 
dans  le  plan  ou  dans  l'espace,  même  dans  les  cas  où  les  règles  d'intégration 
cessent  complètement  d'être  applicables. 

Meisscl.  —  Calcul  de  la  masse  des  nombres  premiers  qui  se  trou- 
vent dans  le  premier  milliard  des  nombres  naturels.  (201-257). 

lùiiployant  un  procédé  iju'il  a  indiqué  dans  le  t.  Il  des  Math.  Ann.,  l'auteur 
trouve  que  le  nctmhre  de  nonibios  premiers  contenus  dans  le  premier  milliard 
est  ésal  à 

.•...S',7/',78. 

II.  Ciram  a  trouvé  par  une  l'orinuli-  d'approximation  le  nombre  jo8|-j|.').").  L'au- 
teur ciiriige  en  même  l('rn|is  piM>icurs  f-iulcs  di-s  'l'alilc;  de   Rurckhardl. 
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Joss  (A.).  —  Sur  les  équations  diflérentiolles  de  la  Mécanif|ue. 

(258-a86). 

Les  conditions  du  mouvement  d'un  système  non  libre  sont,  en  Dynamique, 
exprimées  exclusivement  par  des  équations  explicites  et  les  dérivées  partielles 
de  ces  fonctions  entrent  dans  les  équations  qui  contiennent  les  dérivées  secondes 
avec  les  multiplicateurs  de  Lagrange.  Au  lieu  de  ces  équations,  l'auteur  traite 
d'une  façon  générale  le  système 


\+  yt^.A- 


d'x, 


où  l'on  ne  fait  plus  sur  les  fonctions  p^^.  de  supposition.  Les  conditions  elles- 
mêmes  sont  alors  de  la  forme 


^P.i^'i  =  O  («  =  1,2,  ...,  /•). 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  équations  permettant  de  déterminer  les  fac- 
teurs [J.,  du  principe  des  forces  vives,  de  la  question  de  stabilité  dans  le  cas 
des  petites  oscillations  et  du  principe  du  multiplicateur  de  Jacobi. 

Le  mode  de  mouvement  est  expliqué  sur  des  exemples.  Le  point,  au  lieu 
d'être  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  déterminée,  est  lié  à  un  système  dé- 
terminé de  plans  (lieu  de  points);  à  chaque  point  de  ^a  trajectoire  correspond 
aussi  un  plan  déterminé.  Le  mouvement  à  l'intérieur  d'un  complexe  linéaire 
présente  un  cas  simple  de  cette  espèce. 

Hurwitz  {A.).  —  Quelques  théorèmes  généraux  siu' les  courbes 
gauches.  (287-292). 

Ces  théorèmes  ont  pour  base  la  proposition  suivante  :  «  A  toute  courbe 
fermée  de  l'espace  correspond  un  faisceau  déterminé  de  plans  parallèles,  tels 
que  si  l'on  prend  respectivement  dans  deux  plans  quelconques  £„  et  S,  du  fais- 
ceau deux  points  P„  et  P,,  les  cônes  qui  projettent  la  courbe  gauche  des  points 
Pj  et  P,  enferment  des  espaces  qui  ont  le  même  volume,  quel  que  soit  le  point 
P„  du  plan  £^  et  le  point  P,  du  plan  iZ,. 

Schrœter  {H.).  —  Propriétés  métriques  de  la  parabole  cubique 
(courbe  gauche  du  troisième  ordre).  (293-318). 

Krause  {M.).  —  Sur  la  transformation  des  ("onctions  thêta  d'une 
variable.  (319-322). 

Krause  {M.).  —  Sur  la  transformation  des   fonctions   thêta   de 
deux  variables.  (323-362). 

«  Dans  ce   Mémoire  l'auteur  applique  les  méthodes  de  la  théorie  des  trans- 
Bull.  des  Sciences  ninthém.,  2'  série,  t.  XL  (Dcrcmbrc  if^S^.)         li.ao 
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formations,  niclhodcs  dues  à  Gopel  et  Ilermite,  à  la  résolution  d'une  série  de 
problèmes  importants  de  la  théorie  des  fonctions  thêta. 

»  En  premier  lieu,  il  s'occupe  d'exprimer  les  quotients  difTérentiels  des  fonc- 
tions hj'perclliptiqucs  du  premier  ordre  et  certaines  de  leurs  combinaisons 
simples  au  moyen  de  ces  fonctions  elles-mêmes.  En  employant  des  méthodes 
semblables  à  celles  dont  a  fait  usage  Désiré  André  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  on  arrive  à  développer  en  séries  de  puissances  les  fonctions  hyper- 
elliptiques. 

»  En  second  lieu,  l'auteur  se  propose  le  problème  inverse  du  précédent  : 
«  Exprimer  les  puissances  et  une  série  de  produits  de  fonctions  hyperellipliques 
»  linéairement  au  moyen  des  fonctions,  de  certaines  de  leurs  combinaisons 
»  simples  et  de  leurs  quotients  difféi'cntiels  ». 

»  Il  s'agit,  en  troisième  lieu,  du  problème  de  la  IransforniaLion  proprement 
dit,  et  l'auteur  le  traite  d'une  manière  plus  générale  que  cela  n'a  été  fait  jus- 
qu'ici. Il  cherche  les  relations  les  plus  générales  qui  existent  entre  les  fonctions 
transformées  et  les  fonctions  primitives,  relations  non  plus  seulement  entre 
une  fonction  primitive  et  sa  transformée,  mais  entre  un  nombre  quelconque  de 
fonctions  primitives  et  de  fonctions  transformées.  De  la  sorte,  on  résout  en 
même  temps  le  problème  du  développement  en  séries  de  Fourier  des  puissances 
et  de  certains  produits  des  fonctions  thêta. 

Staucle  (0.).  —  Sur  les  caractéristiques  algébriques  des  fonc- 
tions ihcla  hyperellipliques.  (3G3-4i8). 

Pringslicini  (^•).. —  Sur  la  façon  dont  se  comportent  certaines 
séries  de  puissances  sur  le  cercle  de  convergence.  {^\Vf-/\iQ)). 

Exem[)le  d'une  série  qui  est  convergente  pour  tous  les  points  d'un  cercle,  la 
convergence  en  ces  points  n'étant  toutefois  pas  absolue. 

Markoff  (A.-).  —  Sur  la  méthode  de  Gauss  pour  le  calcul  ap- 
proché des  intégrales.  (427-432). 

Pick  (G.).  —  Sur  la  inulti[)lication  complexe  des  fonctions  ellip- 
tiques. (433-447)- 

Démonstration  du  théorème  fondamcnlal  d'Abcl-Kroncckor  dans  cette  théorie 
par  l'introduction  île  l'invariaiil  absolu  I    au  lieu  du  module  ■/.'. 

Babek  (A.).  —  Sur  la  génération  projcctivc  des  courbes.  (448- 
458). 

Application  du  théoi'ème  de  Brill-INolher  sur  les  systèmes  de  points  d'intersec- 
tion d'une  courbe  plane  du  n'*""  ordre. 

Gordan  (/^.).  —  Sur  réquation  du  septième  degré  admettant  un 
groupe  de  168  substitutions.  II.  (459-52  i). 

Dans  cette  seconde  l'artic  de  ses  recherches  (la  première  Partie  a  paru  dans 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  267 

le  tome  XX  des  Mat.  Ann.),  l'auteur  donne  une  théorie  des  équations  en  ques- 
tion, où  il  ne  s'appuie  que  sur  les  procédés  élémentaires  de  la  théorie  ordinaire 
des  équations.  L'équation  du  septième  degré  est  supposée  sans  second  terme 

37'+  (2):c''+  (3)a7'-(-  (4)x'-l-  (5),r^+  (6),r  +  (7)  =  o. 

On  représente  les  racines  par  x^,  x^,  ...,  x^  et  le  groupe  des  168  substitu- 
tions est  celui  qui  laisse  invariable  la  fonction 

P  =  x^x^x,  -+-  x^x^x^  -\-  x,x^x.^  -+-  x^x^x^  +  x.x.^x^^  +  x.^x^x^  +  x^x^^x^. 
En  même  temps  que  l'équation  donnée,  on  en  considère  aussi  une  seconde 
X  -^{■2)x  +(3):p  +{X)x  -t-(5)^"+(6)j7+(7)  =  n, 
dont  les  racines  sont  liées  aux  précédentes  par  la  relation 

Dans  la  première  Section,  l'auteur  démontre,  par  l'emploi  des  fonctions  symé- 
triques, ce  théorème,  que  toute  fonction  entière  des  x  qui  demeure  invariable 
pour  les  168  substitutions  est  une  fonction  entière  des  {i)  et  des  (i).  Mais  on  a 
(2)  =  (2)  et  l'on  détermine  entre  les  coefficients  (î)  et  {i)  cinq  relations  qui 
permettent  d'exprimer  rationnellement  (6),  (g),  (7),  (7)  au  moyen  des  autres 
coefficients  et  il  reste  entre  ces  derniers  une  relation  qui  est  en  (5),  (5)  du 
sixième  degré.  Dans  la  seconde  Section,  l'auteur  définit  les  formes  normales  de 
l'équation  et  les  déduit  des  relations  établies  entre  les  coefficients  {i)  et  {i). 
De  là  résulte  la  forme  canonique  à  laquelle  l'équation  a  été  ramenée  par  Klein, 
équation  résoluble  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  la  deuxième  Section,  l'auteur  fait  voir  comment  cette  transformation 
sous  forme   canonique  peut  se  ramener  à  une  transformation  de  Tsehirnhans. 

Scheefler   {L.).  —  Les    maxima   et   les  minima  des  intégrales 
simples  à  limites  invariables.  (522-59.5). 

Le  présent  Mémoire,  travail  remarquable  d'un  auteur  enlevé  trop  tôt  à  la 
Science,  contient  une  méthode  nouvelle  pour  étudier  la  variation  seconde  des 
intégrales  simples.  L'auteur  comblait  ainsi  une  lacune  essentielle  qui  subsistait 
dans  tous  les  travaux  antérieurs;  de  plus,  il  fournissait  ainsi  une  base  solide 
au  procédé  employé,  à  la  suite  de  Jacobi,  par  Clcbsch,  Lipschitz,  Mayer,  etc., 
pour  la  transformation  de  la  variation  seconde. 

Le  principe  de  la  méthode  de  l'auteur  repose  sur  un  théorème  qui  donne 
immédiatement  la  raison  d'être  de  l'introduction  des  dérivées  partielles  prises 
par  rapport  aux  2/1  constantes  des  fonctions  intégrales,  introduction  essentielle 
pour  la  transformation  de  Clebsch.  Le  théorème  s'énonce  simplement  comme 
il  suit  :  «  Si  l'intégrale  I  est  minimum,  on  peut  s'attendre  à  ce  que  l'intégrale  I' 
qui  résulte  de  I  par  une  variation  suffisamment  petite  des  constantes  c,,  c^,  . . . ,  c,„ 
soit  en  général  aussi  minimum,  et  comme  la  propriété  de  minimum  doit  aussi 
subsister  pour  une  portion  quelconque  de  l'intégrale  I,  on  peut  s'attendre  aussi 
à  ce  qu'elle  subsiste  pour  toute  partie  correspondante  de  I'.  » 
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Après  avoir  montré  d'une  façon  générale  comment  on  peut  déduire  de  l'ap- 
plication de  ce  principe  les  conditions  nécessaires,  analytiques,  pour  l'existence 
d'un  minimum  (ou  d'un  maximum),  l'auteur  traite  compièlemcnt  l'intégrale 


f 


^'{x,y,y')  dx. 


Si  l'on  désigne  l'intégrale  de  l'équation  di(TéronlieI!e 

^  _  A  i^  - 
dy       dx  dy' 

par  ^  =  9(^,  c,,  cj  cl  que  Ion  pose  — ^  =  m,,  -t-^  =  w^, 

ày  dy  dy'  dy  ' 

on  a  à  considérer  l'intégrale 

i2(-ri,T,')  dx. 

Si  l'on  substitue  à  n  dans  l'intervalle  de  ^r,  à  a:  la  valeur  ol^u^+  ct^u^,  puis 
dans  l'intervalle  de  x  à  x^  la  valeur  p,M,  ■+-  p^M^  et  que  l'on  fasse  t^  =  o  en 
dehors  de  ces  intervalles,  A'I  sera  seulement  positive,  à  la  condition,  i°  que 

-—-y   (indépendamment  de  certaines  positions  particulières  où  il  s'annule)  soit 

dy  ' 

constamment  positif;  2°  que  A(:r,  x^)  —  11^2  ^ u^  —  u^i'^u^  ne  s'annule  pas  pour 
x„<.x  <.x,.  Si  A{x,  x^)  ne  s'annule  pas  non  plus  pour  x=  x^,  A^I  est  tou- 
jours positive  pour  le  choix  particulier  fait  de  la  fonction  t,  ;  si,  au  contraire, 
A  (a;,,  x^)  =  0,  A'I  ne  peut  pas  encore  devenir  négative;  mais  elle  peut  s'an- 
nuler. Si  maintenant  on  étudie  la  variation  seconde  pour  des  fonctions  t, 
quelconques  (pourvu  qu'elles  soient  continues  en  admettant  des  dérivées),  il 
résulte  de  la  comparaison  avec  les  formes  considérées  précédemment  que  les 
conditions  énoncées  plus  haut  sont  aussi  suffisantes  pour  que  la  variation  se- 
conde reste  toujours  positive.  Il  n'y  a  que  dans  le  cas  où  à{x,  x^),  sans  s'an- 
nuler entre  x^  et  x^,  s'annule  pour  x  —  x,  que  la  variation  peut  prendre  la  va- 
leur zéro,  sans  devenir  négative;  alors  le  minimum  n'est  pas  certain. 

L'auteur  développe  le  système  analogue  de  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  le  minimum  de  l'intégrale 


•'  {^,  y, ,  y\  y  y,>  y'î r„>  ri,  )  dx, 


en  tenant  compte  du  cas  où  l'on  donne  un  système  de  conditions  entre  les  a?  et 
les  y,,  conditions  qui  peuvent  contenir  les  premières  dérivées  des  fonctions  y-. 
L'auteur  donne  une  démonstration  de  la  méthode  des  multiplicateurs  de  La- 
grange  seulement  pour  les  problèmes  des  isopérimètres,  c'est-à-dire  pour  les 
problèmes  où  les  équations  de  condition  sont  données  sous  forme  d'intégrales 
définies.  (La  démonstration  générale  a  été  depuis  donnée  par  ISIaycr  dans  le 
t.  XXVI  des  Mal/i.  Ann.).  De  plus,  l'aulcnr  cxiirime  le  crilcriuiii  du  minimum 
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par  deux  conditions  qui  sont  complètement  analogues  à  celles  données  dans  le 
cas  d'une  seule  fonction  y.  Il  n'y  a  ici  encore  que  dans  le  cas  où  le  détermi- 
nant A(j7„,  x)  s'annule  pour  a:  =  x^  que  la  variation  seconde  peut  prendre  la 
valeur  zéro  sans  devenir  négative.  Le  minimum  dépend  alors  des  variations 
d'ordre  supérieur. 

Dans  une  l'cmarque  finale,  l'auteur  attire  l'attention  sur  ce  fait  que  le  mi- 
nimum jie  peut  être  déterminé  au  moyen  de  la  variation  seconde  que  relative- 
ment à  des  courbes  voisines,  en  entendant  par  courbes  voisines  non  seulement 
celles  qui  se  trouvent  dans  une  petite  portion  de  surfaces  comprenant  la  courbe 
minima,  mais  aussi  celles  pour  lesquelles  les  tangentes  sont  à  peu  près  paral- 
lèles (fj'  ne  dépasse  pas  certaines  limites).  S'il  s'agit  de  minimum  dans  le  sens 
le  plus  large,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  l'on  considère  toutes  les  courbes 
tracées  sur  la  portion  de  surface,  les  critériums  établis  sont  encore  nécessaires; 
mais,  comme  l'a  montré  Weierstrass  sur  des  exemples,  ils  ne  sont  plus  suffi- 
sants. 

Schur  (^F.).  —  Sur  le  théorème  de  Polilke.  (ogG-S^-y). 

Rohn  {K.).   —  Une  construction  linéaire    simple    des    courbes 
planes  rationnelles  du  cinquième  ordre.  (598-602). 


Tome  XXVI;  1886. 

Krause.  —  Sur  quelques  équations  di(ï'érentielles  qui  se  présen- 
tent dans  la  théorie  des  fonctions  thêta  à  deux  variables.  V'^  et 
IP  Partie.  (i-a5). 

La  première  Partie  contient  deux  démonstrations  des  relations  de  Ro- 
senhain  entre  les  dérivées  des  fonctions  thêta  et  ces  fonctions  elles-mêmes 
lorsque  l'argument  est  égal  à  zéro,  puis  un  système  de  neuf  relations  entre  les 
multiplicateurs  et  les  modules  primitifs  et  transformés.  Dans  la  seconde  Partie, 
l'auteur  établit  les  équations  différentielles  auxquelles  satisfont  le  numérateur 
et  le  dénominateur  des  équations  de  transfortnation  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions hyperelliptiqucs  flu  premier  ordre. 

Schubert  [IL).  —  Les  généralisalions  dans  l'espace  à /î  dimensions 
des  nombres  fondamentaux  de  notre  espace.  (26-5i). 

§  I.  Terminologie.  §  2.  Théorèmes  généraux  sur  les  espaces  linéaires  et  leurs 
dimensions.  §  3.  Énumération  et  désignation  des  conditions  fondamentales  pour 
un  espace  linéaire  à  n  dimensions  [n].  §  \.  Détermination  de  tous  les  nombres 
fondamentaux  du  rayon  dans  un  [n].  %  5.  Nombre  des  rayons  d'un  [n]  qui 
satisfont  à  la  simple  condition  de  couper  un  nombre  quelconque  de  fois  un 
[n— 2]  donné  et  remplissent  de  plus  une  condition  fondamentale  quelconque. 
§  6.  Nombre  des  rayons  d'un  [n]  qui  satisfont  à  la  double  condition  de  couper 
un  nombre  quelconque  de  fois  un  [n—?i]  donné  et  de  plus  remplissent  une 
condition  fondamentale  quelconque. 
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Schubert  {H.).  —  La  généralisation  dans  l'espace  à  n  dimensions 

des  nombres  relatifs  aux  tangentes  à  contact  d'ordre  supérieur 

d'une  surface  du  ni'"'"'  degré.  (53--3). 

Le  but  principal  du  présent  Mémoire  est  la  solution  de  la  question  suivante  : 
Étant  donné  dans  un  espace  linéaire  à  n  dimensions  un  espace,  lieu  de 
points,  à  /i  — I  dimensions  et  du  m'*-""  degré  R«Li,  exprimer  en  fonction  des 
nombres  n  et  m  le  nombre  des  droites  qui  touchent  l'espace  R{"_i  en  i  +  i 
points  infiniment  voisins  et  satisfont  elles-mêmes  à  une  condition  fondamen- 
tale, le  point  de  contact  pouvant  en  outre  remplir  aussi  une  telle  condition. 

Mayer  (A.).  —  Fondement  de  la  méthode  des  multiplicateurs 
de  Lagrangc  dans  le  calcul  des  variations.  (-74-82). 

Ce  Mémoire  contient  pour  la  première  fois  une  démonstration  sérieuse  du 
procédé  de  Lagrange  qui  consiste  à  introduire  des  multiplicateurs  pour  trans- 
former les  problèmes  du  calcul  des  variations  dans  le  cas  où  existent  des  équa- 
tions de  condition  contenant  les  dérivées  en  problèmes  où  n'existent  plus 
d'équations  de  condition. 

Stolz  (0.).  —  La  convergence  régulière  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  vers  les  valeurs  limites  qui  se  présentent,  en 
sorte  que  quelques-unes  d'entre  elles  s'approchent  de  valeurs 
constantes. 

L'auteur  montre  sur  plusieurs  problèmes,  tirés  pour  la  plupart  de  la  théorie 
des  intégrales  simples  et  doubles,  que  la  notion  de  convergence  régulière  est 
nécessaire;  en  partie  pour  pouvoir  formuler  exactement,  en  partie  pour  sim- 
plifier les  résultats.  Le  théorème  que  l'intégration  d'une  intégrale  double  peut, 
dans  le  cas  où  la  forme  de  la  courbe  limite  est  suffisamment  simple,  se  ramener 
à  deux  intégrations  successives,  est  démontré  par  l'auteur  avec  une  restriction 
qui,  d'après  ce  qu'a  montré  Harnack  (même  volume,  p.  566),  n'est  pas  néces- 
saire. 

Papperilz  (^•)-  —  Sur  les  fonctions  s  parcnlcs  (seconde  Com- 
munication). (()7-io5). 

Cette  Communication  contient  la  discussion  et  l'exposé  explicite  des  rela- 
tions qui  existent  entre  ([uatre  fonctions  s  parcnles  et  ([ue  l'auteur  a  établies 
d'une  façon  générale  dans  sa  première  Communication  {Math.  Ann.,  t.  XXV). 

Jirioschi  (/'•)•  —  Sur  quelques  équations  difrérentielles.  (loG- 
109). 

Sur  les  propriétés  relatives  aux  équations  din"érenliellcs  qui  correspondent 
aux  transformations  des  fonctions  elliptiques. 

Kœnis^sberger  {L.).  —  Sur  rabaissement  de  l'ordre  dune  équa- 
tion diiïérenlielle.  (1 10-1 1()). 
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L'auleur  montre  poiu-quoi  les  théorèmes  sur  la  réduction  des  équations  dif- 
férentielles linéaires  liomogènes  qui  ont  en  commun  avec  une  équation  de  même 
nature,  mais  d'ordre  inférieur,  une  intégrale,  ne  peuvent  être  étendus  aux 
équations  dinérenliclles  algébriques  quelconques. 

Hurwltz  (A.).  —  Sur  quelques  équations  différentielles  parti- 
culières linéair^  et  homogènes.  (117-126). 

L'auteur  forme  tout  d'abord  l'équation  difTérentielle  du  troisième  ordre  qui 
se  présente  dans  la  transformation  du  septième  ordre  des  fonctions  elliptiques 
et  qui  a  été  établie  par  Halphen  (Math.  Ann.,  t.  XXIV)  à  la  suite  d'une  re- 
marque de  Klein.  L'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle  peut  être 
donnée  explicitement  et  offre  un  exemple  intéressant  de  l'intégration  donnée 
par  Poincaré  au  moyen  de  fonctions  univoques.  L'auteur  étend  ensuite  ses  re- 
cherches aux  transformations  de  degré  quelconque,  et  il  traite  complètement 
le  cas  de  n  —  8. 

Willheiss  {E.).  —  Sur  les  fonctions  thêta  qui,  après  une  transfor- 
mation, se  décomposent  en  un  produit  de  fonctions  thêta.  (>2'y- 
142). 

Nœther  [M.  ).  —  Note  sur  les  courbes  normales  pour /;  =  5,  6,  7. 
(i43-i56). 

Parmi  les  courbes  normales  d'une  classe  algébrique  de  genre  p,  celles  qui  se 
présentent  le  plus  naturellement  sont  celles  qui  sont  définies  par  toutes  les  re" 
lations  qui  existent  entre  les  p  fonctions.  Cette  représentation  est  possible 
pour   toutes   les  classes,  sauf  pour  les  courbes  liyperelliptiques.   Si   alors  les 

-  {p  —  2)(/j  —  3)    relations    quadrati(]ues    linéairement    indépendantes    qui 

existent  fournissent  p  —  2  relations  indépendantes  l'une  de  l'autre,  ce  qui  a 
lieu  pour  y?  ^5  et  pour  des  valeurs  non  particularisées  des  modules,  ces  rela- 
tions définissent  déjà  la  courbe  et,  par  des  transformations  linéaires,  il  doit 
être  possible  de  les  mettre  sous  une  forme  oii  les  3/>  —  3  modules  soient  expli- 
citement en  évidence.  L'auteur  communique  des  formes  canoniques  de  cette 
nature  pour  les  cas  principaux  de  p  —  5,  G,  7. 

Brauninulil  {A.  v.).  ■ —  Notice  sur  les  lignes  géodésiques  de  la 
surface  du  second  degré  à  trois  axes  inégaux  qui  se  laissent 
représenter  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  (i5i-id3). 

Meyer  {F-)-  —  Sur  la  courbe  clbptique  du  cinquième  ordre  dans 
l'espace  à  quatre  dimensions.  (i54-i56). 

Pringslieim  {A.).  —  Sur  la  multiplication  des  séries  trigonomé- 
triquc's. 
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Il  y  a  lieu  de  ciler  comme  rcsullal  de  ces  lecherclies  le  lliéorùme  suivant  : 

«  Si  l'on  repicsenle  par  a,„a,^,  b.,,  b[,  des  quanlilés  loules  de  même  signe  ou 
bien  allcrnativcment  de  signes  conlraires  el  qui,  lorsque  v  augmente,  décrois- 
sent constamment  pour  s'annuler  avec  v  =  ce  en  sorte  que  les  séries  ^a.,a.„ 
yia.b'.,  JLb.a'.,  ~b.^b[  convergent  absolument,  le  ])roduit  des  séries  Irigonomc- 
Iriques 

«„+ S(a,,  cosva7-f-f',  sinva:)     cl     a'^ +  -L{a[  cosvx -^- b[-i'in\x) 

se  forme  par  la  règle  de  Caucliy.  » 

Prùigsheim  (A.).  —  Sur  des  expressions  analytiques  à  disconli- 
niiilés  résolubles.  (167-192). 

La  formation  d'exemples  do  discontinuité  résolubles  avait  été  obtenue  jus- 
(|u'ici  au  moyen  d'expressions  analytiques;  l'auteur  mon-lre  comment,  eu  ayant 
recours  à  des  séries  à  convergence  non  absolue,  on  peut  former  de  la  façon  la 
plus  simple  des  fonctions  qui,  eu  général,  se  comportent  tout  à  fait  régulière- 
ment et  présentent  en  certains  points  des  disconlinuilés  de  cette  nature. 

I*ringslieiin  {/l-).  —  llcpréscnlalion  de  la  fonelion  numérique 
K{x)  (le  plus  grand  entier  contenu  dans  x)  par  une  série  in- 
finie. (193-19(3). 

Sclieejfer  (L.).  —  Sur  la  signification  de  la  notion  de  maximum 
et  de  minimum  dans  le  calcul  des  variations.  (197-208). 

Comme  complément  à  son  précédent  travail  sur  le  problème  du  calcul  des 
variations,  l'auleur  traite  complètement  ici  le  cas  le  plus  simple,  celui  d'une 
seule  variable  indépendante,  la  question  de  la  détermination  des  conditions 
sous  lesquelles  on  peut  conclure  l'existence  d'un  minimum  (ou  d'un  maximum) 
de  l'invariabilité  du  signe  de  la  variation  seconde,  que  l'on  suppose  ne  pas 
devenir  nulle.   Il  formule  le  résultat  comme  il  suit  :  Soit,  pour  une  fonction 


déicrminéc  j',   la    première    variation   de   linlègralc  I 


=  /     ^{x,r,y' 


)  dx 


i(lcnli(|uement  égal  à  zéro;  supposons  de  plus  que  dans  l'intervalle  x^x^  les 
dérivées  partielles  de  F{x,y,y')  jusqu'au  troisième  ordre  et  le  déterminant 
\{x,  x\)  défini  dans  le  travail  précédent,  ainsi   que  ses  dérivées,  sont  finies  el 

continues.  Si,  dans  l'intervalle  a;^^;.,  -r— r  a  une  valeur  minima  positive  elsi  le  dé- 

terminant  A(,z\,,  x)  ne  s'annule  ni  dans  l'intervalle  x^x,  ni  au  point  x,  non 
seulement  la  variation  seconde  est  alors  constamment  positive,  mais  encore  il 
y  a  aussi  un  minimum  pour  l'iiilègi'ale  I.  en  ce  -^(Mis  (|ue  la  (Ulférence 


AI 


j       V{x.  y  -h  A)-,  y' '\-  A>-')  dx  —    j       F(.r,  y,  y')  dx 


esl  piisiti\('  pour  lonlc  fouet iiui  Av.  donl  la  valeur  absolue  reste  toujours  infé- 
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rieui'e  à  une  certaine  limite  g,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  la  dérivée  Ay' 
reste  toujours  au-dessous  d'une  certaine  limite  dilTérente  g'.  Si,  au  contraire, 

devient  négatif  dans  l'intervalle  x  x^,  ou  bien  si  ^{x  x  )  s'annule  à  l'in- 

térieur  du  même  intervalle,  la  variation  seconde  peut  changer  de  signe  et  il  ré- 
sulte de  là  qu'il  n'y  a  à  proprement  parler  pas  de  minimum  pour  l'intégrale  I. 

Mehmke  (/?•)•   —  Remarque  sur  les  sous-déterminants  des  sys- 
tèmes métriques.  (2op-o.  10). 

Pascli  {M.).  —   Sur  le  quadrangle,  le  quadrilatère  et  la  projecli- 
vité  dans  le  plan.  (2  1 1-2  18). 

Pick  (G.).  —  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions  ellip- 
tiques. IP  Partie.  (219-230). 

Le  second  Mémoire  de  l'auteur  (le  premier  a  paru  dans  le  t.  XXIV  des 
Math.  Ann.)  contient  une  démonstration  du  théorème  que  les  équations  de  la 
multiplication  complexe  sont  irréductibles,  même  après  l'adjonction  de  la  racine 
carrée  du  déterminant  qui  correspond  aux  modules  singuliers. 

Voss  (A.).  —   Sur  les  polygones  de  Poncelet-Zeuthen  qui   sont 
inscrits  dans  un  lieu  du  second  degré.  (231-246). 

Ce  Mémoire  contient  une  solution  algébrique  complète  de  cette  question  : 
construire  un  polygone  fermé  dont  les  sommets  soient  sur  un  lieu  du  second 
degré  dans  l'espace  à  «  dimensions  et  dont  les  côtés  passent  respectivement 
par  des  point  donnés.  Pour  n  =  3,  on  reti'ouve  les  conditions  algébriques  rela- 
tives aux  cycles,  trouvées  par  Zeuthen  sur  les  surfaces  du  second  degré 
{Math.  Ann.,  t.  XVIII). 

Zeuihen  (H.-G.).  —  Théorie  des  figures  projectives  sur  une  sur- 
face du  second  ordre.  Second  article.  (216-274)- 

§  ].  Propriété  métrique  des  suites  infinies  de  polygones  inscrits  à  une  surface 
quadrique  et  circonscrits  à  un  polygone  gauche.  §  2.  Sur  les  congruences  en- 
gendrées par  les  figures  projectives  sur  une  quadriciue.  §  3.  Extension  de  la  pro- 
priété métrique  des  cycles. 

Bacliaracli.  —  Sur  le   théorème  de  Cayley  sur  les  points  d'in- 
tersection. (275-299). 

Le  but  de  ce  travail  est  de  remplacer  par  des  méthodes  rigoureuses  les  dé- 
monstrations insuffisantes  des  théorèmes  sur  les  systèmes  de  points  d'intersec- 
tion que  l'on  démontre  d'ordinaire  simplement  par  l'énumération  des  constantes. 
L'auteur  s'appuie  sur  les  théories  algébriques  de  Nœther  et  de  Brill  {Math. 
Ann.,  t.  VI  et  VII).    Le  théorème  de  Cayley  prend  alors  la  forme  plus  précise 
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qui  suit  :  une  courbe  du  z''™'  ordre  qui  passe  par 

nin (t~0(T  —  2)        (y  =  m  +  «  — /•) 

points  d'intersection  de  deux  courbes  d'ordre  ni  et  n 

(r^  m  et  r^n,    f^m  +  n— o) 

contient  aussi,  en  général,  les 

^(T-0(T-2) 
autres  points  d'intersection.  Mais,  si  ces 

s=  ^(r  —  i)(t  — 2) 

points  se  trouvent  sur  une  courbe  d'ordre  (y  —  3),  une  courbe  arbitraire  qui 
passe  par  les  mn  —  S  premiers  points  ne  passe  pas  nécessairement  par  les  5 
autres. 

Dans  les  derniers  paragraphes,  l'auteur  détermine  la  multiplicité  des  courbes 
du  r''^°"  ordre  qui  passent  par  les  mn  —  6  points  d'intersection  aussi  bien  dans 
le  cas  général  que  dans  les  cas  d'exception. 

Brill  (A.).  —  Sur  les  espaces  pseudo-sphériques  à  trois  dimen- 
sions. (3oo-3o3). 

Sturm  (ii-).  —  Eveniples  de  Iransformalions  de  Creniona.  (3o4- 
3o8). 

Gierster  (/•)•  —  Sur  le  groupe  de  Galois  des  équations  modu- 
laires lorsque  le  degré  de  la  transformation  est  la  puissance  d'un 
premier  >>  •>..  (3o(j-368). 

Section  I.  Propriétés  de  l'équation  particulière  de  division.  —  §  1.  Défini- 
tion et  propriétés  des  diviseurs  de  la  fonction  p.  §  2.  Réduction  des  diviseurs 
du  /i'*°"  degré  de  la  fonction  p.  §  3.  Résolvantes  de  l'équation  de  division  ré- 
duite. 

Section  II.  IiUroduition  de  la  (luantilé /(  —  •  iV  1  et  sa  signification  dans  la 

transformation  des  fonctions  elliptiques.  §  4.  Sur  les  fonctions  transformées 


Q  {u)  —  <3\u  \  ~ -,  W  \         et         /;(«)=/>(  M  I  —  >  (V 

§  5.  Sur  le  nombre  des  transformations  du  /t'*""'  degré.  §  G.   Introduction  de  la 

a  ---  m 

quantité  auxiliaire /(  — >  n''|:-  (—  i)'"  I  I  <T„,_a^  pour  n  —  o.m  +  \   et    |)our  n 
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—  21    —    I    Tj  VV       /  2  et  (V  \ 

%,«,,'  où  <^a,,,«i  =  e  ^"  ^  "^("^r  )■  ^  '^'  '^''^"■«^"tes  re- 
a  =  1 
présentations  rie  la  quantité  /.  §  8.  Déduction  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles fondamentales.  §  9.  Formation  des  fonctions  symétriques  élémentaires 
des  diviseurs  de  la  fonction  p  en  fonction  rationnelle  de  /.  §  10.  Calcul  des  in- 
variants ^^,  §"3  de  la  fonction  transformée  p{u). 

1 
Section  IV.   Etude  de  la   quantité  Q(<v,  w')  =  ^'^'*  {w,w'),  \  :=^  gl — '^lg\ 

dans  une  transformation  linéaire  des  périodes.  §  11.  Exposé  du  problème.  §  12. 

3  Y]  u'- 

Définition  de  la  fonction  <!>(?<  |  iv,  w')  =—  -  Qe  2iv  p\u)  a^{u).%  13. Trans- 
formations linéaires  de  la  fonction  <I»(m).  §  14.  Réduction  aux  sommes  de  Gauss. 
§  15.  Tableaux. 

Section  IV.  —  Théorie  de  l'équation  /  lorsque  n  est  un  nombre  premier  dif- 
férent de  2  et  de  3.  §  IG.  Démonstration  que  dans  le  cas  présent /=  satisfait  à 
une  équation  de  degré  {n  +1).  §  17.  Les  «  +  1  racines  de  l'équation  /.  §  19. 
Exemples  pour  n  =  5,  7,  11,  i3,  17,  ig,  28,29.  Définition  de  l'équation  L  =  Q"~'/. 
§  20.  Calcul  des  quantités  G,,  G^,  G3  pour  /i  =  5  et  n  =  7.  §  21.  Calcul  des  in- 
variants g^,  g^  et  Yj,  Yj  de  la  fonction  transformée  pour  71  =  5  et  /i  =  7. 

Section  V.  Théorie  de  l'équation  /  lorsque  n  est  un  nombre  composé  de  la 
forme  6/±i.  §  22.  Transformation  répétée.  §  23.  Réduction  de  l'équation  / 
lorsque  n  est  un  carré  de  la  forme  6^-1-1.  §  24.  Les  a(a-)-  i)  racines  de  l'é- 
quation /,  lorsque  n  est  le  carré  d'un  nombre  premier  a  et  a  la  forme  6Z  -t-i. 
§  25.  Transformation  du  2.5"=  degré. 

Section  VI.  Théorie  de  l'équation  /,  lorsque  n  est  un  nombre  composé  de  la 
forme  6/ ±2.  §  27.  La  transformation  du  second  degré.  §  28.  L'équation/, 
g  29.  L'équation  L  pour  /i  =  4  et  «  =  8. 

Section  VII.  Théorie  de  l'équation  /,  lorsque  n  est  divisible  par  3.  §  30. 
Transformation  du  troisième  degré.  §  31.  Théorie  de  l'équation/.  §  32.  L'équa- 
lion  /  pour  «  =  9.  §  33.  Théorie  de  l'équation  /  lorsque  n  =  61. 

Klein  {F.).  —  Recherches  nouvelles  dans  le  domaine  des  fonc- 
tions elliptiques.  (455-464). 

Analyse  par  Klein  des  travaux  faits  sous  sa  direction  dans  le  séminaire  ma- 
thématique de  Leipzig  et  publiés  comme  dissertations.  Il  s'agit  des  travaux  de 
Fricke,  Fiedier,  Friedrich,  Biedcrmaun  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  mo- 
dulaires et  de  ceux  de  Nimsch,  Molien  et  Engel  où  sont  traités  des  problèmes 
par  la  méthode  de  Weierstrass.  Eu  outre,  l'auteur  analyse  rapidement  son  tra- 
vail :  «  Les  courbes  normales  elliptiques  du  n'*""  ordre  et  les  modules  corres- 
pondants du  /i''"""  échelon  »,  paru  dans  le  tome  XIV  de  la  Kôn.  sàchs.  Gesell- 
schaft  cler  Wissenschaften. 

Slurni  (/?.).  —  Sur  les  collinéations  et  les  corrélalions  qui  Irans- 
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forment  en  elles-mêmes  les  surfaces  du  second  degré  ou  les  cu- 
biques gauches  (465-5o8). 

L'auteur  expose  une  solution  purement  géométrique  du  problème  qui,  jus- 
qu'ici, a  été  discuté  pour  les  surfaces  du  deuxième  degré  surtout  algébrique- 
ment au  moyen  de  substitutions  linéaires  de  formes  quadratiques,  mais  n'avait 
pas  encore  été  du  tout  étudié  en  ce  (jui  concerne  les  cubiques  gauches. 

Meyer  {F.).  —  Extension  d'un  procédé  de  Dirichlet  à  la  trans- 
formation d'expressions  différentielles  telles  que  y — \- H-  y:> 

en  coordonnées  curvilignes  générales.  (Soq-Sij). 

Weltzien  {€.).  —  Théorie   des  points  doubles  et  des  tangentes 
doubles  des  courbes  planes  rationnelles.  (5i6-533). 

En  introduisant  la  somme  de  paramétres  du  point  double  <,  -+-  f^  =  a  et  leur 
produit   t,t^  =  i:,  on  est  conduit  pour  a  et   aussi  pour  t   à    une  équation    de 

degré  -  {il  —  i)('^  —  2);  de  même,  on  peut  obtenir  une  équation  réduite  pour 

le  paramètre  des  points  de  contact  des  tangentes  doubles.  Cette  Note  donne  la 
forme  explicite  des  résultats  pour  n  =  f\,  5,  6. 

Ilejma/in  (ff  •)•  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  dinerentielle 

d'j  d"'y  d"'-^y  _ 

-d^-  "*"  ^"'  [dl{x)\'-  -^  '^"'-'  [dl{T)]'^^  +.  .  .  +  AoJ-  -  o 

et  aj)[)licallou  à  la  tliéoric  des  équations  trinômes. 

L'auteur  montre  d'abord  ([i.c  les  racines  d'une  équation  trinôme 

^"  —  az  —  b  =  o 

que  l'on  peut  toujours  mettre  sous  la  forme  y" —  ny —  (« —  i);r:=o  ou  bien 
■^^" —  /iÇfi  —  (n —  1)  =  o,  si  l'on  considère  y  comme  fonction  de  a;  (ou  t,  comme 
fonction  de  Ç),  satisfont  à  une  équation  difTérenlielle  de  la  forme  ci-dessus.  L'in- 
ItgraJc  générale  de  cette  é(iualion  diiïércnliclle  peut  être,  d'après  une  formule 
de  Spitzcr  démontrée  par  l'auteur,  exprimée  par  des  intégrales  multiples  ou 
aussi  développée  en  série;  de  la  sorte,  en  spécialisant  convenablement  les  con- 
stantes, on  arrive  à  de  nouvelles  représentations  des  racines  des  é(iualions  tri- 
nômes. 

Finslenvaldcr  {S.).  —   Sur  la  construction   de  Icllipsoïdc    au 
moyen  de  fils.  (546-556). 

Oémonstralion  géométrique  de  lu  construction  trouvée  par  Slaude  au  moyen 


I 
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d'intégrales  hyperelliptiques,  au  moyen  d'un  fil  tordu  enroulé  autour  de  deux 
surfaces  du  second  degré  liomofooales. 

Rodenherg  (C).  —  Déduction  par  la  Géométrie  descriptive  des 
propriétés  polaires  des  espaces  algébriques.  (55'j-565). 

Harnack  [Ax.).  —  Remarque  sur  la  théorie  des  intégrales 
doubles.  (566-568). 

Objection  contre  les  conclusions  du  Mémoire  de  Stolz  cité  précédemment. 

Kraiise  {M.).  —  Sur  les  fonctions  thêta  dont  les  caractéristiques 
sont  des  nombres  fractionnaires.  (569-589). 

§  1 .  Introduction  des  fonctions  thêta  générales.  Leurs  propriétés  et  leur  re- 
présentation au  moyen  de  paramètres.  §  2.  Cas  de  /i=  3.  §  3.  Cas  de  n  =  5. 
§  4.  Méthode  pour  établir  les  relations  entre  les  fonctions  thêta  générales.  Sé- 
ries de  Fourier  pour  les  puissances  et  les  produits  des  fonctions  thêta.  §  5. 
Démonstration  simple  de  la  formule  de  Prym. 

Giersler  (/•  )•  —  Remarque  sur  le  Mémoire  :  Notice  sur  les  équa- 
tions modulaires  pour  un  degré  de  transformation  composé 
{Math.  Aîin..,  t,  XIV).  (590-592). 

Possé  {C).  —  Quelques  remarques  sur  une  certaine  question  de 
minimum.   (598-596). 

Soit/(:r)  une  fonction  de  x  toujours  décroissante  dans  les  limites  zéro  et  i 
de  x;  supposons  que  la  valeur  de/(i),  ainsi  que  les  valeurs  des  intégrales 


a^=    f    x^/(x)  dx,        cii=    f    x'/{x)dx,      ...,      «j„  =    /     x''"-/{x) 


dx. 


soient  données.  Il  s'agit  de  trouver  d'une  façon  précise  la   limite  inférieure  de 
la  valeur  f(o). 

Ax.  H. 
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NOUVELLES  ANNALES    de   Matiié.matiqlks,  rédigées   par  M.M.   Giîuono  et 
Ch.  Biusse  (').  —  3"  série. 

TomeV;  188G,  2"  semestre. 

Cesaro  {E.).  —   Sur  les  nombres  de  Bcrnoulii  et  d'Euler.  (3o5- 
327). 
L'auteur  définil  les  nombres  de  Bcrnoulii  par  régalilé  symbolique 
(B+f)'  — R' =  V, 

et  part  immédialctucnt  de    là  pour   établir  une  formule  générale,  due  à  Mac- 

laurin,  et   en   déduire   diverses   applications   fondées   sur   l'emploi   du   calcul 

symbolique.  Il  procède  de  même  pour  les  nombres  d'Euler,  définis  par  l'égalité 

symboli(iuc 

(E+i)'+(E-iy'  =  o. 

Puis  il  étudie  les  nombres  ultra-bernouUiens  et  ultra-culériens,  respectivement 
définis  par  les  relations  symboliques 

(0  +  1)'  — aO'  =  V,         (€  +1)''  -4-a((!î  —  i)'  =  o, 

et  montre  les  relations  qui  les  lient  analytiquement  les  uns  aux  autres. 

Le  Mémoire  se  termine  par  des  applications  aux  intégrales  définies.  Cette 
étude  forme  une  suite,  des  plus  intéressantes,  aux  précédents  travaux  de 
M.  Cesaro  sur  le  calcul  symbolique  et  l'analyse  en  général,  et  nous  fait  désirer 
la  publication,  qu'il  annonce  comme  prochaine,  des  applications  de  ces  calculs 
nouveaux  à  la  théorie  des  nombres. 

Du  Châtenel  (M.).  —  Étude  sur  les  paris  de  courses.  (327-347, 
380-395,  408-424). 

Étude  très  complète  de  la  question,  déjà  traitée  jadis  par  M.  E.  Dormoy 
d'une  façon  très  remarquable.  Le  présent  Mémoire  a  peut-être  un  caractère 
plus  nettement  mathématique;  nous  regrettons  de  devoir  nous  borner  à  la 
reproduction  des  litres  des  divisions  principales  : 

Préliminaires.  Livre  du  preneur  de  chevaux.  Livre  du  donneur  de  chevaux. 
Ciievaux  placés  deuxièmes.  Chevaux  placés  troisièmes.  Chevaux  placés  dans 
les  deux  ou  trois  premiers.  Paris  sur  le  premier  et  le  second.  Paris  sur  les 
places  relatives.  Paris  sur  une  partie  des  chevaux.  Paris  sur  plusieurs  courses. 
Poule.  Paris  mutuels.  Arbitrages  simples.  Arbitrages  complexes. 

n  lu 

Pomcy  (J.-D.).  —   Sur  la  liinilc  de  ^ N^  -  lorsque  p  el  q 


(■)  Voir  lUiUctin,  t.  \l^.  |).  77 
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parcourent  toutes  les  valeurs  entières  positives  jusqu'à  n  et  m 
respectivement,  et  que  n  et  m  augmentent  indéfiniment,  tandis 
que  leur  rapport  tend  vers  une  limite  déterminée.  (348-352). 

L'auteur,    par    deux    dt'monstrations    différenles,    trouve   pour   celte  limite 

loRi  —  |)  (—  ))  l'e  présenta  m  lim —   A  rapprocher  d'une  étude  de    RI.  C.-A. 
°  \  m  I      \  7))  /  7«  ' 


Laisant,  Sur  certaines  questions  de  limites  (Association  française  pour  l'avan- 
cement des  Sciences;  Congrès  d'Alger,  1881). 

Thiré  (A.).  —   Sur   la    théorie    du   planimètre   d'Amsler.   (353- 
364). 

Description  et  théorie  résumées  de  l'instrument  si  ingénieux  et  si  pratique 
dû  à  M.  Amsier.  Des  notices  analogues  avaient  paru,  il  y  a  déjà  un  certain 
nombre  d'années,  dans  le  Mémorial  de  l'officier  du  Génie,  dans  les  Mémoires 
de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  et  dans  la 
Nouvelle  correspondance  mathématique.  Celle  de  M.  Thiré  n'en  est  ni  moins 
utile,  ni  moins  intéressante. 

MollameiV.).  —  Sur  les  sommes  des  produits  A"  à  A' (A"  =  i,  2,3, ...) 
des  nombres  naturels.  (364-37o). 

Désignant  par  Sj  „  la  somme  des  produits  A'  à  k  des  n  premiers  nombres 
entiers,  et  remarquant  que  S^.  ,^  =  o  si  A'  >  o,  Sj.  „  =  n!  si  A'  =  n,  M.  Mollame 
établit  une  formule,  plus  générale  que  celle  du  binôme,  contenant  les  expres- 
sions S,  et  qui  permet  de  les  déduire  successivement  les  unes  des  autres  par 
voie  de  récurrence.  La  comparaison  de  deux  formules  différentes  pour  S^ ,,  lui 

donne  l'identité  1.2"  -;-  2.3=  +. .  .4-  (n  —  i)«=  =  -— r  («  -Hi)n(«  —  i){'in  -H  a), 

6. Il 

facile  d'ailleurs  à  établir  directement. 
D'Ocagne  {M.).  —  De  la  déviation  dans  l'ellipse.  (3jo-38o). 

M  étant  un  point  d'une  ellipse,  I\IT  la  tangente,  M' le  point  de  mcnie  abscisse 
sur  la  circonférence  construite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  M'T  la  tan- 
gente à  celte  circonférence,  M.  d'Ocagne  appelle  déviation  l'angle  MTiM'  des 
deux  tangentes.  Il  cherche  la  relation  entre  la  déviation  cl  l'anomalie  excen- 
trique, étudie  les  points  de  déviation  maxima,  et  énonce  à  ce  sujet  plusieurs 
propriétés  géométriques,  parmi  lesquelles  nous  citerons  la  suivante  :  «  Le  rayon 
de  courbure  en  un  point  de  déviation  maxima  d'une  ellipse  est  égal  à  la 
moyenne  géométrique  des  demi-axes.  » 

École  Normale  supérieure  (Concours  de  i885).  —  Enoncés  des 
compositions  :  Mathématique,  Physique.  (396-397). 

Correspondance.  —  Extrait  d'une   Lettre  de  M.   //.   Brocard  : 
Sur  les  courbes  j)oiir  lesquelles  la  projection  du  ravon  de  cour- 
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bure  sur  le  rayon  vecteur  est  avec  lui  clans  un  rapport  constant. 
(397-398). 

PuBLICATIOlNS    Rl'XEKïES.    —  (.398-400). 

Un  ancien  Élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Composition 
mathématique  pour  l'admission  à  TEcole  Polytechnique  en  1886. 
(  401-408). 

Solution  gcomélrique  fort  cicgante,  accompagnée  do  nombreuses  remarques. 
Le  problème,  relatif  à  un  système  de  deux  liyperboles  équilatères,  n'était  pas 
exempt  de  difficultés,  même  par  le  calcul. 

Bé/nond  (A.).  —  Sur  un  système  de  coniques  dont  l'équation  a 
ses  coeCflcients  fonctions  linéaires  de  deux  paramètres.  (424- 
432). 

L'auteur  se  propose  de  faire  rentrer  dans  le  cadre  des  Mathématiques  spé- 
ciales cette  étude  qui,  d'après  Salmon,  se  rattache  à  celle  des  cubiques.  Il  se 
livre  d'abord  à  une  discussion  très  complète  sur  la  nature  de  la  conique  repré- 
sentée, suivant  les  cas,  et  examine  ensuite  le  cas  particulier  où  la  conique  se 
réduit  à  un  système  de  deux  droites. 

Laurent  (H-).  —  IMémoire  sur  les  équivalences  algébriques  et 
l'élimination.  (433-447»  4^6-460). 

La  théorie  développée  par  l'auteur  est  fondée  sur  la  considération  des  poly- 
nômes réduits.  Après  le  développement  de  principes  généraux  sur  les  équiva- 
lences algébriques,  il  étudie  celles  relatives  à  un  diviseur  unique  de  la  forme 
iv-±i.  L'application  à  la  théorie  de  l'élimination  le  conduit  à  plusieurs  propo- 
sitions nouvelles.  On  notera  également  des  conséquences  géométriques  fort 
curieuses. 

Publications  iiécentks.  —  (448). 

Cesaro  {E.).  —  Sur  l'évaluation  approchée  de  certaines  séries. 
(449-456). 

Application  d'une  formule  contenue  dans  un  précédent  article  du  même 
auteur,  Sur   la  série  de  Lambert  {Nouv.  Ann.,   p.    106;  i88()).  Kmploi  de  la 


fonction   harmonique   U(.r)=    /     —  d'^  que  l'on   rencontre   fréqucmn 

dans    le    calcul    des   évciUualités    arithmétiques,    cultivé    si    brillamment 
M.  Cesaro. 

I^intiidini  [G.).  —  Nol(>  f;éomélri(|uc.  (460-480). 
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Élude  sur  les  courbes  planes  et  leurs  développi-es  successives;  énoncés  de 
plusieurs  théorènnes,  notamment  sur  la  similitude  des  développées  et  des  pri- 
mitives. Extension  à  certaines  questions  de  Géométrie  dans  l'espace,  et  notam- 
ment aux  lignes  sphériques. 

Mangeot.  —  Note  sur  l'hyperboloïde.  (48o-483). 

L'auteur  déduit  de  la  théorie  des  invariants  (juclques  propriétés  des  généra- 
trices de  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 

Pomey  (J.-B.).  —  Sur  un  problème  de  potentiel.  (483-488). 

Application  d'une  question  de  Géométrie  plane,  relative  à  un  système  de 
deux  cercles. 

Cesaro  {E.).  —  Transformations  algébriques  par  le  calcul  des 
différences.  (489-492). 

Formule  symbolique,  représentant  la  fonction  \^-+- \^x -\- X^x* -^. . .  au 
moyen  des  dillérences  successives  du  premier  terme  d'une  série  arbitraire  «„, 
a,,  Mj,  ....  Application  aux  nombres  de  Bernoulli. 

Correspondance.  —  Extrait  d'une  Lettre  du  professeur  Genèse  : 
A  propos  d'une  démonstration  d'un  théorème  de  Steiner,  par 
M.  Tany.  (493-494)- 

Nécrologie.  —  Annonce  de  la  mort  d'Edouard  Laguerre,  décédé 
le  i3  aovit  1886;  discours  prononcés  à  ses  obsèques  par 
MM.  Bertrand  el  Halphen.  (494-49^). 

Collignon  {E ,).  —  Noie  sur  les  polygones  fei'més  (applications 
de  la  Statique  à  la  Géométrie).  (497-0 10). 

Comme  point  de  départ,  ^L  Collignon  étudie  le  système  de  masses  égales, 
alternativement  positives  et  négatives,  placées  aux  milieux  des  cotés  d'un  po- 
lygone fermé.  Cela  le  conduit  à  des  solutions  simples  de  certains  problèmes 
sur  les  polygones.  Ces  considérations,  présentées  avec  beaucoup  d'élégance  et 
de  clarté,  ont  un  lien  visible  avec  celles  qui  se  déduisent  de  la  méthode  des 
équipoliences,  et  qui  donnent  à  peu  près  les  mêmes  résultats. 

Cesaro  (E.).  —  Les  lignes  barycentriques.  (5i  i-Sao). 

L'auteur  appelle  barycentrique  d'une  courbe  le  lieu  des  barycentres  des  arcs 
comptés  à  partir  d'une  origine  lixe.  Cette  étude  forme  une  suite  à  deux  articles 
précédents  de  M.  Cesaro,  Sur  les  lignes  de  poursuite  et  Sur  l'emploi  des 
coordonnées  intrinsèques.  Étude  spéciale  de  la  clothoide,  ligne  plane  dont  la 
courbure  varie  proportionnellement  à  l'arc.  Examen  de  la  question  pour  les 
courbes  gauches. 
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Pomey  {J.-IJ.).  —  Enveloppes  des  cùlés  d'un  eairé  invariable 
dont  deux  soninieLs  dccrivcnL  deux  droites  rectangulaires.  (5'.>o- 
53o). 

On  suppose  que  les  deux  sommets  sont  A,  H  et  l'on  clieiclic  les  enveloppes 
(le  AH  et  de  CD.  L'auteur  en  donne  les  équations,  en  détermine  la  forme,  et 
en  démontre  diverses  propriétés.  Ces  deux  enveloppes  sont  deux  courbes 
parallèles. 

Pomey  {J.-JL).  —   Sur  une  fonction  (|ui  a  une  ligne   d'infinis. 

(5,^0-533). 

Formation  a  priori  d'une  telle  fonction,  au  moyen  de  la  série  double  ayant 
pour  terme  eénéral r——- 

Strckalof{V.  de).  —  Note  sur  l'intégrale  f-^^^-r  (•')33-534). 

Sohiliuii  plus  simple  que  relie  précédemment  indicjuée  par  AI.  J.-15.  Pomey 
pour  la  détermination  de  cette  intégrale. 

lyOcagne  (M.).  —  Note  sur  la  flévialion  dans  l'ellipse.  (j34- 
535). 

C.oinph'ineiil.  d'un  article  anl(;rieur  (voir  plus  liant).  Indication  d'un  procédé 
tout  t'h'UicntaiiH'  pour  l'élude  de  la  déviation  dans  rdliiisc. 

Calu'ii  (/i.).  —  Note  sur  la  théorie  des  séries.  (535-53tS). 

Ilxiinicn  du  cas  où  "  '  '  tend  vers  i  par  valeurs  inférieures  à  i.  Hégle  coni- 
pK'nienlaire  de  celle  de  Duhamel;  ap|dication  à  deu\  exemples. 

./.  A.  —  Circonférence  tangente  à  trois  circonférences  et  sphère 
tangenle  à  quatre  sphères.  i\)',U)-\).\o). 

Solutions  très  simples,  donnant  la  conslructiou  de  Gcrj^onne,  et  pour  les 
s|)lières  une  conslruction  analogue. 

Imi!1.i()(;ii  vi'uii;.  — A.  Jll(t/ui/u'//)i  :  Cours  de  Géotnéirie  descrip- 
tive de  l'J'xolc  PolvUîchnicpie  ;  :>.'  édition,  gr.  in-S",  i  (S(S(j  ; 
avertissement  de  l'auteur.  —  ./.  l\iiliin'ille  :  Théorie  des 
équations  et  des  inéqualioiis  du  premier  et  du  second  degré  à 
une  inconnue;  gr.  iii-'j",  i88().  —  ./.  de  hi  (louvncric  ^V  K . 
Lehon  :  Théorie  et  construction  de  Tajjpareil  hélicoïdal  des 
arches  biaises;  i88().  —  G. -F.  MontCi'crcle  :  Elemcnli  di  Gco- 
mclria  projriliva,   i886.  (;")4o-;')4 i). 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  aSS 

PuDLlC.VïlOlNS    lUiCEiVTES.    —  (544)- 

Desboves.  —  Résolution,  en  nombres  entiers  et  sous  sa  forme  la 
plus  générale,  de  l'équation  cubique,  lioniogène,  à  trois  incon- 
nues. (543-^79)- 

Cet  article,  dit  l'auteur  clans  une  Note  placée  dès  le  début,  peut  être  consi- 
déré comme  un  complément  du  Mémoire  de  Cauchy  sur  la  même  question  ; 
seulement,  pour  que  le  sujet  fût  complètement  traité,  j'ai  reproduit  deux 
systèmes  de  formules  trouvées  par  l'illustre  géomètre,  mais  en  simplifiant  les 
démonstrations.  L'étude  très  complète  et  très  rigoureuse  de  M.  Desboves  com- 
prend un  grand  nombre  de  théorèmes,  dont  plusieurs  sont  nouveaux  et 
paraissent  avoir  échappé  à  Cauchy.  Il  y  a  là  en  somme  une  contribution  nou- 
velle et  importante  à  cette  branche  difficile  et  peu  avancée  de  la  Science  ma- 
thématique :  l'analyse  indéterminée  d'ordre  su|jérieiir. 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (Concours  de  188G). 
—  Enoncés  des  compositions  :  Mathématiques  élémentaires. 
Mathématiques  spéciales,  Analyse  et  ses  applications  géomé- 
triques, Mécanique,  Calcul,  Épure.  ( 5^9-583). 

Publications  récentes.  —  (583).  A.  L. 
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